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Ueber die Berechnung chemischer Gleichgewichte 
aus thermischen Messungen. 


Von 
W. Nerust. 


Mit einer Figur. 
Vorgelegt in der Sitzung am 28. Dezember 1905. 


Für die Beziehungen zwischen chemischer Energie und Wärme- 
entwicklung bei chemischen Prozessen glaubte bekanntlich Ber- 
thelot eine sehr einfache Lôsung gefunden zu haben, indem er 
beide GrüBen einander gleichsetzte. 

Damit hängt aufs Engste die bereits früher aufgestellte so- 
genannte Thomsonsche Regel zusammen, wonach die von einem 
galvanischen Elemente gelieferte elektrische Arbeit der Wärme- 
entwicklung des stromliefernden Prozesses gleich sein sollte !). 

Nachdem man aber zur Bestimmung der chemischen Energie, 
d. h. der maximalen Arbeit, die von einem chemischen Prozesse 
geleistet werden kann, zwei Wege aufgefunden hatte, indem man 
obige GrôBe einmal aus dem chemischen Gleichgewichte, sodann 
auch aus der elektromotorischen Kraft reversibler galvanischer 
Elemente abzuleiten gelernt hatte, da zeigte sich, da keineswegs 
jene maximale Arbeït mit der thermochemisch bestimmten Wärme- 
tônung zusammenfällt. | 

Besonders klar hat dies Helmholtz ausgesprochen, der 
übrigens bereits vor Berthelot zunächst die Vermutung aufgestellt 
hatte?), daB die elektromotorische Kraft durch die Wärmetünung 
gegeben sei (sogen. Regel von Thomson) und der dann später (1882) 


1) Vergl. hierzu z. B.Nernst, Theoret. Chemie, vierte Aufl., S. 668 u. 691. 
2) Gesetz von der Erhaltung der Kraft. 1847. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasso, 1906. Heft 1, 1 


1% À 


2 W. Nernst, 


die durch die mechanische Wärmetheorie gegebene Beziehung 
zwischen beiden GrôBen scharf formuliert hat !). 

Hiernach gilt für die maximale Arbeit À und die Aenderung 
der gesamten Energie U folgende Beziehung 


dA 
(1) A-Ù0= Tor 
worin 7 die absolute Temperatur bedeutet. Nur wenn À unab- 
hängig von der Temperatur wäre, so würde bei allen Tempe- 
raturen 
(2) A=U 


sein und es würde zugleich auch U von der Temperatur unab- 
hängig sein müssen. Die letztere Forderung würde für die spezi- 
fischen Wärmen der an einer Reaktion sich beteiligenden Sub- 
stanzen gewisse Beziehungen mit sich bringen, die eben in der 
Regel nicht erfüllt sind. 

Zugleich sieht man aber auch, daB eine Berechnung von À 
aus ÜU nicht môüglich ist; denn wenn etwa 


A = f(T) 
eine Lôsung der Gleichung (1) wäre, so ist 
A = f(T) + BT, 


worin B eine beliebige Konstante bedeutet, ebenfalls eine Lüsung 
der Differentialgleichung (1). 

DemgemäB finden wir denn auch, daB bei der Behandlung 
chemischer Prozesse vom Standpunkte der beiden Wärmesätze 
das in Rede stehende Problem ungelôst bleibt, indem in den be- 
treffenden Gleichungen nichtnäher bestimmte Integrationskonstanten 
auftreten; ohne Hinzufügung neuer Annahmen lediglich mit Hülfe 
der mechanischen Wärmetheorie läft sich die Beziehung zwischen 
A und U nicht gewinnen. Aber eine naheliegende Betrachtung 
dürfte auf einem einfachen Wege zu einer neuen Hypothese führen 
und das bisherige Beobachtungsmaterial scheint, wie ich weiter 
unten ausführlich darlegen môchte, die Zulässigkeit jener Hypo- 
these zu bestätigen. Bevor wir aber dazu übergehen, sei kurz 
an die wichtigsten Formeln der chemischen Thermodynamik er- 
innert. 

Wir wollen im Folgenden uns zunächst auf gasformige Sy- 
steme beschränken. Wie ich nämlich gezeigt zu haben glaube, 


1) Ges. Abhandl. Bd. II, S. 958, (1882). 
{1 
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sind es gerade die chemischen Gleichgewichte in homogener Phase, 
die für das Wesen der chemischen Prozesse besonders charakte- 
ristisch sind !). | 

Denn die Frage, ob z. B. feste Stoffe neben der homogenen 
Phase koexistieren, ist lediglich eine Frage ihrer Dampfspannung 
oder Lôüslichkeit und steht daher mit dem eigentlichen chemischen 
Prozesse nur in lockerem Zusammenhang. Die Frage ferner, wie 
sich das Gleichgewicht in zwei koexistierenden homogenen (flüssigen 
oder gasfôrmigen) Phasen einstellt, ist durch die GrôBe der Teilungs- 
ceofficienten der reagierenden Molekülgattungen beantwortet. 

Wenn wir also im Folgenden die Aufgabe zu lôsen suchen, ob 
sich chemische Gleichgewichte lediglich aus calorischen Daten be- 
rechnen lassen, so kônnen wir uns dabei, wenigstens zunächst, auf 
Gleichgewichte inhomogener Phase beschränken und zwar 
wäblen wir als solche die gasfôrmige Phase. 

Bezeichnen wir also mit 


v,A,+%,4,+.-: = viAi+:... 


das Schema einer chemischen Reaktion (z. B. 2H,+ 0, — 2H,0), 
so gilt für die Gleichgewichtskonzentrationen c folgende Beziehung 
(8) K= in 

en Ace 
worin Æ die Konstante des Gesetzes der chemischen Massen- 
wirkung bedeutet. Wir wollen nun im Folgenden der besseren 
Uebersicht halber die Reaktionsformel stets so schreiben, daf 
die Reaktionen im Sinne von links nach rechts unter 
Entwickelung von Wärme verlaufen. Bedeutet Q diese 
Wärmeentwicklung, so liefert der zweite Wärmesatz in der von 
van’t Hoff benutzten Fassung 


dinK 
aT 


(4) Ont 


(Gleichung der Reaktionsisochore). 

Nun lehrt die Erfahrung, daB die Wärmetônung chemischer 
Prozesse sich mit der Temperatur nicht sehr stark ändert: wir 
setzen daher 
(b) Q = Q,+ TZva+ T° ZEvh+:..: 


worin also Q, die Wärmeentwicklung beim absoluten Nullpunkte 


1) Vgl. meine Theoret. Chemie, S. 470 u. 489. 
1* 
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der Temperatur bedeutet. Die Werte von «, B--: sind den ein- 
zelnen reagierenden Stoffen eigentümliche Coefficienten und zwar 
ist nach dem ersten Wärmesatz 


(6) Le — ZvC, = Zva+2TZvB+..., 


worin €, die Molekularwärmen bei konstantem Volumen be- 
deuten. 

Die Frage allerdings, ob sich die spezifischen Wärmen vom 
absoluten Nullpunkte an durch eine nach ganzen Potenzen von 
T fortschreitende Reïihe ausdrücken lassen und ob nicht ins- 
besondere dafür besser späterhin eine andersartige Temperatur- 
funktion eingesetzt werden wird, scheint mir noch offen zu bleiben. 
Zur Zeit fehlt es offenbar an hinreichenden Beobachtungsmaterial, 
soda man wohl nicht umhin kann, zunächst die beïden einfachsten 
Ansätze (5) und (6) zu machen. Uebrigens spielen in Gleichung 
(b) die spezifischen Wärmen in der Regel immerhin nur die Rolle 
von KorrektionsgrôBen. 

Gleichung (4) und (5) liefern durch Integration die Gleichung 


Q . Zva Zvp si à 
pt MTEET+..:4 7; 


(7) in ee — . 


darin bedeutet J die schon oben erwähnte, zunächst vôllig un- 
bestimmte Integrationskonstante. 

Schliefilich sei noch an den Fall des Gleichgewichts zwischen 
Dampf und fester oder flüssiger Phase (Verdampfung oder Subli- 
mation) erinnert ; hier gelten analog der Reïhe nach die entsprechen- 
den Formeln: 


(Ba) D RT = DORE UNIT (A AR NRENS 
(6) Co, = aa, +2T(B—8)+... 

£ , — = 4. XX B=R 7? . 
(7a) ini rTT F le DETTES PE 


In den vorstehenden Formeln bedeutet also £ die Gleich- 
gewichtskonzentration, 4— RT die wegen der äuferen Arbeit 
korrigierte Kondensationswärme und À, die Kondensationswärme 
beim absoluten Nullpunkt; à ist eine jeder Substanz eigentümliche 
Integrationskonstante. C, ist wiederum die Molekularwärme des 
(rases, c, diejenige der flüssigen oder festen Substanz bei der 
Temperatur T. 
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1. Ermittelung der Integrationskonstante 
für gasformige Systeme. 


Obwohl, wie bereits oben erwähnt, die GrôBen À und U im 
Allgemeinen nicht einander gleich sind, so ist es doch sehr auf- 
fäallig, daB, wenigstens bei nicht zu hohen Temperaturen, in der 
Regel der Unterschied beider Grôfen innerhalb mäfiger Grenzen 
bleibt. Freilich sind bei diesem Vergleich Gase und verdünnte 
Lôsungen auszuschalten, weil bei diesem bekanntlich Q, nicht 
aber À von der Konzentration unabhängig ist. Schon lange war 
mir nun in dieser Hinsicht aufgefallen, daf bei galvanischen Kom- 
binationen, bei welchen in der Gleichung des stromliefernden 
chemischen Prozesses nur feste ‘Kôrper und sehr konzentrierte 
Lüsungen vorkommen, die Unterschiede zwischen À und U auffällig 
klein sind; ferner sei auch an das Verhalten der sogenannten 
idealen konzentrierten Lôüsungen !) erinnert. So drängte sich die 
Annahme auf, daf in solchen Fällen in der nächsten Nähe des 
absoluten Nullpunktes ein vülliges Zusammenfallen beider GrôfBen 
stattfindet, und es würde als Grenzgesetz 


TROUPE 


(8) lim y ir 


sich ergeben. 

Betrachten wir also eine Reaktion zwischen lauter festen 
oder flüssigen, in reinem Zustande befindlichen Substanzen, also 
etwa, um die Sache durch ein Beispiel zu veranschaulichen, die 
Bildung festen oder flüssigen (unterkübhlten) Wassers aus reinem 
festen oder flüssigen Sauerstoff und Wasserstoff. Wir denken uns 
in bekannter Weise die Wasserbildung isotherm und reversibel 
vollzogen, indem wir Wasserstoff und Sauerstoff in einen Raum, 
in welchem chemisches Gleichgewicht herrscht, hineindestillieren 
und gleichzeitig das gebildete Wasser isotherm und reversibel 
zum festen oder flüssigen Wasser hinüberdestillicren. Bedeuten 
dann, wie oben, Ë die Sättigungskonzentrationen der einzelnen 
reagierenden Komponenten und Æ die Gleichgewichtskonstante 
bei der betreffenden Temperatur, bezogen natürlich auf ein homo- 
genes gasfürmiges System, nämlich auf den Gleichgewichtsraum, 
so wird in bekannter Weise ?) 


(9) A = RJ(ZvinE — lu), 


1) Nernst, Wicd. Ann. 3, 57 (1R94). 
2) Vgl. z. B. meine ‘lhcoret. Chemie, S. 680 fr. 
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während andererseits, wenn ebenso, wie oben, Q die Wärmetônung 
im homogenen gasfôrmigen System und 4 die gewôhnliche, 1— RAT 
somit die wegen Arbeitsleistung korrigierte Verdampfungswärme 
bedeutet. | | 
U = Q— Zr(i — RT) 

oder nach (5) und (ba) ee 

(10) U=Q-Z(4 -a,.T— 86,7) 

wird. Setzen wir ferner in Gleichung (9) die betreffenden Werte 
aus Gleichang (7) und (7a) ein und differentiieren, so folgt 


_dA 
aT 


während andererseits durch Differentiation von Gleichung (10) 


(11) — Zva, + Zva,inT + R(J — Zvi) +2 T'Zvb,, 


(12) _. — Zva, +2 TZvB, 
sich ergiebt. Vergleichen wir nunmebhr (11) und (12) einerseits 
mit (1) und (8) andererseits, so ergeben sich folgende, wie mir 
scheint, bemerkenswerte und vielleicht in mancher Hinsicht über- 
raschende Resultate. Damit nämlich À und U zum gleichen be- 
stimmten Grenzwert beim absoluten Nullpunkt der Temperatur 
konvergieren, darf offenbar das Glied Zva,inT nicht unendlich 
groB oder auch nur unbestimmt werden, d. h. es muf 
(13) Zva, = 0 
und gleichzeitig auch 
InT-Zva, = 0 

sein; die Regel von Kopp, daB die Molekularwärmen additiv sind, 
würde also streng beim absoluten Nullpunkte gelten, und zwar 
sowohl für flüssige (amorphe) wie feste Kôrper. 

Sodann ergiebt sich als weitere Folgerung aus (12) und (13), daf 

d 


ee gegen Null konvergiert und da nach 


beim absoluten Nullpunkte 


(8) das Gleiche dementsprechend für :, - gelten muf, so folgt 
(14) J — Zvi, 


womit die gestellte Aufgabe gelüst ist. Denn die zunächst vüllig 
unbestimmte Integrationskonstante J ist dadurch auf eine Summe 
von Integrationskonstanten i zurückgeführt, die jeder ein- 
zelnen Substanz eigentümlich sind und durch an 
jeder einzelnen Substanz auszuführende Messunzen 
ermittelt werden künnen. 
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Schlieflich erhalten wir noch die beiden Gleichungen 


dA au 
aT = TE ap — +2 TZvp,, 


Fr 


die nicht nur die Konvergenz von des und de zum Werte Null 


für T — 0 zum Ausdruck bringen, sondern gleichzeitig auch auf 
einen symmetrischen Verlauf von À und Ü in nächster Nähe des 
absoluten Nullpunktes hindeuten. 

Bei dieser Betrachtung sind in (5) und (5a) hôhere Glieder 
als T° fortgelassen, aber man sieht sofort, da ihre Berück- 
sichtigung hier gar nichts ändert. Auch im Folgenden werden 
wir übrigens mangels hinreichender Beobachtungen die hüheren 
Glieder auBer Acht lassen müssen. 

Die Richtigkeit unserer Fundamentalhypothese vorausgesetzt 
liefert uns obige Betrachtung also die prinzipielle Lôsung 
des hier behandelten Problems; ehe wir jedoch zur Besprechung 
des Versuches einer praktischen Lôsung, nämlich zur Er- 
mittelung der Integrationskonstanten ?, übergehen, môüchte ich noch 
folgende historische Bemerkungen einschalten. 

Da eine kinetische Behandlung der Gasgleichgewichte im 
Prinzip über die Wärmesätze hinauszuführen im Stande ist, hat 
Boltzmann') betont, doch haben sich neue praktisch verwend- 
bare Resultate anf diesem Wege bisher nicht ergeben. 

Nach AbschluB der obigen Rechnung fand ich in dem Werke 
von Le Chatelier , Les équilibres chimiques“ (1888) bei Besprechung 
einer der Differentialgleichung (7) analogen Formel folgende Be- 
merkung ($S. 184): 

Es ist sehr wahrscheinlich, daf die Integrationskonstante, 
wie die andern Koeffizienten der Differentialgleichung, eine be- 
stimmte Funktion gewisser physikalischer Eigenschaften der rea- 
gierenden Substanzen ist. Die Bestimmung der Natur der 
Funktion würde zur vülligen Kenntnis der Gesetze des Gleich- 
gewichts führen. Sie würde unabhängig von neuen experimentellen 
Daten die vollständigen Gleichgewichtsbedingungen a priori be- 
stimmen, welche einer bestimmten chemischen Reaktion ent- 
sprechen; bis jetzt hat man die genaue Natur dieser Konstante 
noch nicht bestimmen kônnen.“ 

Mit diesen Worten hat der berühmte franzüsiche Chemiker 
nicht nur das hier behandelte Problem aufs Schärfste formuliert, 


1) Wied. Ann. 22, 64 (1882). 
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Lôsung desselben geahnt. Ich meinerseits müchte noch hinzu- 
fügen, daf das neue von mir benutzte Wärmetheorem, das, wie 
ich gezeigt zu haben glaube, zu einer Lôsung des Problems führt, 
auch auf andern Gebieten vielleicht sich fruchtbar erweisen wird. 

Ferner môchte ich erwähnen, da$f Haber in seinem kürzlich 
erschienenen sehr bemerkenswerten Werke ,Thermodynamik tech- 
nischer Gasreaktionen“ ebenfalls das hier behandelte Problem 
deutlich formuliert und, wenigstens für einzelne Fälle, den Ver- 
such einer Lôsung gemacht hat. Doch scheinen mir seine Aus- 
führungen in wesentlichen Punkten von den meinigen verschieden 
zu sein; insbesondere ist nach meinen Formeln die Integrations- 
konstante nicht etwa für Gasreaktionen, die ohne Aenderung der 
Molekülzahl verlaufen, notwendig gleich Null, wie es Haber vermutet. 


2. Ueber die Berechnung von Dampfdruckkurven. 


In diesem Kapitel soll die Berechnung der Zahlenwerte der 
Integrationskonstante à behandelt werden. Gleichung (7a) lautete 
ps À Ed B—B, ’ ge 

RT* MT+ T+....+i; 
führen wir, was für die Berechnung bequemer sein wird, anstatt 


der Sättigungskonzentration £ den Dampfdruck p im Sinne der 
Formel 


TRE 


| DIRE 
ein, so wird 

; À k DE. _ à : 
(15). np = — RAT —. “s ps T+i+hbu. 


Es lag nun nahe, zur Berechnung der Dampfdruckkurven das 
Theorem der übereinstimmenden Zustände heranzuziehen, wonach, 
wenn wir kritischen Druck und Temperatur mit x und + be- 
zeichnen, 


nee ne Ge 
sein müfte, worin (=) eine von der Natur der betreffenden Sub- 
stanz unabhängige Temperaturfunktion bedeutet. Van de É 
Waals!) hat für diese Temperaturfunktion als emipirische Nähe- 


rungsgleichung folgende spezielle Form benutzt: 


1) Continuität etc. S. 147. 
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x T 
(16) lg + = a(r- 1) 
oder 
(16a) log p — — a . + a+logx. 


Hierin soll « einen für alle Substanzen gleichen Wert besitzen, 
der zu etwa 3,0 von ihm gefunden wurde. 

Die Formel (16) giebt nun in der Tat mit einer bei ihrer 
groBen Einfachheit bemerkenswerten Annäherung die Dampfdruck- 
messungen bis zum kritischen Punkte wieder; doch fand ich « 
stark mit der Natur der betreffenden Substanz veränderlich, wie 
tolgende kleine Tabelle zeigt, in welcher die bei Benutzung ge- 
wôübnlicher Logarithmen erhaltener a-Werte verzeichnet sind: 


Tabelle 1. 
Wasserstoff 1,83 Chloroform 3,00 
Argon 2,17 Aether 3,10 
Stickstoff 2,45 Propylacetat 3,19 
Sauerstoff 2,53 Aethylalkohol 4,05. 


Schwetfelkohlenstoff 2,63 


Die vorstehend aufgeführten Werte sind Messungen aus dem 


Gebiete etwa 
T 5 . 
7j —= 1, bis 2 
entnommen. Die Kurvenzeichnung !) (Fig. 1) scheint mir geeignet, den 
Verlauf der Dampfdruckkurven für die verschiedenen Substanzen 


sehr gut zum Ausdruck zu bringen; als Abscissen dienen die 


T 
Thevrems der übeieinstimmenden Zustände sollten tüibereinstimmende 
Kurven, die natürlich sämtlich im Nullpunkte des Koordinaten- 
systems münden müssen, uud im Sinne der spezicllen Formel (16) 
sollte ein und dieselbe gerade Linie resulticren. Die Figur läüft, 
wie schon bemerkt, erkennen, dal der Verlauf der Kurven in der 
Tat ziemlich nahe gradlinig ist; ein Zusammenfallen der ver- 
schiedenen Kurven findet aber nicht nur nicht statt. es ist vielmehr 
cine so bedeutende Divergenz vorhanden, da dadurch die An- 


è he AW. 
Werte von -;—1, als Ordinate diejenigen von log  ; im Sinne des 
a, 


1) Die Dampfdrueke für 1, À, Kr, 0, sind dem Werke von MW, Travers 
(Experimentelle Untersuchung von Gasen, Braunsehweig 1909) entnemmen: die 
übrigen nach Landolt-Bürnstein, IL Auil. 
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wendbarkeit des Theorems der übereinstimmenden Zustände auf 
die Dampfdruckkurven als unstatthaft erwiesen erscheint, und 
zwar umsomehr, als sogar sehr leicht sich eine Regel für die 
Neigung der verschiedenen Kurven ergiebt. Dieselben steigen 
nämlich offenbar um so stärker an, je hôher einerseits das Molekular- 
gewicht der betreffenden Substanz ist und je mehr Atome im 
Molekül andererseits vorhanden sind. Im Sinne dieser Regel 
differieren auch Krypton und Argon sehr merklich, sodaB also 
hiernach nicht einmal für einatomige Gase Uebereinstimmung statt- 
findet. Substanzen, die sich im flüssigen Zustande associieren, 
wie Wasser, Alkohol u. s. w., geben relativ viel stärker geneigte, 
aber ebenfalls nahe geradlinige Kurven. 

Unter solchen Umständen scheint doch hauptsächlich nur die 
thermodynamische Berechnung der Dampfdruckkurven in Frage 
zu kommen. Zunächst suchte ich den sehr überraschenden Um- 
stand zu erklären, da8 Gleichung (16) wenigstens eine annähernde 
Uebersicht über den Verlauf der Dampfdruckkurven liefert, wenn 
man unter a einen jeder Substanz eigentümlichen Coeffizienten 
versteht. Vergleichen wir (16a) mit (15), so würde 


s 24 4. SA OUR 
2,802ut — prttlogx — 2302 — C 


sein und der EinfluB der Glieder 


R+ta-e PE 
FR MT+ 5 1 


dürfte nur gering sein. Nun sind aber bei gewôhnlichen Tempe- 
raturen die spezifischen Wärmen von Flüssigkeit und Dampf be- 
trächtlich verschieden, indem der erstere Wert immer erheblich 
hôher ist. Wir dürfen daher wohl schliefen, daf die Coeffizienten 
von /{n1 und von J' von entgegengesetzten Vorzeichen sind und so 
eine teilweise gegenseitige Compensation stattfindet; dies ist 
aber nur môglich, wenn, zumal wenn wir auch noch berück- 
sichtigen, daB der Temperaturcoefficient der spezifischen Wärme 
von Flüssigkeiten in der Nähe des Siedepunktes relativ gro8 ist 
und jedenfalls den der Dämpfe beträchtlich tübersteigt, der 
Coefficient von /nT' positiv, derjenige von T negativ ist. 

In der Tat fand ich durch Probieren, da8 sich durch die 
Gleichungen 
O7 log = 1% log j+e ( -1) = 26 (1 2] 


T 


oder umgeformt 
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h 
(17a) gp = a 5+17%6 108 T- p— 


+ «’ 1,424 + log x — 1,75 log & 


eine Kurvenschar für verschiedene Werte von «' gegeben ist, die 
mit der experimentell gefundenen (vergl. Fig 1) gut zusammen- 
fällt. Für mittlere Werte von «’ resultiert sehr genau eine ge- 
rade Linie, für kleinere Werte werden die Kurven schwach nach 
unten, für hôhere schwach nach oben gekrümmt, wie es auch die 
Kurvenzeichnung erkennen läft. Die Integrationskonstante hat 
die Form 


— (i+nR)2,802 — «'.1,424 + logx —1,7blogr; 


die nachfolgende Tabelle liefert die für eine Anzahl Substanzen 
berechneten Werte dieser GrüBe: 


Tabelle 2. 
C a! C a 
H, 1,23 1,6b CHCIL, 1,41 3,12 
Ar 0,95 2,15 NH, 2,10 3,24 
N, 1,40 2,47 HCI 1,55 2,82 
O, 1,54 2,53 H,0 2,41 3,53 
CO, 1,71 2,94 (C, H,),0 1,61 3,32. 


In der Gleichung (17a) erscheint 1,75 als Faktor des Gliedes 
log T; der Vergleich mit Gleichung (15) lehrt, da hiernach all- 
gemein 


(18) R+a—ue, = Ca, = R.1,75 = 3,5 


zu setzen wäre. Beim absoluten Nullpunkt würde also allgemein 
die Molekularwärme eines Gases um 3,5 Calorien grüfer sein, als 
diejenige seines festen oder flüssigen Kondensationsproduktes. 
Dies Resultat wird wohl durch den Verlauf der Dampfdruck- 
kurven einigermaBen wahrscheinlich gemacht; es bedarf aber noch 
sehr der weïiteren Nachprüfung und ich môüchte darin zunächst 
nur eine vorläufige Annahme erblicken. Für sehr wahrscheinlich 
môüchte ich zunächst nur das Resultat ansehen, daf 

Ca, 0 
ist. Eine Bestätigung dafür, da Gleichung (18) der Wahrheit 
inmmerhin nahekommt, giebt folgende Ueberlegung. Für einatomige 
Gase lehrt die kinetische Gastheorie wohl mit grofer Sicherheit, 
daB bis zu den tiefsten Temperaturen die Gleichung 

Crgs= 6,0 


12 W. Nernst, 


gültig bleibt: darnach würde also beim absoluten Nullpunkte die 
Atomwärme sämtlicher Substanzen im festen Aggragatzustande 


at 71 


und allgemein nach Gleichung (13) für n-atomige Substanzen die 
Molekularwärme | 
— .1,D 


do 


sich ergeben '). 
Für zweiatomige (ase folgt demgemäk 
(18a) C, = 2.1,5 +38,5 — 6,6. 
Nun ist nach Langen?) für O,, N,, H,, CO. 
C, = 6,8 +0,00124, 
woraus für den absoluten Nullpunkt der Temperatur 
C, = 6,5 
folgt, was mit Gleichung (18a) vôüllig übereinstimmt. 
Für die dreiatomigen Gase folgt in ganz analoger Weise 
C2 8.1,5 + 8,5-—18,0. 


Extrapolieren wir die Messungen von Holborn und Austin) für 
Kohlensäure und von Holbor n und Henning*) für Wasserdampf 
zum absoluten Nullpunkt, so folgen die Werte 


C = 7,8 für CO" C, = 7,6 für H,0; 


wohl ebenfalls eine im Hinblick auf die starke Extrapolation ge- 
nügende Uebereinstimmung mit unserer Formel. 


Allgemein folgt für 1-atomige Gase 
(18b) OCT PTE STONE M5 


die Beobachtungen von RegnaultundE. Wiedemannlassen, wenn 
auch nach den erwähnten neueren Messungen bezüglich des Tem- 
peratureinflusses das Anwachsen der spezifischen Wärme der Gase 
mit der Temperatar weniger rasch zu sein scheint, als diese 
Forscher gefunden haben, und wenn daher eine Extrapolation bis 


1) Damit ist in guter Ucbercinstimmung die von Behn (Drudes Ann. 1, 257, 
1900) konstaticrte Tatsache, dal die Atomwärmen bei niederen Temperaturen 
stark abnclhimen, 

2) Ztschr. 4. Vereins deutscher [ngenicure 47 637 (1903). 

5) Holbornu. Austin, Sitzungsber. d. K. Akad. d. Wissensch. Berlin 
p. 175 (1909) 

4) Holborn u. IHemming, Drudes Ann. 18, 739 (1905). 
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zum absoluten Nullpunkt nicht zulässig erscheint, doch so viel 
erkennen, daf bei gewühnlichen Temperaturen die Molekularwärme 
(mit Ausnahme vielleicht von NH,) stets etwas grôBer ist, als 
dem Werte von Gl. (18b) entspricht. Da ferner die spezifische 
Wärme der Gase mit der Temperatur wächst, so stehen jeden- 
falls die erwähnten Messungen wohl nicht mit Gleichung (18b) 
in Widerspruch. 


Doch auch Gleichung (17) bez. (17a) erweist sich bei näherer 
Betrachtung, wenn sie auch in Anbetracht des Umstandes, da sie 
aufer den kritischen Daten nur eine einzige von der Natur der 
Substanz abhängige Konstante enthält, wohl ziemlich viel leistet, 
für eine Extrapolation bis in die Nähe des absoluten Nullpunktes 
nicht genau genug. Bei der starken Veränderlichkeit der spezi- 
fischen Wärme von Flüssigkeiten sind zweiïfellos noch Glieder mit 
hüheren Potenzen von 7’ zu berücksichtigen und man kann sich 
leicht überzeugen, daf solche Glieder den Zahlenwert der Inte- 
grationskonstante sehr merklich beeinflussen kôünnen: auferdem 
darf nicht vergessen werden, da, wenn man, um von Gleichung 
(15) zu Gleichung (17) zu gelangen, den kritischen Punkt als 
Integrationsgrenze einführt, man sich weit auBerhalb des Gültig- 
keitsbereichs der (Gleichung (15) begiebt; denn letztere hat zur 
Voraussetzung, dafi der gesättigte Dampf den Gasgesetzen ge- 
borcht und das Volumen des Dampfes sehr grof gegen das der 
Flüssigkeit ist. Der Umstand, daB trotzdem eine immerhin an- 
nühernd brauchbare Gleichung (18) resultiert, ist jedenfalls auf- 
fällig und bedarf der Aufklärung. 

Diese gewinnen wir nun, indem wir von der unter den oben 
erwähnten Voraussetzungen abgeleiteten Gleichung (15) zu der 
überall streng gültigen Gleichung von Clausius-Clapeyron 
zurückkehren: 


l 
(19) 1= Tpt vu) 


Nun hat Young!) gezeigt, daf für die Volumverhältnisse das 
Theorem der übereinstimmenden Zustände ziemlich gut zutrifft 
und daB insbesondere für übereinstimmende Drucke das Volumen 
des gesättigten Dampfes für die von ihm untersuchten Substanzen 
nahe gleiché Werte annimmt; als cine sehr einfache empirische 
Fanktion finde ich die Gleichung 


1) Phil. Mag. [5] 34 505 (1892). 


14 W. Nernst, 
(19a) pv) = Rr(i-À). 


Folgende kleine Tabelle zeigt ihr Gültigkeitsbereich für 
Fluorbenzol, das von Young als Normalsubstanz benutzt wurde: 


Tabelle 3. 
| | 
| p(v—v,) p 
rase nu Per r) 
Area 40e] de Ed LM a 4 M Le A ve ru titane 
klein klein | grof klein | 0,0821 | 0,0821 
367,3 | 1,316 | 22,00 | 0,103 | 0,0786 | 0,0796 
435,0 | 6,680 | 4,634 | 0,118 | 0,0684 | 0,0700 
4736 |1316 | 2,265 | 0,125 | 0,0593 | 0,079 
5197 |26,32 | 1,009 | 0,145 | 0,0438 | 0,0337 
550,0 | 39,5 0,516 | 0,179 | 0,0242 | 0,0094 
569,6 | 446 0,270 | 0,270 | 0,000 | 0,000 


Die Formel (19a) dürfte also, die allgemeine Gültigkeit des 
oben angeführten Satzes von Young vorausgesetzt, bis zu ziemlich 
hohen Drucken allgemein brauchbar sein. 

Andererseits läBt sich die Verdampfungswärme durch folgende 
Formel ausdrücken: 


(20) Re Ts T7) -L); 


eine experimentelle Prüfung derselben wird weiïter unten mit- 
geteilt werden; führen wir (19a) und (20) in Gleichung (19) ein, 
so folgt 


dinp 


€ 2 3 
(21) 1,+3,5 T— His RT AT ? 


deren Integration 


(22) pe ne 


ST du FR nl T+i+inR 


liefert. Da nun (19a) und (20), wenn auch vielleicht nicht bis zum 
kritischen Punkte, so doch jedenfalls bis ziemlich weit in seine 
Nühe zutretfen, so wird es erklärlich, daf bei Integration von (16) 
bis zum kritischen Punkt als Integrationsgrenze eine immerhin 
nicht unbrauchbare Formel resultiert. 


à 
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So gelangen wir denn schlieflich offenbar zu einer besseren 
Annäherung, als die Gleichungen (17) bezw. (17a) bieten, indem 
wir Gleichung (22) zu Grunde legen, jedoch als Integrations- 
konstante einen beliebigen Punkt der Dampfdruckkurve, dessen 


Ordinaten p, und 7° sein môgen, einführen. Ist -gegen 1 zu ver- 


nachlässigen, so sind wir in dem Gebiete, in welchem Gleichung 
(19a) in die gewôhnliche Gasgleichung übergeht. Ferner kônnen 


wir für Gleichung (21) in Gebieten, in denen _ nur ein kleiner 


Bruchteil von 1 beträgt, auch schreiben 


(23) 1= 4,+88T—eT- 3, ? 


T 


Differenziation der letzten Gleichung liefert 


dà À, dp 
24 2 — 2 pi} rs 
(24) aT 3,5 —2eT UT 
oder, da wir für das Korrektionsglied LE mit hinreichender 
e : e À, dp A1, : 

Annäherung auch schreiben künnen AT = nr so wird 
auch 

x dns. . A, p 
(25) TT = 3,5 —2eT RT x 


Wir finden so zur Berechnung des Coefficienten &, indem wir für 
T und p die speziellen Werte T, und y, einführen 
1 da AATO LT" : 

(26) 1 rai Ce a 
darin ist allerdings À, zunächst noch unbekannt; da aber der Ein- 
fluf des letzten (Gliedes meistens nur klein ist, so berechnet man 
zunächst € mit einem angenäherten Werte von 4, und ermittelt 
dann aus (23) einen genaueren Wert für 4, der dann zur end- 
gültigen Berechnung von & dient. Am einfachsten wäre es natür- 
Lich, wenn man die Werte von À, und & aus den Dampfdruck- 
kurven nach Gleichung (22) ableiten kônnte; leider sind dieselben 
aber für diesen Zweck nicht bis zu hinreichend kleinen Drucken 
bestimmt. 

Für die gesuchte Integrationskonstante à oder einfacher 
gleich für den im Folgenden benutzten Wert von C liefert 
Gleichung (22): 


16 W. Nernst, 


À A+ hR | À 
OOo rapar ee + +lon. 

Folgende Daten sind also erforderlich: 

1) ein Punkt Le Dampfdruckkurve p, T; 

2) der Wert se für T=T,;. 

3) der Wert der Verdampfungswärme 4,, welcher der Tempe- 
ratur 7, entspricht. 

Als ein Beispiel der Berechnungsart von C sei zunächst das 
Ammoniak behandelt, worüber wir Dieterici') eine sehr ein- 
gehende Untersuchung verdanken. Wir setzen 


dà 


p, = 4,21 Atm, T, = 278,4, = 5265, — = 


— 20,2, x — 118. 


Aus Gleichang (20) und (26) folgt dann 


57, ="76 

1, —= 6580, 
und somit aus Gleichung (27) 

C.= 8,28. 


Eine weitere Kontrolle für den Wert von & und für die Zu- 
lässigkeit dieser Berechnungsart überhaupt liefert G1. (20) 


(20) À = (A+ESET—6s 1") (1 = 2) | 


Setzen wir darin nach Obigem 
À, == 6580, & — 0,02785, x — 113, 
so wird 
Tabelle 3. 


T [ab ber. er. | À a 


42 | 273 | (5260) (5260) 
8,5 | 293 | 4820 | 4850 
15,5 | 313 | 4270 | 4390 
26,8 | 333 | 3590 | 3870 
48,3 | 363 | 2390 | 2940 


1) Zeitschrift für Kälteindustrie 1904. 
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Gleichung (20) bewährt sich also ähnlich wie Gleichung (19a) 
nach Tab. 3 bis zu Drucken von etwa 20 Atm. hinauf. Die unter 
À beob. verzeichneten Verdampfungswärmen sind der erwähnten 
Arbeit von Dieterici entnommen. 


Der Wert des Gliedes -4 er beträgt in obigem Beispiel 


RT? x 
,7; somit wird 
da ASE 
TT RIT x MH 


nun ist andererseits nach (18b) die Molekularwärme des gas- 
fôrmigen Ammoniaks beim absoluten Nullpunkt 9,5 und da die 
Molekularwärme des flüssigen Ammoniaks bei T — 273 19,0 beträgt, 
so wird 


c— OC = 19,0—9,5 = 9,5, 


da AS mel À : 
also von dem Werte von I TRIRT à nur wenig verschieden. 
Wir ersehen also, dafi der Einfluf des Gliedes 2e _ 


sehr weitgehend durch die Abnahme der Molekularwärme des ge- 
sättigten Dampfes kompensiert wird; wahrscheinlich gilt dies 
allgemein und jedenfalls dürfen wir wohl bei kleinen Drucken 
und demgemäf niederen Temperaturen, in denen einerseits der 
Einfluf des obigen Gliedes klein wird und andererseits die Be- 
ziehung 
da 
1 ET 


0 
Cac C, 


ohnehin immer genauer gelten muf, mit der einfachen Formel 


dà AD ae di: D 
D HAS AA EAU 


rechnen. Sicherlich wird dies Verfahren zur Zeit in der Regel 
genauer sein, als eine Benutzung der aus kalorischen Messungen 
a 
Li 

Bedeutet n die Anzahl der Atome, die in einem Molekül des 
Dampfes enthalten sind, so ist nach Gleichung (18b) 


C° = 35+n.1,5 


abgeleiteten und offenbar meist sehr unsicheren Werte von 


und somit wird Gleichung (26) 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Muth.-phys. Klasse. 1906. Heft 1. 2 


D % 


18 W. Nernst. 


(26a) ET, — 5 (an. 1b); 
ferner ist nach (20) 
ie 1, #4 (2 1,5 —35) 
1 : 
T 


und somit wird nach (27) 


1 À 
(27a) C —— 4571 (5 T° ét: HE 
; 1-À) 
4 


+ logp,—1,7blog T; 


zu beachten ist jedoch, daB môglicherweise diese Formel sich auf 
Werte von p, und 7, beschränkt, in denen der gesättigte Dampf 
nur mäfige Abweichungen von den Gasgesetzen aufweist. 

Aus den Gleichungen (20) und (22) läBt sich durch eine ein- 
fache Rechnung die Formel 


(28) Tps MN 
12 2 T— TZ,  p, 
T 


ableiten, worin die beiden Temperaturen T, und 7, nur so weiït 
verschieder sein dürfen, das das arithmetische und geometrische 
Mittel praktisch zusammenfällt; der Wert von À bezieht sich dann 
auf diesen gemeinsamen Mittelwert. In der folgenden Tabelle sind 
die Verdampfungswärmen für eine Anzahl Substanzen berechnet. 


(Tabelle siehe Seite 19.) 


In der 4: Columne sind die Werte 7, des Siedepunktes in 
absoluter Zählung verzeichnet, in der 6. die Werte der Ver- 
dampfungswärmen 4’ für die gleiche Temperatur. Wie ein Ver- 
gleich mit dén in der 6. Columne unter 4’ beob. verzeichneten 
Werten!) lehrt, ist hinreichende Uebereinstimmung zwischen Ver- 
such und Berechnung vorhanden. Die nach Formel (28) berech- 
neten Werte dürften übrigens genauer sein, als die beobachteten, 
und sind im Folgenden daher stets benutzt. 

Eine sehr auffällige Beziehung läfit die letzte Columne er- 
kennen, in welcher die Werte von 4 der sogenannten , Trouton- 


1) Für N, und O, nach II. Alt, Abh. d. Bayr. Acad. d. Wiss. IL. KI. 22 


1905): die übrigen Werte nach Landolit-Bôrnstein. 


0 # 
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Tabelle 5. 


Substanz Por 2 p Ts 1’ | 1" beob. Fe 8,5 log T,, 


0 


Wasserstoff 


Stickstoff 
Argon 
Sauerstoff 


Chlorwasserstoff 
Schwefelwasserstoff 


Schwefelkohlenstoff 


Aether 


Benzol 
Propylacetat 
Anilin 


schen Konstanten“ berechnet sind. Dieselben sind aber keines- 
wegs konstant, sondern steigen sehr merklich und regelmäfig 
mit dem Werte von 7, an. Dies Ansteigen erfolgt etwa log. 
T, proportional; es zeigen die in der letzten Columne bezeichneten 
Werte des Ausdruckes 8,5 log T, eine recht gute Uebereinstimmung 
mit dem Werte von Tr: 

Die Regel von Trouton versagt also, wenn man Substanzen 
von sehr verschiedenen Siedepunkten zum Vergleich heranzieht. 
Man hat dies meines Wissens bisher nicht bemerkt, offenbar weil 
man die Regel bisher einerseits nur mit den meiïstens kaum sebr 
genau direct bestimmten Verdampfungswärmen prüfte und sich an- 
dererseits auf ein Temperaturintervall beschränkte, in welchem 
in der Tat der Ausdruck 8,5 log 7, nur wenig (20—22) variierte. 

Für die sogenannten assoziierenden Flüssigkeiten ist der Wert 


Vo 


von a erheblich hôüher, als 8,5 log 7,, wie noch besonders betont 
0 
sei; es erklärt sich dies nach van’t Hoff') dadurch, daf hier mit 


dem Vorgange der Verdampfung eine Spaltung von Doppel- 
molekülen verbunden ist. 


1) Vorles. über theoret. Chem. III S. 54 (1903). 
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Tabelle 6 enthält eine Berechnung der Werte von C für 
einige Flüssigkeiten nach Formel (27a): dieselben ergeben sich 
bei dieser offenbar genaueren Rechnung etwas hôher, als sie früher 
in Tabelle 2 gefunden wurden. Dasselbe gilt für Sauerstoff und 
Stickstoff, wofür wir die Berechnung unter Benutzung des kürz- 
lich von Alt (1 c.) verôffentlichten Beobachtungsmaterials genau 
in der gleichen Weise, wie S. 16 für Ammoniak geschehen, durch- 
fübhren (Tab. 7). 


Tabelle 6. 
| 
Lan 2e 
Substanz ja p, 1 1 ai C 
H | 
Schwefeldioxyd 273 | 1,53 6000 | 20,3 | 3,42 
Schwefelkohlenstoff 273 | 0,168 6766 | 17,9 | 3,26 
Chloroform 313 | 0,487 7490 | 28,3 | 4,07 
Aethyläther 273 | 0,244 6919 | 39,1 | 3,b6 
Benzol 293 | 0,099 8142 | 32,2 | 3,12 
Alkohol 803 | 0,103 |10100 | 28,5 | 4,48 
Wasser 273 | 0,0060 | 10670 | 18,0 | 4,26 
Tabelle 7. 
A, 
Substanz | 7, | p, 1 . 2 _. À C 


0, 78 | 0,24 1740 


N, 68 | 0,26 | 1470 


1826 
1572 


6,7 2 20 


2,87 


7,7 


Es ist wohl zu hoffen, daf die in den beiïden letzten Tabellen 
verzeichneten Werte für C wenigstens annähernd richtig sind. 
Dies wird durch den Umstand bestätigt, daf die Berechnung von 
€ nach Gleichung (27a), welche für hinreichend kleine Dampf- 
drucke ohne weiteres auf den festen Aggregatzustand zu übertragen 
ist, für den festen Zustand ähnliche Werte ergiebt, wie Tabelle 8 
lehrt; darin ist für Jod die Verdampfungswärme aus den Dampf- 
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drucken, für die andern beiden Substanzen durch Addition der 
molekularen Schmelzwärme zur wie oben berechneten Verdampfungs- 
wärme gefunden. 


Tabelle 8. 


Substanz T, 


Benzol 273 ,03: 10550 | 24,6 
Wasser 273 ; 12110 9,0 
Jod 374 ï 13940 13,7 


Leider liegt genügendes Beobachtungsmaterial, um Gleichung 
(27a) auf den festen oder flüssigen Zustand anwenden zu kônnen, 
für immerhin nur wenige Substanzen vor. Nun liefert aber 
die wohl recht wahrscheinliche Annahme, das die in Figur 1 ge- 
zeichneten Kurven bis zu beliebig hohen Werten der Abscisse 


(7- 1) ohne gegenseitiges Schneiden!) verlaufen, ein Mittel an 


die Hand, um für alle Substanzen, für welche wir von jenen 
Kurven auch nur einen Punkt zeichnen kônnen, durch eine Art 
Interpolation die Werte von C zu bestimmen. Dies Verfahren 
vereinfacht sich sehr erheblich durch die auffällige Tatsache, daf 
die Werte von C sich um so grôfer ergeben, je stärker die Kurve 
der betreffenden Substanz gegen die Abscisse geneigt ist. Die 
folgende Täbelle zeigt dies in deutlicher Weise; neben den Werten 
von C sind die Werte von a verzeichnet, wie sie sich im Sinne 
der Gleichung (16) für die verschiedenen Substanzen ergeben, und 
zwar sind die Werte von u entsprechend Werten von 5 = = 1,2D 
bis 1,40 gewählt. Es schien am Richtigsten, sich hier auf den 
anfänglichen Verlauf der Kurven zu beschränken, für den offen- 
bar Formel (16) am genauesten zutrifit. 

Für diejenigen Substanzen, für welche sich ( anscheinend 
einigermaBen zuverlässig bestimmen lief (am unsichersten sind 
offenbar die Werte für Stickstoff und Sauerstoff) ergiebt sich an- 
nähernd 


1) In nächster Nähe des kritischen Punktes, vielleicht nur in Folge von 
Beobachtungsfehlern, kreuzen sich die Kurven allerdings zuweilen. 


22 W. Nernst, 


Tabelle 9. È 
HE CE DE DCS 


2,4 Aether 3,56 | 3,0 
2,6 | Chloroform | 4,07 | 2,9 
NHs |3,28 | 3,0 | Benzol 8,15 | 2,85 


3,0 Wasser 3,6 3,3 

CS: | 3,26 | 2,75 | Alkohol 448 | 3,7 
Tabelle 10 enthält die nach Gleichung (29) berechneten Werte 
von C für eine grôfere Anzahl von Substanzen, die wir als die 
zur Zeit wabrscheinlichsten im Folgenden bei der Berechnung 
chemischer Gleichgewichte benutzen wollen. 


Tabelle 10. 
H2 2,2 HCI 3,0 NE: 3,3 Benzol 8,1 
CH 2,5 NO ca. 3,7 H20 8,7 Alkohol 4,1 
N2 2,6 N20 8,8 CC 8,1 Aether 3,3 
O2 2,8 HS 3,0 CHCk 3,2 Aceton 3,7 
CO 3,6 SO: 3,3 Propylacetat 3,8 


CL 3,0 CO: 3,2 
Je 4,0 CS: 3,1 

Aus obigen Zahlen ist zu schliefen, daB für nicht associierende 
Substanzen C ziemlich regelmäfig mit dem Siedepunkt steigt, so- 
da man darnach ziemlich sicher auch für andere Stoffe C wird 
interpolieren kônnen; associierende Substanzen (Wasser, Alkohol, 
Aceton, wahrscheinlich NO, vielleicht auch CO) haben merklich 
hôhere Werte, als ihrem Siedepunkt entsprechen würde. 

Vermutlich wird es durch systematisch angestellte Beob- 
achtungen, insbesondere durch Ausdehnung der Messungen von 
Dampfdrucken bis zu môglichst niederen Temperaturen und ferner 
durch die Bestimmung spezifischer Wärmen innerhalb weiter Inter- 
valle gelingen, die Integrationskonstante oder, wie man sie wohl 
auch passend bezeichnen kann, ,ychemische Konstante“ C für 
reine Substanzen hinreichend genau zu bestimmen; bisher ist mir 
allerdings trotz zahlloser, zum Teil äuferst mühevoller Rechnungen 
doch nur eine mehr provisorische und jedenfalls der weiteren 
Prüfung dringend bedürftige Lôsung der Frage geglückt. Ebenso 
ist die Annahme (S. 12), daB «a, für alle Atome den gleichen Wert 
von 1,5 besitzt, wenn auch der Wahrheit vielleicht nahekommend, 
doch nur eine provisorische. 
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8. Berechnung des chemischen Gleichgewichts in 
homogenen gasfôrmigen Systemen. 


Zur Berechnung des Gleichgewichts in einem gasfôrmigen 
System haben wir die Gleichung (7) und (14) entwickelt, die wir 
zusammenfassen 
Q, , Zva Zvp . 

RT Lepat Litres T + Zi. 
Führen wir, ähnlich wie S. 8 geschehen, anstatt der Konzen- 
trationen die Partialdrucke ein und setzen 


(80) log K — 


? "x p fsrue 
6 ge 
so wird 
, uv Zv(a+ R) Zvp : 


Beachten wir ferner, daB nach (18b) 

Zv(a+R) — ZvC = Zv3,b 
ist und setzen nach (27) | 
it+inR 


C= Sa 
so wird schlieBlich 
Ta Re À ZvB 7 Y 
(32) log K' = — ZAB7IT + Z1,7blog T+-—>— 2,571 T+ZC. 


Zur Bestimmung der GrôBe B benutzen wir Gleichungen (6) 
und (18b), wonach wird 
TE C2 T6 == 3,5 + a, + 27T,B, 
wenn C, die Molekularwärme bei einer beliebigen Temperatur T, 
bedeutet, oder 


indem nach (13) 
Zva, = 0 


ist. SchlieBlich sei noch daran erinnert, daf, wenn wir mit Q’ 
die Wärmetônung der betreffenden Reaktion bei konstantem Druck 
bezeichnen, daB dann 
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(34) | Q'—= Q,+2r38bT+BT° 


wird. Um eine einigermafen sichere Prüfung unserer Gleichungen 
an der Erfahrung zu ermôglichen, dürfen nur gut untersuchte 
Gleichgewichte benutzt werden, für welche aufer den thermo- 
chemischen Daten auch die spezifischen Wärmen und die Werte 
von C bekannt sind. Die Zahl dieser Beiïspiele ist nicht grof 
und ich sah mich fast ausschlieflich auf Messungen angewiesen, 
die in den letzten Jahren von mir oder meinen Schülern aus- 
geführt worden sind. Es sind dies die Reaktionen 


1. 2H: +0: — 2H0 
2 2CO+-Oe —= 2C0: 
8. N2 +O:s — 2N0 


4 Hs: +Ck — 2HCI 
die im Nachfolgenden zunächst besprochen werden mügen. 


1. Dissociation des Wasserdampfes. Wir setzen 
hier 
für H20 c, — 8,02, für H: und Os c, — 6,9 bei T — 450° 
ferner 
Q° = 116000 für T —:873; 


somit wird 
Q' — 114600 + 8,5 T + 0,0006 T° 
und 
ke  - +1,78 log T + 0,00013 T— 0,2 
(ZC = 4,4+2,8-—7,4 — —0,2). Bedeutet x den (sehr kleinen) 
Dissociationsgrad bei 1 Atm., so wird 
12 x? 
Ron 
oder 
250 
8 logx = — _. +1,75 log 7 + 0,00013 T +0,1. 


In folgender Tabelle befinden sich neben den von v. Warten- 
berg und mir') beobachteten die nach obiger Gleichung berech- 


neten Temperaturen, die dem danebenstehenden Dissociationsgrade 
entsprechen. 


1) Gôtt. Nachr. 1905, Heft 1. 
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100 x T beob. T' ber. 
0,0189 1480 1473 
0,181 1802 1760 


2. Dissoziation der Kohlensäure. Wir setzen hier 
für CO: C, — 10,05, für CO und Os C, — 6,9 bei T = 473, 
ferner 

Q' — 136000 für 7 — 290; 


somit wird 
Q' — 135300 + 3,5 T — 0,0030 7° 
und 
log K' = — _. + 1,76 log T— 0,00066 T+ 3,6 
(C = 7,2—2,8—6,4 — 3,6) und genau wie beim Wasserdampf 
lee EE +1,75 log T — 0,00066 T + 3,9. 


Den Grad der Uebereinstimmung zwischen Rechnung und 
Versuch zeigt folgende Tabelle, die die von v. Wartenberg 
und mir’) gefundenen Werte enthält: 


100 x T' beob. T ber. 
0,00419 1300 1369 
0,029 1478 1552 


Für Zimmertemperatur (1 — 290) liefern die obigen Formeln 


für H20 100x = 107%"! 
für CO: 100x = 107 


während sich aus den Messungen von v. Wartenberg und mir 
(1. c.) mit Hülfe des zweiten Wärmesatzes 


für H20O 100x = 10*°* 
fürs. COst 1007 107" 


berechnet. Die Zahlen stimmen sehr gut überein; wahrscheinlich 
sind die rein thermochemisch berechneten Werte bei niederen 
Temperaturen sogar genauer. 

8) Bildung des Stickoxyds. Wir setzen hier mit 
Strecker°) 


1) Gütt. Nachr. 1905, Heft 1. 
2) Wied. Ann. 17 102 (1882). 
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fr M and 0, Ce = 140 für NO ce — 1,39 
und ferner : 
Q = 43200 für T = 290; 
somit wird 
Q' — 43200 + 0,0004 T° . 
und 
log &' = — 97 + 0,00008 7 + 2,0 


(EC = 74-26-28 — 2,0). 


Die folgende Tabelle enthält die von mir’) früher gefundenen 
Werte neben den aus obiger Formel berechneten; bedeutet x den 
Bruchteil Stickoxyd, der sich bei der betreffenden Temperatur 
aus atmosphärischer Luft bildet, so wird 


2 


ie CTRE PTE 
) 9 ? 2 
zx T beob.  T' ber. 
0,0037 1825 1624 
0,01 2905 1898 


Die Uebereinstimmung zwischen Beobachtung und Rechnung 
ist nur annähernd; doch mu betont werden, daB die Dampf- 
spannungskurve des Stickoxyds offenbar mit Unsicherheiten be- 
haftet ist, wie auch Travers (1. c. S. 275) betont, ,daf die von 
Olszsewski erhaltenen Werte der Dampfdrucke des Stickoxyds 
gewissermafen befremdend seien“. In der That verläuft die Kurve 
für Stickoxyd, aufgetragen nach dem in Figur 1 benutzten Schema, 
offenbar ganz unregelmäfiig und man kann daraus nur schliefen, 
daB sie steiler als für Sauerstoff und Stickstoff ansteigt und da 
duher diese Substanz einen merklich hôheren Wert von C besitzen 
mu, als jene Gase. Würden wir z. B. anstatt 3,7 den Wert 8,4 
für C einführen, so würde sich in obiger Tabelle anstatt 1898 
eine Temperatur von 2162 für x = U,01 ergeben. Eine Revision 
der Dampfdruckwerte des Stickoxyds erscheint wünschenswert 
und wäre wegen des auffallenden Verhaltens dieser Substanz 
(vergl. $S. 22) auch an sich von Interesse, 

4) Bildung von Chlorwasserstoff. Die specifischen 
Wärmen von Wasserstoff und Chlorwasserstoff sind einander prak- 


1) Gôtt. Nachr. 1904, Ileft 4. 


über die Berechnung chemischer Gleichgewichte aus thermischen Messungen. 97 


tisch gleich; die specifische Wärme des Chlors hingegen ist merk- 
ich hôher (Strecker 1. c.). Man kann aber wohl vermuten, daf es 
sich bei der specifischen Wärme des Chlors um Unregelmähig- 
keiten handelt, die bei sehr kleinen Drucken verschwinden. Da 
es sich bei der folgenden Berechnung (Dissociation des Chlor- 
wasserstoffs bei Zimmertemperatur) um ungeheuer kleine Drucke 
handelt, so wollen wir, umsomehr als es sich in jedem Falle nur 
um eine kleine Korrektion handelt, 


EC, =8— 


setzen. Da die Bildungswärme des Chlorwasserstoffs 22000 be- 
trägt, so wird 


ts  . 44000 
log À = log x master 6,0 
oder 
log x = Dear 


darin bedeutet x wiederum den (sehr kleinen) Dissociationsgrad. 
Nun sind von Dolezalek') sehr sorgfältig die elektromoto- 

rischen Kräfte der Chlorknallgaskette gemessen worden und nach 

bekannten Formeln berechnet sich ihre elektromotorische Kraft 


worin » den Partialdruck des Wasserstoffs und des Chlors an den 
Electroden und x den Partialdruck der Salzsäure über der be- 
nutzten Lüsung bedeutet. In der erwähnten Arbeit findet sich 
der Nachweis, daB die elektromotorischen Kräfte im Sinne obiger 
Formel von dem Partialdrucke der Salzsäure abhängig sind; es 
genügt daher einen Wert zu berechnen und zwar setzen wir, dem 
Versuch mit einer sechsfach normalen Salzsäure entsprechend, 


æ —= 0,52 mm, » —= 750 mm. 
Da die Versuchstemperatur 30° betrug, so wird 


750 4813 ) 


e 00601 [log + Te +04) = 1,168 Volt, 


wihrend Dolezalek den Wert 1,160 Volt angiebt. lie Ueberein- 
stimmung ist vorzüglich und dies Beispiel zeigt zugleich, wie un- 
sere Theorie die Frage nach der Berechnung clektromotorischer 


1) Zeitschrift f. physik. Chem. 26 534 (1898). 
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Kräfte aus Wärmetônungen beantwortet. Die Berechnung nach 
Helmholtz-Thomson, wonach die chemische Energie einfach 
gleich der elektrischen gesetzt wird, liefert bekanntlich in diesem 
Falle viel zu hohe Werte (ca. 1,4 Volt). 

Die obigen Beispiele lehren, daf wir ohne merklichen Fehler 
einerseits 


Q = Q, 


setzen und andererseits, wenigstens bei nicht zu hohen Tempera- 
turen, das mit 7 multiplizierte Glied vernachlässigen dürfen. Die 
numerische Berechnung vereinfacht sich dadurch sebr erheblich: 
als Beispiel betrachten wir die von Haber und van Oordt! 
untersuchte 

b. Bildung des Ammoniaks, über dessen specifische Wärme 
wir nur ungenau orientiert sind. Die Bildungswärme des Ammo- 
niaks beträgt pro Mol 12000 Cal. und es wird daher, wenn wir 
mit Haber ein äquivalentes Gemenge von Wasserstoff und Stick- 
stoff bei Atmosphärendruck ins Auge fassen und mit x den (kleinen) 
Partialdruck des gebildeten Ammoniaks bezeichnen 


3 0,75°.0,25 24000 
log KX' — nr ere = TT A EN CR AN EEE 6,6 
oder 
1og- 25 = PS +1,75 log T+ 1,8; 


hieraus berechnet sich z. B., daf einem Werte von x = 1,2.10* 
eine absolute Temperatur von 893 entspricht, während Haber 1293 
dafür bestimmt bat. Jedenfalls lehrt also auch die angenäherte 
Formel, da8 Ammoniak, obwohl es sich unter beträchtlicher Wärme- 
entwicklung bildet, doch schon bei relativ niedrigen Temperaturen 
fast vôllig dissociiert ist. Mafgebend ist dafür das Glied 1,75 log 7, 
welches in erster Linie die Wärmetônung oder richtiger das Glied 


_. überkompensiert. 

Ueberhaupt môchte ich betonen, daf meines Erachtens die 
überzeugende Kraft unseres Fundamentaltheorems nicht allein 
lediglich in der numerischen Uebereinstimmung der beobachteten 
und berechneten Gleichgewichte zu suchen ist, obwohl dieselbe, 
wie die obigen Beispiele zeigen dürften, in der That in die Augen 
springt. Wichtiger scheint mir der Umstand, daf der allgemeine 
Charakter der Beziehungen zwischen chemischer Energie und 


1) Haber I. c. $S. 185. 
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Wärme durch die Formeln, welche aus dem Fundamentaltheorem 
flieBfen, sich nach langem Suchen in harmonischer Einfachheit zu 
enthüllen scheint. Die numerische Auswertung der Coefficienten 
von log T und 7 und ferner der Zahlenwert von C ist, wie schon 
ôfters betont, der weiteren Nachprüfung bedürftig; an dem Bau 
der Formeln und damit an der Natur der Beziehung zwischen 
Wärmeentwicklung und chemischer Affinität würde sich durch 
eine genauere numerische Bestimmung aber nichts Wesentliches 
ändern. 


4. Heterogene Systeme. 


Wie ich schon früher gezeigt habe!), läft sich die Behand- 
lung heterogener Systeme auf diejenige eines homogenen Systems 
und auf die Frage des Gleichgewichts der Verdampfung oder der 
Sublimation zurückführen. Betrachten wir also etwa eine Reaktion 
nach dem Schema 


39) na+v, A,+v,A,+:.. = v,Ai+..., 


worin a eine Molekülgattung bedeutet, die in reinem (festem oder 
flüssigem) Zustande mit der Gasphase koexistiert, so gilt für letz- 
tere, wie oben (S. 23), die Gleichung 


Zv (a + R) 1 
aipoenT 


; 2. Zv = 
In À Le PET +2)(+m A = 0 


Andererseits liefert die mit # multiplizierte Gleichung (22) für 
die Koexistenz zwischen gesättigtem Dampf und Bodenkôrper 


nl, _n(a+ 
RTS R 


In p° + 


2),, Rte I-n(i+ln À) = 0; 


wenn wir die beiden obigen Gleichungen von einander subtra- 
hieren, so fällt aus dem ersten, dritten und fünften Gliede alles 
auf den Bodenkürper bezügliche heraus. Das zweite Glied wird, 
wie früher, Wärmetônung der Reaktion (35), dividiert durch 7, 
und für die Beréchnung des mit 7 multiplizierten Gliedes folgt 
schlieBlich, ähnlich wie oben, Gl. (33) 


e+ Zv C,— Zv 3,5 
21, 4 


wenn c die Molekularwärme der Molekülgattung a im condensierten 
Zustande bei einer Temperatur 7, bedeutet. Selbstverständlich 


1) Theoret. Chem., LL. Buch Kap. 3. 
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gelten dieselben Gleichungen, wenn beliebig viele Bodenkôrper in 
festem oder flüssigem, jedoch reinem Zustande koexistieren; dann 
wird allgemein, analog (31) 


à Rd LE ZnB,+ZvB ,. ; 

darin bedeutet also Q, die Wärmetônung der betreffenden Reak- 

tion und es wird 

37) E(n8, + v8) = OR no 
0 


während bei der Berechnung der übrigen Glieder lediglich die 
Molekülgattungen À, die nicht zugleich als Bodenkôürper vorhanden 
sind, zu berücksichtigen sind. Beispiele, auf welche Gleichung (36) 
anwendbar ist, giebt es in sehr grofer Anzahl; die Berechnung 
von B ist allerdings mangels genauer Daten über die specifische 
Wärme nur in wenigen Fällen müglich. 

1. Dissociation der Metallchlorid-Ammoniakver- 
bindungen. Bei Forcrand! findet sich eine Zusammenstellung 
der Wärmetônungen, bestimmt bei Zimmertemperatur und bezogen auf 
konstanten Druck, und der absoluten Temperaturen, bei denen die 
Spannung den Atmosphärendruck erreicht; wir entnehmen der 
Tabelle jede dritte Zahl: 


Qaal TT £ 

Zn C1, + 6NH, 11000 332 33,13 

Ca CI, + 4NH, 10290 315 32,66 

2Ag CI + 3NH, 11580 341 33,96 

Pd CI, + 4NH, 15560 483 32,22 

LiCI+2NH, 11600 367 31,61 

Cu CI, + 6NH, 11150 363 30,72 
Der Ausdruck - ist ziemlich gut konstant und zwar findet dies 
Forcrand bei allen untersuchten Ammoniakverbindungen be- 
stätigt. Es ist dies eine an die Trouton’sche Regel erinnernde 
GesetzmäBigkeit; freilich dürfte im Sinne der nachfolgenden Be- 
trachtungen die Konstanz des Coefficienten auch hier nur auf ein 

gewisses Temperaturenintervall beschränkt sein. 

Um Gleichung (36) darauf anzuwenden, setzen wir nach Kopp 
für die Molekularwärme des festen Chlorammoniums 20,0; für die- 


1) Ann. de chimie et de phys. [7] XXVIII (1903) S. 545. 
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jenige der festen Salzsäure berechnet sich 8,6, sodaB für festes 
Ammoniak 11,4 übrig bleibt. Setzen wir für die Molekularwärme 
des gasfôrmigen Ammoniaks, nach Gleichung (18b) 9,5, so wird 


Q — Q,+ 3,5 T— 0,009 T° 


und ferner 
NE UT —_ 1,75 log T — 0,002 T + 3,8, 
woraus sich für den Coefficienten . berechnet, indem wir p = 1 
setzen: 
Less 0009 PT + (1,75 log T — 0,002 T+ 3,3)4,871. 


Der rechtsstehende Ausdruck liefert für T — 290 den Wert 
383,2, für T — 358 den Wert 32,9. Wir erkennen also, da in der 
That £ innerhalb eines ziemlich weiten Temperaturintervalls, 
der empirischen Regel von Le Chatelier-Forcrand ent- 
sprechend, konstant sein mu und zwar stimmtder von uns theo- 
retisch berechnete Wert vollständig mit dem Mittelwert der Zahlen 
von Forcrand, nämlich 32,33 bei einer mittleren Temperatur 
von 358 überein. 

Allgemein liefert unsere Theorie als Näherungsformel für den 
Dissociationsdruck », indem wir wie oben die Dissociationswärme 
pro Mol bei konstantem Druck und Zimmertemperatur mit Q’ be- 
zeichnen, 


Q 
gp = TT at 


Da nun die Werte von C in der Nähe von 3,0 liegen, wird unab- 
hängig von der Natur der betreffenden Substanz der Ausdruck 


= 297 für T= 100 
Se Ne Te "600 


” 


M B6B =, 2 Ti==, 600 
—137,1 ©, 0 T = 1000. 


Man erkennt deutlichhieraus die RegelvonLeChatelier-Forcrand, 


wonach der Wert des Ausdruckes Ês für die verschiedensten Gase 


in der Gegend von 33 liegt, jedoch mit dem Unterschiede, da 
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der bisher rein empirische Coefficient ca. 33 eine einfache Bedeu- 
tung gewonnen hat und daf die Gültigkeit der Regel auf ein 
mittleres, allerdings ziemlich weites Temperaturintervall be- 
schränkt wird. Für Calciumkarbonat beträgt der Quotient denn 
auch, im Widerspruch mit obiger Regel und im Einklang mit un- 
serer Theorie 38,6 (s. w. u.). 

2. Dissociation des Ammoniumhydrosulfids. Wir 
berechnen hier die Molekularwärme dieser Substanz nach Kopp 
für T — 300 zu 19,1 und setzen andererseits die Molekularwärme 
von Ammoniak 9,5, von Schwefelwasserstoff 8,6. Die Dissociations- 
wärme bei konstantem Druck beträgt für Zimmertemperatur 
22800, sodaB wir erhalten 


Q' — 21900 + 7,0 T — 0,013 7°. 
Bezeichnen wir mit P den Dissociationsdruck, so wird 


3 log K = log à == ,76 log T'— 0,0014 T + 3,15; 
bei T — 298,1 wird der Dissociationsdruck 0,661 Atm.; aus obiger 
Gleichung berechnet sich dafür die Temperatur 318. Rechnen wir 


mit der Näherungsgleichung 


P 11400 
log rar 7 + L78 log T +3,15, 


so berechnet sich eine Temperatur von 312. Da die Bestimmung 
des Coefficienten von 7, wie schon ôfters erwähnt, ziemlich un- 
sicher ist und da die in der Handhabung sehr viel bequemere 
Näherungsformel, die wir aus Gleichung (36) erhalten, indem wir 


Q, = Q' und Z{(nf,+vB) — 
setzen, nur wenig verschiedene Werte liefeft, so wollen wir die 
folgenden Beispiele danach berechnen. 


8. Dissociation des Calciumcarbonats. Der Disso- 
ciationsdruck » der Kohlensäure folgt hier 


42500 à 
logp = — 267 T'es, 
für p — 1 berechnet sich daraus eine Temperatur von 1091, 


während Le Chatelier 1100 und neuerdings Brill!) 1098 fand. 
4, Dampfspannung von Natriumphosphat. Frowein‘) 
findet für die Dampfspannung des Salzes Na, HPO, + 12H,0 bei 


1) Zeiïtschr. f. anorg. Chem. 45 (1905) 275. 
2) Zeitschr. f. physik. Chem. 1 S. 362 (1867). 
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T = 283,8 die Dampfspannung zu 0,00842 Atm.; die Hydra- 
tationswärme ist, in Uebereinstimmung mit den calorimetrischen 
Werten, berechnet aus der Aenderung der Dampfspannung mit 
der Temperatur 2244 und die Dissociationswärme 2244 + 10586 
— 12830. Es wird also 


12830 
logp — — EN La à en RL 


woraus sich für den obigen Druck eine Temperatur von 279° (an- 
statt 284) berechnet. Da auf dem Gebiete der Dissociation kristall- 
wasserhaltiger Salze sehr viele und genaue Messungen vorliegen, 
so würde eine Untersuchung der specifischen Wärmen der in Be- 
tracht kommenden Salze behufs Prüfung der genaueren Formel 
(36) sehr erwünscht sein. 


5. Bestimmung der Stabilität chemischer Verbindungen. 


Die Frage, ob bei gegebenen Versuchsbedingungen eine chemi- 
sche Verbindung sich in merklichen Beträgen bilden kann, ist 
identisch mit derjenigen nach ïihrer Stabilität. Diese Frage läfit 
sich aus den hier abgeleiteten Formeln mit Hülfe der Wärme- 
tônungen beantworten; da nun in der Regel bei bestimmten Ver- 
suchsbedingungen die chemischen Verbindungen entweder sehr 
stabil oder sehr instabil sind, indem, zumal bei niedrigen Tempe- 
raturen, bekanntlich chemische Gleichgewichte, bei denen sämt- 
liche Komponenten in merklichen Konzentrationen koexistieren, 
immerhin zu den Ausnahmen gehôüren, so werden unsere Formeln 
selbst in der angenäherten Form meist eine hinreichend bestimmte 
Antwort geben kônnen. Wir sahen oben schon, daf z.B. Ammoniak, 
das unter Volumverdoppelung bei konstantem Druck dissociiert, 
trotz seiner nicht unbeträchtlichen Verbindungswärme schon bei 
mäBig gesteigerten Temperaturen instabil ist. Ozon mu, weil es 
eine negative Bildungswärme besitzt und ebenfails unter Volum- 
zunahme dissociiert, bei niederen Temperaturen gänzlich instabil 
sein und erst bei sehr hohen Temperaturen in merklicher Menge 
neben gewühnlichem Sauerstoff koexistieren kônnen. Die Halogen- 
wasserstoffsäuren dissociieren ohne Volumänderung; hier entspricht 
demgemäf einer merklichen Bildungswärme auch, wenigstens bei 
niederen Temperaturen, eine weitgehende Stabilität (HCI, HBr); 
Jodwasserstoff hingegen, das sich aus seinen Komponenten im (xas- 
zustande ohne merkliche Wärmetônung bildet, gelangt schon bei 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1906. Heft 1. 3 


D x 
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niederen Temperaturen in das Gebiet eines ausgesprochenen Gleich- 
gewichts. — Offenbar liegt die Aufgabe vor, die gesamte Chemie 
vom Standpunkte der Thermochemie neu zu bearbeiten. 

Mancherlei Aufschlüsse dürften insbesondere auf dem Gebiete 
der Kohlenstoffverbindungen zu erwarten sein, woselbst die Stabi- 
litätsfragen bekanntlich bisher fast gänzlich im Dunkel sich be- 
fanden. Da Dank der Bestimmungen der Verbrennungswärme die 
Thermochemie der organischen Verbindungen sehr genau bekannt 
ist, so scheint eine eingehende Untersuchung der Stabilitätsfragen 
ermôglicht. 

Um nur einige Beispiele zu erwähnen, so sei darauf aufmerk- 
sam gemacht, da die Bildung gasfôrmigen Aethylacetats und 
Wassers aus Alkoholdampf und Essigsäuredampf ohne erhebliche 
Wärmetônung erfolgt. Es muB sich daher, da die Reaktion ohne 
Volumänderung vor sich geht, analog wie beim Jodwasserstoff 
ein Gleichgewicht herstellen, an welchem sämtliche Komponenten 
in merklichen Konzentrationen teilnehmen. Da die Dampfspan- 
nungen der vier Substanzen nicht gar zu sebr verschieden sind, 
so müssen wir dies Gleichgewicht auch im flüssigen Gemische 
wiederfinden; dies ist aber bekanntlich der klassische, von Ber- 
thelot untersuchte Fall eines chemischen Gleichgewichts. 

Für die Bildung von Acetylen aus Kohle und Wasserstoff 
erbalten wir die Gleichung 


[ET 11610 
(a) log [C,H,] es Tr 08, 
für diejenige des Benzols entsprechend 
LPS T0 
(b) log Car + 3,5 log T + 3,5. 


Erst bei sebr hohen Temperaturen nimmt in Gleichung (a) die 
rechte Seite den Wert z. B. 8,0 an, d.h., erst dann wird neben 
Wasserstoff von Atmosphärendruck 0,1 Volumprozent Acetylen 
beständig. Dies entspricht offenbar der bekannten Bildung von 
Acetylen, wenn ein Kobhlenlichtbogen in einer Wasserstoffatmo- 
sphäre erzeugt wird. Benzoldampf besitzt hingegen neben Wasser- 
stoff und festem Kohlenstoff überhaupt ,keine merkliche Existenz- 
berechtigung“. 

Maltiplizieren wir Gleichung (a) mit 3 und subtrahieren da- 
von (b), so wird 

[C,H,] __ 31100 


log (CH aan 8,5 log 1'— 5,9; 
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diese Gleichang lebrt in Uebereinstimmung mit der Erfahrung, 
daB Acetylen, extrem hohe Temperaturen ausgenommen, zu Benzol 
sich zu polymerisieren vermag. 

Gerade das s0 überaus reichhaltige Gebiet des Gleichgewichts 
von Kohlenstoff, Wasserstoff und den verschiedenen Kohlenwasser- 
stoffen dürfte ein reiches Anwendungsgebiet unserer Theorie zu 
liefern geeignet sein. 


6. Sublimationsgleichgewicht. 
Für die Dampfdrackkurve eines festen Kürpers fanden wir 
früber die Gleichungen 


np — + En Se T+i+lne2, 


Da bei gewôhnlichen Temperaturen die Molekularwärmen des 
Dampfes und des festen Kôrpers nicht sehr verschieden sind, s0 
kônnen wir als Näherungsgleichung aufstellen 


logp — Sie ser + Log T+C, 


worin À die Sublimationswärme bei gewühnlichen Temperaturen 
bedeutet. Dann wird, genau wie S. 31 für Temperaturen von 
800—500° und für p — 1 Atm. 


7 83-26; 

dies ist aber nichts anderes als die von Forcrand (1. c.) mit vielen 
Beispielen belegte Regel, wonach obiger Quotient ca. 33 beträgt!), 
wenn man für T diejenige Temperatur einführt, für welche der 
Sublimationsdruck gleich dem Atmosphärendruck wird. Wir er- 
kennen aber zugleich, da die Gültigkeit dieser Regel, ähnlich 
wie oben, an ein gewisses Temperaturintervall gebunden und 
ferner auf Substanzen beschränkt ist, die nicht etwa abnorm 
groBe oder abnorm kleine Werte von C besitzen. 


1) Forcrand findet mehrfach kleinere Werte (28—30), doch ist zu berück- 
sichtigen, daB er meistens die Sublimationswärme aus der Summe von Verdam- 
pfungswärme beim Siedepunkt und Schmelzwärme beim Schmelzpunkt berechnet 
und für 27’ die Siedetemperatur einfuhrt, wodurch notwendig kleinere Werte als 
- resultieren müssen. 

3% 
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7. Schmelzpunkt und Umwandlungspunkt. 
Wir fanden früher für die Dampfdruckkurve einer Flüssigkeit 


Mn Cher (um rie 

(38) hp=-L5t R nT+ 2 T+i+Inek, 
und für diejenige eines festen Kôrpers 

(89) np = +4 pps HT R: 
der Schnittpunkt beider Kurven, d.h. die Bedingung 

A — À 
40) q= 
Bo — 0 


liefert den Schmelzpunkt. 
Nan ist ferner 


A=1,+85T+(8—8,)1, 1 = 4+8,5T+(8— 8) 1" 


oder, wenn wir mit 6 die Schmelzwärme beim Schmelzpunkt be- 
zeichnen 

(4) G=h—-1—= k—A+(B—B)T 
und somit wird aus (40) und (41) 


7 FER 
Ferner ist (vergl. Gl. 6a) 
QG = a+ T; GG = a+BpT,, 


worin c, und ©; die Molekularwärme beim Schmelzpunkt bezeichnen, 
und somit erhalten wir schlieflich 


(43) LE ace 


Es muB also, da 6 stets —0, die specifische Wärme der 
Flüssigkeit bei allen Temperaturen grôBer als diejenige des festen 
Kôrpers sein, z. B. auch beim Schmelzpunkt, auf welch letzteren 
Fall Tammann') schon hingewiesen hat. Auch die Gleichung (43) 

1) Krystallisicren und Schmelzen, Leipzig 1903. S. 42ff. — Es sei hier auch 
noch hervorgehoben, daB erst durch Tammanns Forschungen die Berechtigung 
erwicsen erscheint, die Dampfspannungskurven von flüssigen bez. amorphen 
Kôrpern bis zum biutes Nullpunkt zu verlängern. 
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hat Tammann bereits empirisch aufgestellt. Sie stimmt in ein- 
zelnen Fällen ziemlich gut (vergl. die Tabelle bei Tammann S$. 45), 
scheint aber in anderen vüllig zu versagen. Offenbar müssen eben 
die hüheren Glieder mit T° etc. in Gleichung (38) berücksichtigt 
werden. Tammann zog aus Gl. (43) den gewif naheliegenden 
Schluf, daB beim absoluten Nullpunkt häufig die Schmelzwärme 
verschwindet; wir finden hingegen (vergl. 40 und 42) 
Mk = à 

In ganz ähnlicher Weise bekommen wir für den Dampfdruck 

zweier verschiedener Modifikationen einer Substanz die Gleichungen 


Ve HAS Dour B—B 
(44) Inp' — RT*t hT+-—5-T+C, 
bn R B— pe ; 
(45) Inp PR dons RO Wl+ 2 -T+C; 


die Bedingung 
Inp’ = Inp” 


liefert auch hier den Punkt, woselbst die beiden Modificationen im 
Gleichgewichte sich befinden. Da in der Regel die Umwandlungs- 
wärmen klein sind, so fallen die specifischen Wärmen umsomehr 
ins Gewicht und ich môchte daher, z. B. was die interessante 
Frage der Umwandlungspunkte der verschiedenen Modifikationen 
des Kohlenstoffs anlangt, erst dann die Benutzung obiger bez. 
durch die hôheren Glieder erweiterter Formeln für zulässig 
halten, wenn genauere Bestimmungen über den Verlauf der speci- 
fischen Wärme, besonders auch bei sehr niedrigen Temperaturen, 
vorliegen werden. Selbst der Satz, dafi die bei hôherer Tempe- 
ratur stabile Modifikation bei allen Temperaturen die grôfere 
specifische Wärme besitzt, der sich aus den Gleichungen (38) und 
(89) bez. (44) und (45) ergiebt, kann durch die Glieder mit hôheren 
Potenzen von T' in Frage gestellt werden. 

Für eine beliebige Reaktion zwischen lauter festen oder 
flüssigen Substanzen folgt schliefilich nach $. 6 und 7 


(46) Q — Q, +81", A = Q,—BT 
und somit für die Umwandlungstemperatur 
ps = %. 


1 b 
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8. Die physikalischen Gemische. 


Ich erwähnte schon oben, daB das in dieser Abhandlung auf- 
gestellte Wärmetheorem keineswegs ausschliefilich auf die chemi- 
schen Verbindungen beschränkt ist; es ist z. B. auch ohne wei- 
teres auf die physikalischen Gemische verschiedener Substanzen 
zu übertragen. Ohne hier auf Einzelheiten eingehen zu wollen, 
sei der allgemeine Gang der Ueberlegungen, die hier anzustellen 
sein dürften, angedeutet. 

Bilden wir aus zwei Flüssigkeiten ein drittes homogenes Ge- 
misch, und bezeichnen wir die Dampfdrucke der beiden reinen 
Flüssigkeiten mit p, und »,, diejenigen im Gemisch mit x, und z, 
und bezeichnen wir ferner die Mischungswärme eines Gemisches 
aus xæ-Molen der ersten und y-Molen der zweiten Substanz mit 
F(x,y), so liefert unser Fundamentaltheorem für kleine Werthe 
von Z' sofort die Gleichung 


rio = CN Erin EU 
7 Ôx 02 0y 


1 2 


Die weitere Behandlung dieser Gleichungen führt dann leicht zur 
allgemeinen Lôsung der Aufgabe, die Dampfdrucke x, und x, eines 
Gemisches aus den Werten von C und 1, für die einzelnen Be- 
standteile und aus der Mischungswärme zu berechnen. 

Da Gl. (46) ohne Weiteres auf diesen Fall anwendbar ist, 
so folgt als einfache Bedingung einer ,idealen concentrierten 
Lôüsung“ 

B = 0, 


die für die Wasser-Schwefelsäuregemische in der That zutrifft!). 

Die Bedingung ferner, daB zwei Gemische der gleichen Kompo- 
nenten, aber von verschiedener Zusammensetzung, dieselben Dampf- 
drucke liefern, führt zur Theorie der gegenseitigen Lôslichkeit 
zweier Flüssigkeiten. Der Schnittpunkt der Dampfdruckkurve der 
einen Komponente eines Gemisches mit der Dampfdruckkurve der- 
selben Komponente im krystallisierten Zustande liefert das Gleich- 
gewicht der Lôslichkeit. Der Fall, da8 eine Komponente im 
grofen UeberschuB vorhanden ist, fübrt dann zur Theorie der 
verdünnten Lôsungen und insbesondere der Verteilung einer Sub- 
stanz zwischen [ôsungsmittel und Gasraum oder auch zwischen 


1) Nernst, Wied. Ann. 53 (1894) S. G4. 
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zwei Lüsungsmitteln. In allen diesen Fällen sind die betreffenden 
Ersheinungen eindeutig bestimmt durch die chemischen Konstanten 
C der einzelnen Komponenten und durch die Wärmeerscheinungen 
bei einer einzigen Temperatur, die dann mit Hülfe der specifischen 
Wärmen für alle Temperaturen gegeben sind. 

In experimenteller Hinsicht wird also auch hier das Studium 
der specifischen Wärmen die dringlichste Aufgabe bilden. 


Fassen wir das Ergebnis unserer Betrachtungen zum Schluf 
kurz zusammen, so läBt sich sagen, daf das Endziel der Thermo- 
chemie, nämlich die exakte Berechnung chemischer Gleichgewichte 
aus Wärmetônungen, erreichbar erscheint, wenn man eine neue 
Hypothese zur Hülfe nimmt, nach welcher die Kurven der freien 
und der gesamten Energie chemischer Reaktionen zwischen lauter 
festen oder flüssigen Kôrpern sich beim absoluten Nullpunkt der 
Temperatur tangieren. 

Wenn eine exakte Prüfung der Formeln, zu welchen mun mit 
Hülfe obiger Hypothese gelangt, auch zur Zeit mangels hin- 
reichender Daten über die spezifische Wärme bei niedrigen Tempe- 
raturen nicht müglich ist, so haben doch schon die in dieser Ar- 
beit entwickelten Näherungsformeln sich in weitem Umfange an 
der Erfahrung prüfen lassen. Die Beziehungen zwischen Wärme 
und chemischer Affinität scheinen in den wesentlichsten Zügen 
klar gelegt zu sein. 


40 W. Nernst, über die Berechnung chemischer Gleichgewichte etc. 
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Ueber das Gleichgewicht der Sonnenatmosphäre 
Von 
K. Schwarzsehild. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 13. Januar 1906. 


1. Inhaltsübersicht. 

Die Sonnenoberfläche zeigt uns in Granulationen, Sonnenflecken 
und Protuberanzen wechselnde Zustände und stürmische Verän- 
derungen. Um die physikalischen Verhältnisse zu begreifen, unter 
denen diese Erscheinungen stehn, pflegt man in erster Annäherung 
den räumlichen und zeitlichen Wechsel durch einen mittleren sta- 
tionären Zustand, ein mechanisches Gleichgewicht der Sonnen- 
atmosphäre zu ersetzen. Im Vordergrunde der Betrachtung stand 
bisher allgemein das sog. adiabatische Gleichgewicht, wie es in 
unsrer Atmosphäre herrscht, wenn sie von auf- und absteigenden 
Strômungen gründlich durchmischt ist. Ich môchte hier auf eine 
andere Art des Gleichgewichts aufmerksam machen, welche man als 
Strahlungsgleichgewicht“ bezeichnen kann. Strahlungsgleich- 
gewicht wird sich in einer stark strahlenden und absorbierenden 
Atmosphäre einstellen, in welcher die durchmischende Wirkung 
auf- und absteigender Strôme gegenüber dem Wärmeaustausch durch 
Strahlung zurücktritt. Ob für die Sonne mehr das adiabatische 
oder das Strahlungsgleichgewicht gilt, wäre aus allgemeinen 
Gründen schwer zu entscheiden. Indessen giebt es Beobachtungs- 
daten, welche ein gewisses Urteil ermôüglichen. Die Sonnenscheibe 
ist nicht gleichmässig hell, sondern vom Centrum nach dem Rande 
zu abgetôünt. Aus dieser Helligkeitsverteilung auf der Oberfläche 
lässt sich unter plausibeln Annahmen zurückschliessen auf die 
Temperaturverteilung in der Tiefe. Das Resultat ist, daf das 
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Gleichgewicht der Sonnenatmosphäre im Grossen und Ganzen dem 
Strahlungsgleichgewicht entspricht, 

Die Ueberlegungen, die zu diesem Resultat führen, setzen vor- 
aus, daB das Kirchhoff’sche Gesetz gilt oder — in andern Worten 
— daf die Strahlung der Sonnenatmosphäre reine Temperatur- 
strahlung ist. Sie setzen ferner voraus, da8 man beim Eindringen 
in den Sonnenkôrper einer kontinuierlichen Aenderung des Zu- 
standes begegnet und nicht aus einer ziemlich durchsichtigen Chro- 
mosphäre diskontinuierlich in eine aus leuchtenden Wolken ge- 
bildete undurchsichtige Photosphäre gerät. Vernachlässigt ist 
die Wirkung der Streuung des Lichts durch Beugung an den Teil- 
chen der Atmosphäre, auf deren Bedeutung Herr A. Schuster !) 
aufmerksam gemacht bat, ebenso ist die Refraction vernachlässigt, 
die H. v. Seeliger?) zur Erklärung der beobachteten Helligkeits- 
verteilung heranzieht. Auch wird die verschiedene Absorption 
verschiedener Wellenlängen, die Abnahme der Schwere mit der 
Hôhe und die kugelf‘rmige Ausbreitung der Strahlung nicht be- 
rücksichtigt. Die ganze Betrachtung kann daher keines- 
wegs als abschliessend oder zwingend gelten, doch 
mag sie weiteren Spekulationen einen Anhalt geben, 
indem sie einen einfachen Gedanken zunächst in 
einfachster Form ausführt. 


2. Verschiedene Arten des Gleichgewichts. 

Man bezeichne den Druck mit p, die absolute Temperatur (in 
Centesimalgraden) mit t, die Dichte mit 9, das Molekulargewicht 
(im Vergleich zum Wasserstoffatom) mit M, die Schwere mit 4, 
die Tiefe in der Atmosphäre (von einem beliebigen Anfangspunkt 
nach innen gerechnet) mit Die Einheiten entnehme man den 
Verhältnissen, die an der Erdoberfläche bestehn, wähle also als 
Einheit von p die Atmosphäre, als Einheit von @ die Dichte der 
Luft bei 273° absoluter Temperatur unter dem Druck einer At- 
mosphäre, als Einheit von g die Schwere auf der Erdoberfläche 
und als Einheit von 4 die Hôhe der sog. ,homogenen Atmosphäre“, 
welche 8 km beträgt. 


Es gilt dann für ein ideales Gas die Beziehung: 


(1) ot 1 R = 0.106 


1) Astrophysical Journal, 1905. Bd. 21. pag. 1. 
2) Sitzungsberichte der Münchener Akad, d. Wiss., Math.-phys. Classe. 1891. 
Bd. 21. pag. 264. 
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und die Bedingung mechanischen Gleichgewichts der Atmosphäre 
lautet : 


(2) dp = opgdh. 
Die Elimination von @ aus (1) und (2) ergiebt: 


(3) = Tan 


a) Isothermes Gleichgewicht. Zur allgemeinen Or- 
ientierung betrachte man isothermes Gleichgewicht, setze { als kon- 
stant voraus. Es folgt dann: 


(4) 


| 
> 
! 
| 
| 
Ie 


Pres Pi € ; Qe — Qc 


Die Schwere g ist auf der Sonne 27.7 mal grôfer, als auf 
der Erde, die Temperatur (rund 6000!°) etwa 20 mal hôher. Es 
folgt also für ein Gas vom Molekulargewicht der Luft etwa die- 
selbe räumliche Druckverteilung, wie für Luft auf der Erde. 
Rechnet man genauer, so findet man eine Zunahme von Druck 
und Dichte auf das 10-fache für ein Gas vom Molekulargewicht 
der Luft (28.9) auf je 14.7 km, für Wasserstoff auf je 212 km. Da 
725 km auf der Sonne einem Winkelwert von einer Bogensekunde 
von der Erde aus gesehn entsprechen, so ist klar, daf die Sonne 
vôllig scharf begrenzt aussebn muf. 


b) Adiabatisches Gleichgewicht. Wenn eine Gas- 
masse sich adiabatisch ausdehnt, so gelten die Poisson’schen Be- 
ziehungen : 


L FE Jetel 
Po 007  _\t 

wobei », und @, irgend welche zusammengehôürige Ausgangswerte 
bezeichnen. Die GrôüBe k, das Verhältnis der spezifischen Wärme, 
ist für ein 1-atomiges Gas gleich b/3, für ein 2-atomiges gleich 
7/5, für ein dreiatomiges 4/3, und nimmt für mehratomige Gase 
bis auf 1 ab. Das Gleichgewicht einer Atmosphäre heïft adiaba- 
tisch, wenn an jeder Stelle die Temperatur herrscht, welche eine 
von unten aufsteigende, sich adiabatisch abkühlende Gasmasse an 
dieser Stelle annehmen würde, wenn also innerhalb der ganzen 
Atmosphäre die Gleichungen (6) erfüllt sind. Es folgt dann aus 
(3) durch Einsetzen von (5) und Integration: 
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(6) t—t, = T R (h—h;). 


Die Temperatur ändert sich linear mit der Hôhe. Der Tem- 
peraturgradient berechnet sich für die Erdatmosphäre zu 1° auf je 
100 m, für die Sonne wird er 27,7 mal grôBer als auf der Erde. 
Die Temperaturzunahme um einen Grad erfolgt dort also für Luft 
auf je 3,63 m, für Wasserstoff auf je 52m. Die Atmosphäre hat 
eine bestimmte äuBere Grenze ( = @g —= p — 0). Die Tiefe einer 
Schicht von 6000° Temperatur unter der äuBeren Grenze beträgt 
auf der Sonne für Luft 22 km, für Wasserstoff 300 km. 


c) Strahlungsgleichgewicht. Wenn man sich vor- 
stellt, da die äuferen Teile der Sonne einen kontinuierlichen 
Uebergang zu immer heïferen und dichteren Gasmassen bilden, so 
kann man nicht unterscheiden zwischen strahlenden und absor- 
bierenden Schichten, sondern hat jede Schicht gleichzeitig als ab- 
sorbierend und strahlend anzusehn. Wir wissen, da ein mäch- 
tiger Energiestrom, aus unbekannten Quellen im Sonneninnern 
entspringend, die Sonnenatmosphäre durchsetzt und in den Aufen- 
raum dringt. Welche Temperatur würden beim Fehlen durch- 
mischender Bewegungen die einzelnen Schichten der Sonnen- 
atmosphäre annehmen müssen, damit sie einen solchen Energie- 
strom ohne weitere eigene Temperaturänderung stationär befôrdern ? 

Man nehme an, jede Hôhenschicht dk der Sonnenatmosphäre 
absorbiere den Bruchteil ad} der hindurchgehenden Strahlung. 
Ist E die Emission eines schwarzen Kôrpers von der Temperatur 
dieser Hôhenschicht und nimmt man das Kirchhoff’sche Gesetz 
als gültig an, so folgt, daf diese Hôhenschicht die Energie E.adh 
nach jeder Seite ausstrahlt. 

Man betrachte jetzt die Strahlungsenergie À, die durch die 
Sonnenatmosphäre an irgend einer Stelle nach aufen wandert, 
und die Strahlungsenergie B, die (infolge der Strahlung der weiter 
auBen liegenden Schichten) nach innen wandert. 

Man verfolge zunächst die nach innen wandernde Energie B. 
Geht man um eine unendlich dünne Schicht dk nach innen, so geht 
von der von aufen kommenden Energie B der Bruchteil B.adh 
verloren, auf der anderen Seite kommt durch die nach der einen 
Seite gehende Eigenstrahlung der Schicht dh der Betrag aEdh 
binzu, es ergiebt sich also im Ganzen: 


dB 
(7) Tr = a(Ë—B). 
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Vüllig analog folgt für die nach aufen gehende Strahlung : 


(8) mn ULE A) 


Indem man sich das Absorptionsvermôgen « als Funktion der 
Tiefe k gegeben denkt, bilde man die über der Tiefe L liegende 
»optische Masse“ der Atmosphäre: 


(9) M f'ada. 
Dann lauten die Differentialgleichungen : 
d B dA 


Wir fragen nach einem stationären Zustand der Temperaturver- 
teilung. Derselbe ist bedingt durch die Forderung, daf jede 
Schicht ebensoviel Energie empfängt, als ausstrahlt, daB also gilt: 


aA+a.B=2ukE, A+B —2E. 


Führt man dieser Bedingung entsprechend die HülfsgrôBe y 
ein durch: 
A = E+y,. B = E-7y, 
so gehn die Differentialgleichungen durch Addition und Subtrak- 
tion über in: 


und integriert : 
y =. const, . E = E, + ym, 
A = E,+y(i+m), BB = E,+y(m—1). 
Die Integrationskonstanten Æ, und y wurden dadurch bestimmt, 
da an der Aufengrenze der Atmosphäre (»7 — 0) keine nach 
innen wandernde Energie B vorhanden ist und die nach aufen 
wandernde Energie den zu beobachtenden Betrag À, hat. Es muh 
also für m = 0: 
EN MUI GE MELLE 


sein. Hiermit ergiebt sich das Resultat: 


A 
(11) Et = (nr), 4e D @+w), Das go". 


Es läBft sich also nur unter Voraussetzung des 
Kirchhoff’schen Gesetzes die Abhängigkeit der Strah- 
lung E von der über der betreffenden Stelle lie- 
genden optischen Masse ableiten. 


D) 
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Will man die Verteilung von Druck und Dichte, die bei 
Strahlungsgleichgewicht herrscht, kennen lernen, so hat man im 
Grunde eine detailliertere Untersuchung nôtig, welche die Strah- 
lung in den einzelnen Wellenlängen betrachtet. Es genüge hier 
für eine erste Uebersicht die Annahme, da der Absorptions- 
koeffizient unabhängig von der Farbe und der Dichte pro- 
portional sei: 


(12) a = pk 
(k eine Constante). Dann folgt: 
k 
13 = fadh= L.lodh = —.p. 
(13) m = fa [ed EP 


Die Strahlung Æ des schwarzen Kôrpers ist nach dem Stefan- 
schen Gesetz: 


E = c.t* (c eme Constante). 
Setzt man für die nach aufen gelangende Energie À,: 
À, = C.7, 


so ist T das, was man gewôhnlich als (effektive) Temperatur der 
Sonne angiebt. Es ist rund T — 6000°. Für Strahlungsgleich- 
gewicht gilt dann nach (11): 


ant k 
(14) = ÿTfi+el 
Unter Einführung der an der äuferen Grenze der Atmosphäre 
herrschenden Temperatur (= ) kann man dafür auch schreiben: 
4 4 k 
(14a) Y [1 +5]. 


Geht man hiermit in (3) ein, so erhält man: 


t 
—— 1 
M t At dt t 14 
(15) 9h == ee. == r|4s +log . " = Bart =] + const 
T 


Diese Gleichung giebt die Temperatur als Funktion der Tiefe. 
Die zugehôrige Dichte folgt aus: 


(16) ee Em voa ft 


ie Ft ni Hkamtt 
Das nachstehende Täfelchen giebt die Werte, die aus (11), (16) 
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und (16) folgen, wenn man die Sonnenatmosphäre aus unserer 
Luft bestehen läft. Für den Absorptionskoeffizienten der Luft 
hat man etwa À — 0,6 anzusetzen. Aus der Effektivtemperatur 
T — 6000° folgt für die Temperatur der äuBeren Grenze 
t — b050® Die Tiefe À ist von einer Stelle an gerechnet, an 
welcher die Temperatur das 1!/fache dieser Grenztemperatur be- 
trägt. Damit sind die Grundlagen der Rechnung gegeben. 


Tiefe h t | m o 


Um die entsprechende Tabelle für eine Atmosphäre aus Wasser- 
stoff zu erhalten, hätte man die Tiefe k mit 14,4 zu multiplizieren, 
die Dichte o einerseits durch 14,4 zu dividieren, andrerseits mit 
einem Faktor zu multiplizieren, der angiebt, um wie viel dieselbe 
Masse Wasserstoff durchsichtiger ist, als Luft. Die beiden Spalten 
t und » blieben unverändert. 

Man erkennt, daB sich das Strahlungsgleichgewicht mit der 
Erhebung über die Sonne mehr und mehr dem isothermen Gleich- 
gewicht, welches der Grenztemperatur rt entspricht, nähert und, 
daB es, wie dieses, theoretisch eine unendliche Erstreckung der 
Atmosphäre zur Folge hat. 


3. Stabilität des Strahlungsgleichgewichts. 

Von besonderem Interesse ist ein Vergleich des Temperatur- 
gradienten bei Strahlungs- und bei adiabatischem Gleichgewicht. 
Ist nämlich der Temperaturgradient kleiner als bei adiabatischem 
Gleichgewicht, so gerät eine aufsteigende Luftmasse in Schichten, 
welche wärmer und dünner sind, als sie selbst ankommt, sie er- 
fährt daher einen Druck nach unten. Ebenso erfährt dann eine 
absteigende Luftmasse einen Druck nach oben. Ein Gleichgewicht 
mit kleinerem Temperaturgradienten, als das adiabatische, ist daher 
stabil, umgekehrt eines mit grôfierem Temperaturgradienten in- 
stabil. 
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Für adiabatisches Gleichgewicht gilt nach (6): 
US PSY 
AR ERA 
für Strahlungsgleichgewicht nach (15): 
dsl -ul ( A Le My. 


dh 4 Josh 
Stabilitätsbedingung ist also: 
(2 k—1 
(17) 1 — de 4 T 


welche für k = 1/; immer erfüllt ist. 


Das Strahlungsgleichgewicht ist demnach überall 
stabil, so lange das Gas, welches die Atmosphäre bil- 
det, ein-, zwei-oder dreiatomig ist. Für mehratomige 
Gase würde in tieferen Schichten (von hôherer Tem- 
peratur té) Instabilität eintreten. 

Es wird daher hier die Vorstellung nahe gelegt, daf eine 
äufere Schale der Sonnenatmosphäre sich in stabilem Strablungs- 
gleichgewicht befindet, während sich vielleicht in der Tiefe eine 
dem adiabatischen Gleichgewicht angenäherte Zone auf- und ab- 
steigender Strôme erstreckt, die dann zugleich die Entnahme der 
Energie aus ihren eigentlichen Quellen besorgen wird. 


4. Helligkeitsverteilung auf der Sonnenscheibe. 

Jeder Temperaturverteilung längs der Vertikalen in der 
Sonnenatmosphäre entspricht bei unseren Annahmen eine bestimmte 
Verteilung der Helligkeit auf der Sonnenscheibe. 

Wir hatten früher die Gesamtenergie À betrachtet, die durch 
die Sonnenatmosphäre nach aufBen wandert, ohne die einzelnen 
Bestandteile zu trennen, welche unter verschiedenen Neigungen 
gegen die Vertikale laufen, und wir hatten den Absorptions- 
koeffizienten für die Gesamtenergie mit a bezeichnet. Dieses « 
giebt einen Durchschnittswert aus den für alle môglichen Nei- 
gungen gültigen Absorptionskoeffizienten. 

Wir wollen jetzt die in einer bestimmten Richtung wandernde 
Strahlung isoliert betrachten und mit F(i) grade die Strahlung 
bezeichnen, die sich unter dem Winkel à gegen die Vertikale be- 
wegt. Es bezeichne « den Absorptionskoeffizienten für Strahlung, 


welche die Afmosphäre normal durchsetzt. Dann ist offenbar 
cos À 
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der Absorptionskoeffizient für unter dem Winkel à verlaufende 
Strahlang. Man erhält daher für F in vülliger Analogie zu (8) 
die Differentialgleichung : 


dr œ 
Us dh cosi CEE) 
oder: 
ar 1 
CEE re: 
wenn man die Abkürzung: 
h 
(19) se jh «dh 
= œo 


einführt. Die Integration ergiebt für die aus der Atmosphäre 
austretende Strahlung: 


ao . 
(20) F(:) = f Ee E**"duseci. 
0 


Es läft sich also F(i) berechnen, sobald man die Temperaturver- 
teilung längs der Vertikalen und damit E als Funktion von w 
kennt. 

Nun hängt aber w mit der früher eingeführten optischen Masse 
m zusammen. Man betrachte die Gesamtstrahlung, die auf ein 
horizontales Flächenelement ds innerhalb der Atmosphäre von 
unten auffällt. Dieselbe wird gegeben durch das Integral über 
die aus allen môglichen Richtungen eintreffende Strahlung : 


12 
= 2xas [” di sin à cos à F(i). 
0 


Die Absorption, welche diese Strahlung innerhalb der Schicht dh 
erleidet, wird sein: 


adh 
cos ? 


12 
Hi 2xàs [” di sin i cos à F(i): 
0 


7/2 
_ 2xdsadh f disini F(). 
0 


Der früher verwandte Absorptionskoeffizient für die Gesamt- 
energie a war definiert durch die Beziehung: 
dJ 
oh — adh. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1906. Heft 1. 4 
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Die Vergleichung mit den vorstehenden Formeln ergiebt : 


2 
1 disini F(i) 
Ke 


2 
JE di sin à cos à F(i) 


0 


QG = 


Wenn F(i) für kleine Neigungen c einigermafen konstant ist 
und sich erst für ? in der Nähe von 90° rascher ändert — wie 
das bei der Sonne nach den unten folgenden empirischen Ergeb- 
nissen der Fall ist — so erhält man eine Näherung für a, indem 
man F(i) überhaupt als unabhängig von à betrachtet, und zwar 
folgt dann durch Ausführung der Integrale : 


(21) à =;-20:. 


Von dieser Beziehung wollen wir Gebrauch machen. Es ergiebt. 
sich aus (9) und (19): 


und damit statt (20): 
co — — sec? 

(22) F(i) = J FPE D sec i. 
0 


Es ist also nunmehr F(i) bekannt, sobald Æ als Funktion der 
optischen Masse m gegeben ist. Die Funktion F(i) liefert aber 
auch sofort die Helligkeitsverteilung auf der Sonnenscheibe. Denn 
die Strahlung, die wir auf der Sonnenscheibe im scheinbaren Ab- 
stand r vom Centrum der Scheibe beobachten, hat offenbar die 
Sonnenatmosphäre unter einem Winkel à durchsetzt, der durch die 
Gleichung bestimmt wird: 
us r 

(23) sin je 
Hierbei bezeichnet Æ den scheinbaren Sonnenradius. Die Verbin- 
dung von (22) und (23) liefert zu jedem r die zugehôrige Hellig- 
keit F. 

Sebr übersichtlich wird der Zusammenhang zwischen der 
Strablungsverteilung in der Tiefe E und der Helligkeïtsverteilung 
auf der Oberfläche F, wenn sich ÆE in eine Potenzreihe nach m 
entwickeln läft: 


(24) E = B,+mp,+m8,+.. 


4h x 
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Dann folgt nämlich sofort aus (22): 
25) F—6,+2:1!l B,cosi+4.2! B$,cos'i+... 
Läft sich E als eine Summe gebrochener Potenzen von "» darstellen: 
(26) E= XZ B,.m?", 
so folgt für F': 
@7) F = DT) 8, @cos i)", 
wo T° die I-Funktion bedeutet. Auch hier ist der Uebergang von 
E zu F also noch einfach zu bewerkstelligen. 

Wir wollen insbesondere betrachten, wie sich die Helligkeits- 


verteïilung bei adiabatischem und bei Strahlungsgleichgewicht stellt. 
Für Strahlungsgleichgewicht gilt nach (11): 


A 
E = (+). 
Daraus folgt nach (24) und (265): 
F() = Le (1+2 cos i) 


oder, wenn man die Helligkeit im Centram der Sonnenscheibe 
(à — 0) als Einheit nimmt: 

1+20cosi 

CR 


Für adiabatisches Gleichgewicht galt die Be- 
ziehung (6): 


(28) F(i) = 


k — 1 
t=-(2) E 
CL 
Wenn wir ferner, wie oben, die Absorption für alle Farben gleich 


und der Dichte proportional voraussetzen, so besteht zwischen p 
und » der Zusammenhang (13): 


se, 
5: 


Damit erhält man für E: 
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wobei c, und c, neue Konstante bedeuten. Der zugehôrige Aus- 
druck vom F wird nach (26) und (27): 


F(i) = .,r[4@ 2) (cos à) 


oder, wenn man wieder die centrale Helligkeit als Einheit wählt: 
k—1 
4, ——— 
(29) F(i) = (cos i) k 


Die Formeln (28) und (29) sind mit der Beobach- 
tung zu vergleichen. Aufer den hier nicht in Frage kom- 
menden spektral-photometrischen Untersuchungen für einzelne 
Farbengebiete giebt es eine Reïhe von Messungen, die mit Ther- 
mosäulen und Bolometer angestellt sind und die angeben, wie 
sich die von allen Wellenlängen zugleich égelieferte Gesamt- 
strahlong über die Sonnenscheibe verteilt. Herr G. Müller hat 
diese Messungen in seiner ,Photometrie der Gestirne“ pag. 323 
zusammengestellt und zu den Mittelwerten vereinigt, die in der 
zweiten Spalte des unten folgenden Täfelchens angegeben sind. 
Die theoretischen Werte für Strahlungsgleichgewicht und adiaba- 
tisches Gleichgewicht nach den Formeln (28) und (29) sind da- 
neben gesetzt. Für das adiabatische Gleichgewicht ist 4 — ‘/s 
gesetzt, was einem 3-atomigen Gase entspricht. Ein- oder zwei- 
atomige Gase würden eine noch schlechtere Uebereinstimmung 
geben und die physikalische Wabrscheinlichkeit spricht gewis 
gegen mehr als 3-atomige Gase in den äuferen Teilen der Sonnen- 
atmosphäre. 


Strablungs- 
| gleichgew. |Gleichgew. 
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Man sieht, daf das Strahlungsgleichgewicht die 
Helligkeitsverteilung auf der Sonnenscheibe so gut 
darstellt, als bei den vereinfachten Voraussetzungen, 
unter denen hier gerechnet worden ist, erwartet 
werden kann, daf das adiabatische Gleichgewicht 
hingegen ein ganz anderes Aussehn der Sonnen- 
scheibe zur Folge hätte. Damit hat die Einführung des 
Strahlungsgleichgewichts eine gewisse empirische Rechtfertigung 
gefunden. 


Die Zahl und die Dimension der Geschmacksknospen 
der Papilla vallata des Menschen in den verschiedenen 
Lebensaltern. 


Von 
Friedrich Heiderich. 


(Aus dem anatomischen Institut zu Gôttingen.) 
Vorgelegt in der Sitzung am 3. Februar 1906 von Fr. Merkel. 


Nachdem für das Sehorgan von Merkel und Orr (1) fest- 
gestellt worden ist, daB die Stelle des deutlichsten Sehens in der 
 Ausbildung dem übrigen Teile der Netzhaut von einer sebr frühen 
Zeit an vorauseilt, und daf bei der Geburt die Fovea centralis 
von der Mitte des Sehnerveneintritts ebensoweit, wie beim Er- 
wachsenen entfernt ist, ,also ein Wachstum zwischen diesen beiden 
Punkten im späteren Leben nicht mehr stattfindet“, nachdem fer- 
ner durch die Untersuchungen von Retzius und von Sieben- 
mann (2) für das Gehôrorgan festgestellt worden ist, ,daB wesent- 
liche Unterschiede im feineren histologischen Bau des inneren Ohres 
in den verschiedenen Perioden des extrauterinen Lebens fehlen“, 
und aus der Betrachtung der Korrosionspräparate des inneren 
‘Ohres hervorgeht, da die Grôfe desselben beim Neugeborenen 
fast genau die gleiche ist wie beim Erwachsenen, und endlich Mer- 
kels Untersuchungen (3) die frühzeitige Vollendung des Wachstums 
auch der Lamina cribrosa gelehrt haben, lag es nahe, auch für 
das Geschmacksorgan Untersuchungen über seine Ausbildung in 
den verschiedenen Lebensaltern anzustellen. 

Hier liegen nun die Verhältnisse insofern etwas ungünstiger, 
als die Endapparate des Geschmacksorganes auf einen ungleich 
grôBeren Raum verteilt sind, und es hierdurch fast zur Unmôglich- 
keit wird, ihre Gesamtzahl zu bestimmen. Da aber in den Wall- 


Friedrich Heiderich, die Zahl und die Dimensionen etc. bb 


papillen der Zunge die Geschmacksknospen in grôferer Anzahl 
vorkommen und gerade die Wallpapillen leicht zu untersuchende 
und auch vergleichbare Gebilde sind, dürfte es unbedenklich 
sein, die für diese gewonnenen Resultate als für das ganze Ge- 
schmacksorgan gültige anzusehen. . 

Genaue Zählungen der Geschmacksknospen an den Papillae 
vallatae des Menschen sind, soweit meine Kenntnis der Literatur 
reicht, bisher überhaupt noch nicht vorgenommen worden. Es 
bandelte sich bisher immer um Schätzungen, deren Resultate aufer- 
ordentlich weiït auseinander gehen. W. Krause (zit. nach Kal- 
lius (4) gibt die Zahl der Geschmacksknospen einer Papilla vallata 
auf 2500 an, während van Wyss (5) für eine Papille mittlerer 
GrôBe etwa 400 annimmt. Graberg (6), der sich eingehender mit 
dem Geschmacksorgan beschäftigt hat, schätzt die Gesamtzahl der 
in einer Papilla vallata des erwachsenen Menschen sich befindenden 
Geschmacksknospen auf ,hüchstens 100—1b0“, bemerkt aber, daf 
es ganz grofe individuelle Verschiedenheiten hinsichtlich der Zahl 
gibt, und daB die Gesamtzahl auf 50—40 heruntergehen kônne. 

Die grof$en Differenzen in den Angaben der verschiedenen 
Autoren machten es von vornherein nôtig, um zu einwandsfreien 
Resultaten zu kommen ein môglichst groBes Material zu unter- 
suchen. Es standen mir die Zungen von 41 Individuen zur Ver- 
fügang, von denen ich, da ich mich nur auf gut entwickelte Pa- 
pillen beschränkte, 111 Papillen gewann. Diese verteilten sich 
dem Alter nach folgendermafen : 

Neugeboren 1 Individ. 3 Papillen 


2 Tage 2 . 8 - 
1 Monat 1 ss 4 : 
6 Monate 1 à 4 : 
SEEN.» ls de 3 » 
9 ss 5 $ 14 < 
10 La 1 ” 1 , 
Lire DIEU» 4 lin 
1 Jahr 7 ; 16 = 
1 1] 4 » 3 ” () n” 
1 1, 2 n 1 ” 4 ” 
2  Jahre 2 , b z 
21/, » 4 ” 8 ” 
3 n 2 n 8 n 
4 n 1 n 2 n 
8 ; La en CARRE 
9 n CRE" 2 
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10 Jahre 1 Individ. 3 Papillen 
14, 1 ë 2 : 
TO 1 À 5) : 
EURE 2 ; 12 

Das Material stammt von pathologischen Sektionen, ist also 
für die feinere histologische Untersuchung nicht ganz einwandsfrei. 
Es wurde fixiert in Formal, Müllerformol und Zenkerscher 
Flüssigkeit. Die Papillen bettete ich in Paraffin ein (die geringe 
Schrumpfung, welche Paraffineinbettung mit sich bringt, war viel- 
fach der Untersuchung fôrderlich) und lief Serien in einer Schnitt- 
dicke von 10w schneiden. Als Schnittrichtung wäbhlte ich die 
Richtung senkrecht zur Längsaxe der Papille, da hierbei die 
Knospen meist längs getroffen wurden. (Gefärbt wurden die 
Schnitte mit Hämatoxylin und Orange. 

Ich zählte nun die in den Schnitten sichtbaren Geschmacks- 
knospen, und zwar alle ohne Ausnahme, mochten sie nun gerade 
in der Mitte getroffen oder nur eben angeschnitten sein. Da 
die Geschmacksknospen eine viel grôfere Dicke (im Mittel etwa 
40 u) als die Schnitte haben, kehrte natürlich ein und dieselbe 
Knospe in einer Anzahl aufeinander folgender Schnitte wieder, 
wurde also mehrfach gezählt. Diese relativen Zahlen erwiesen 
sich als nicht vergleichbar, denn einmal ist auch die Dicke der 
Knospen individuell sehr verschieden, zum andern aber war die 
Differenzierung in den Knospen einzelner junger Individuen oft 
nur wenig vorgeschritten, so daf es unmôüglich wurde, die äufer- 
sten Schnitte einer Knospe zu erkennen. So wurde es nôtig, zu 
versuchen für jede einzelne Papille die absolute Zahl der Knospen 
zu bestimmen. Hierfür sind zwei Wege môglich. Entweder man 
mift die Dicke der Knospen und berechnet daraus in wieviel Teile 
eine solche durch Schnitte einer bestimmten Dicke zerlegt werden 
muB. Ist z. B. die Knospe 40u dick und haben die Schnitte eine 
Dicke von 10 uw, so wird die Knospe in mindestens vier hôchstens 
fünf Teile zerlegt werden, vorausgesetzt daf die Schnittrichtung 
der Längsaxe der Knospen parallel ist. Hiernach müfte also 4,5 
der Divisor sein, durch den die durch Zählung gefundene Anzahl 
der Knospen dividiert werden muf, um die wirkliche Zahl der 
Knospen in einer Papille zu berechnen. Oder aber man bestimmt 
direkt am Präparat, an einer Reïhe, in mehreren aufeinander- 
folgenden Schnitten mit Sicherheit wieder aufzufindender Knospen 
durch wieviel Schnitte man jede einzelne verfolgen kann, und be- 
nutzt diese Zahl resp. den Mittelwert als Divisor. Der erste Weg 
erwies sich als sehr unzuverlässig, denn die äuBersten Schnitte 
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aufzufinden gelang auch bei gut differenzierten Knospen nur un- 
vollkommen. Wenn die Dicke der Knospen auch meist 40 uw betrug, 
so konnte doch hôchst selten eine Knospe in fünf Schnitten wieder- 
gefunden werden. Auferdem ist die oben erwähnte verschieden 
weit vorgeschrittene Differenzierung der Knospen eine sehr grofe 
und gar nicht zu beurteilende Fehlerquelle hierbei. Auch der 
zweite Weg ist nicht ganz einwandsfrei, da auch in ein und der- 
selben Papille Knospen verschiedener Dicke vorkommen; jedoch 
ist hier die Fehlerquelle bedeutend geringer. Ich benutzte deshalb 
zu meinen Untersuchungen den zweiten Weg. Um den durch dieses 
Verfahren bedingten Fehler môglichst zu reduzieren, stellte ich 
bei jeder Papille für mindestens 10 Knospen, waren nennenswerte 
Unterschiede vorhanden, für mindestens 20 Knospen und mehr die 
Anzahl der auffindbaren Teile fest, in die sie durch das Schneiden 
zerlegt wurden und benutzte die hieraus sich ergebende Mittel- 
zahl als Divisor. 

Die so gewonnenen Resultate sind in den beigefügten Tabellen 
zusammengestellt. Es sind in den Tabellen nur 92 Papillen ver- 
arbeitet. 19 der Serien waren lückenhaft und wurden deshalb 
nicht in die Tabellen aufgenommen, wenngleich sie zu den allge- 
meinen Resultaten mit herangezogen werden konnten. In den 
Tabellen sind die Papillen dem Alter nach geordnet. Die von 
ein und demselben Individuum stammenden Papillen folgen auf- 
einander und sind durch einen Abstand von denen des folgenden 
Individuums getrennt. In der ersten Spalte der Tabellen ist das 
Alter des Individuums, von dem die Papille stammt, eingetragen, 
in der zweiten und dritten Spalte findet sich die durch die Zählung 
festgestellte Anzahl der Knospenteile und zwar für Papille und 
Wall getrennt. Die vierte Spalte giebt den in der geschilderten 
Weise festgestellten Divisor an, die Spalten 5 und 6 bringen als 
Resultat die absolute Anzahl der Geschmacksknospen jeder Papille, 
und zwar wieder getrennt für Papille und Wall. Spalte 7 gibt 
die Anzahl der Schnitte in Papille und im Wall an, in denen sich 
Knospen vorfanden. Aus ïihr ist also die Hühe des Teiles der 
Papille, welcher Sinnesepithel trägt ersichtlich. In Spalte 8 sind 
die hôchsten Zahlen der Knospen in einem Schnitte angegeben. 
Aus Spalte 9 ersehen wir die kleinste und die grôfite Dicke, welche 
bei der Messung von mindestens 10 oft auch mehr (eschmacks- 
knospen einer Papille gefunden wurde, aus Spalte 10 die hieraus 
berechnete mittlere Dicke, und aus Spalte 11 die Länge der Knos- 
pen. Alle diese Mafie sind in w angegeben. In Spalte 12 endlich 
haben einzelne Bemerkungen Aufnahme gefunden. 
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Betrachten wir nun die Tabellen im einzelnen. Hier fallen 
vor allem die auBerordentlich grofen Ünterschiede in den Ergeb- 
nissen auf. So z. B. beträgt die hôchste Zahl der für eine Papille 
berechneten Geschmacksknospen 508 (Pap. No. 17), die geringste 
Zahl 33 (Pap. No. 24). Diese Unterschiede sind einmal individuelle. 
So tragen die von einem neun Monate alten Kinde stammenden 
Papillen No. 22—24 177, 95 und 33 Knospen, während die Papillen 
No. 25—27 eines gleichaltrigen Kindes 317, 275 und 306 Knospen, 
also die fast dreifache Zahl aufweisen. Aber auch die Papillen 
ein und derselben Zunge sind sehr verschieden stark mit Gre- 
schmacksknospen besetzt, wie u. a. aus dem Vergleich der Papillen 
No. 4 und 5 und No. 88 und 89 besonders deutlich zu ersehen ist. 
Die Unterschiede betragen hier 305 resp. 301. Die GrôBe der 
Papillen kommt hierbei nicht in dem Mafe zur Geltung, wie man 
annehmen sollte; oft waren die bestentwickelten Papillen gerade 
besonders arm an Geschmacksknospen. 

Diese grofen Schwankungen in der Zahl der Geschmacks- 
knospen, die auch Graberg konstatiert hat, erschweren natürlich 
die Lôsung der Frage ob hinsichtlich der Zahl Altersunterschiede 
bestehen ungemein. Aus den einzelnen Zahlen ist überhaupt kein 
 SchluB zu ziehen. Man mu vielmehr, um diese gro$en Unter- 
schiede einigermafen zu nivellieren, aus einer Anzahl von Einzel- 
zahlen gleichalteriger Papillen für jedes Alter den Mittelwert 
berechnen. Erst diese Mittelwerte sind mehr oder weniger ver- 
gleichbar. Leider standen mir trotz des verhältnismäfig grofen 
Materials nicht genügend gleichalterige Papillen zur Verfügung. 
Ich war also genôtigt, Papillen verschiedenen Alters zu diesen 
Berechnungen zu vereinigen, und zwar faBte ich die Papillen von 
Individuen im Alter von 0—11 Monaten (Tab. 1), von 1-3 Jahren 
(Tab. 2) und von 4—20 Jahren (Tab. 3) zu je einer Gruppe zu- 
sammen. Hierbei ergab sich als Mittelwert 

für die ersten 11 Monate 241 Geschmacksknospen für eine Papille 
für das Alter von 1—3 Jahren 242 
1 nt, ) » 4—20 » 269 » 2 EE) n 

Diese Zahlen sind, wie ja auch aus den grofen Schwankungen 
der Einzelresultate nicht anders zu erwarten war, nicht gleich; 
Jedoch ist der Unterschied von 28 resp. 27 so gering, da8 wir ihn 
als innerhalb der Fehlergrenze liegend vüllig auBer Acht lassen 
künnen, mithin zu der Annahme berechtigt sind, da die Pa- 
pillen verschiedenen Alters eine annähernd gleiche 
Anzahl von Geschmacksknospen besitzen. Wir sahen, 
daf Papillen mit ungewühnlich vielen (Pap. No. 10, 17, 33, 89, 90 


n ” » ” 
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u. (a. und solche mit ungewôühnlich wenigen Geschmacksknospen 
(Pap. No. 5, 16, 24, 47 u. a.) vorkommen. Auch diese verteilen 
sich annähernd gleichmäfig in den drei Gruppen: 

In Tab. 1 (32 Pap.) befinden sich 8 Papillen mit unter 200 Knospen 


17 s » 200—300 ÿ 
7 : » über 300 8 
» n 2(40Pap)) a cond ML : , unter 200 . 
20 , » 200—300 ; 
9 . » über 300 : 
7 179 (24 Pap.) “ PARLES . » unter 200 : 
15 - »  200—300 , 
5 : » über 300 se 


Rechnet man diese Werte, um sie vergleichen zu kônnen für 
jede Tabelle für die Zahl von 40 Papillen um, so ergeben sich für 
Tab. 1, Tab.2 und Tab. 3 


10 11 10 Papillen mit weniger als 200 Knospen, 
21 20 22 eÀ y 200—300 Knospen und 
9 9 8 : », mebr als 300 Knospen, 


eine recht bemerkenswerte Uebereinstimmung der drei Alters- 
gruppen, die das vorher gewonnene Resultat zu stützen sehr ge- 
eignet ist. Es bleibt nun noch übrig festzustellen, wie sich die 
Zahl der Geschmacksknospen innerhalb des ersten Lebensjahres 
verhält. Hierfür ist das mir zur Verfügung stehende Material 
(32 Papillen in Tab. 1) vielleicht etwas dürftig. Doch läft sich 
wenigstens daraus ersehen, daB auch bei der Geburt Mittelzahlen 
wie 230 in Papille No. 1 und 246 in Papille No. 2 vorkommen, 
und da auch sehr hohe Zahlen wie 385 in Papille No. 4 er- 
reicht werden. Eine nennenswerte Zunahme der Geschmacks- 
knospen dürfte also auch während der ersten Monate nach der 
Geburt nicht statthaben. Ich glaube daher auf Grund des vor- 
gelegten Materials zu dem Schlusse berechtigt zu sein, daf eine 
erhebliche Zunahme der Geschmacksknospen der Pa- 
pilla vallata und mithin wohl auch des gesamten Ge- 
schmacksorgans nach der Geburt nicht mehr erfolgt, 
daB also auch dieses Sinnesorgan bei der Geburt in 
seinen wesentlichen Teilen fertig ist. 

Ich habe in meiner bisherigen Betrachtung die in Spalte Ü 
der Tabellen aufgeführten Zahlen der Geschmacksknospen, die sich 
im Wall der betretfenden Papille vorfanden nicht erwäbnt. Dies 
geschah deshalb, weil diese Zahlen so aulerordentlich schwankend 
sind, daB es sicherlich zu ganz falschen Resultaten führen würde, 
wollte man sie irgendwie rechnerisch verwerten. Eine sehr grofe 
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Anzahl von Papillen, die eine normale oder sogar abnorm grofe 
Menge von Knospen tragen, entbehren diese im Wall vüllig. In 
andern Fällen aber trägt der Wall fast ebensoviel Knospen wie 
die Papille. Dañ Tab. 3 eine verhältnismäfig grofe Zahl gut 
besetzter Wälle aufweist, dürfte daher mehr dem Zufall als dem 
vorgeschrittenen Alter der in dieser Tabelle zusammengestellten 
Papillen zuzuschreiben sein; jedenfalls halte ich es für zu gewagt, 
hieraus auf eine Zunahme der Geschmacksknospen schliefen zu 
wollen. 

Wie verhält sich nun die Grôfe (Länge und Dicke) der (te- 
schmacksknospen mit zunehmendem Alter? Die Länge der Knos- 
pen ist ebenfalls individuell sebr verschieden; sie schwankt zwi- 
schen b4u und 80w. Altersunterschiede aber fanden sich auch 
hier nicht. Auch die Dicke der Knospen ist sehr variabel und 
zwar nicht nur individuell, wobei die äuBersten Grenzen in 20 uw 
und 8 uw gegeben sind, sondern auch innerhalb der einzelnen Pa- 
pillen, wo in einem Falle die Differenz 22 uw betrug. Berechnen 
wir auch für die Dicke den Mittelwert für jede der drei Alters- 
gruppen, so ergibt sich hier die bemerkenswerte Tatsache, daf 
die Dicke für das erste Lebensjahr nur 35 u beträgt, während für 
das Alter von 1—3 Jahren und das Alter von 4—20 Jahren die 
Knospen im Mittel 41 u dick sind. Hier haben wir also eine mit 
Sicherheit nachweïisbare Zunahme der Dicke mit zunehmendem 
Alter, die allerdings schon am Ende des ersten Lebensjahres, 
z. T. schon nach neun Monaten ïihr Ende erreicht, wie aus 
Spalte 10 der Tab. 1 direkt zu ersehen ist. Ob diese Dicken- 
zunahme nur einer Vermehrung der Stützelemente zuzuschreiben 
ist, oder auch die Geschmackszellen selbst zahlreicher werden, 
das lieB sich bei der Beschaffenheit meines Materials nicht fest- 
stellen. Ich erwähne nur, dafi die Differenzierung der Elemente 
der Geschmacksknospen in dieser Zeit noch nicht vollendet schien. 

Zum Schlusse entledige ich mich gern der angenehmen Pflicht, 
Herrn Geh.-Rat Merkel sowie Herrn Professor Kallius für 
die liebenswürdige Ueberlassung des Materials und das groBe In- 
teresse, das sie meiner Arbeit entgegenbrachten, bestens zu danken. 


die Zahl und die Dimensionen der Geschmacksknospen etc. 61 
Tabelle 1. 
1 21h. NE. Dr dsl daotitl dis où O6. de 8. 9, 10. | 11. 12. 
Resultate! 2 |2 &2 eo 
x ue [2 | 5 Me) 8 IBLES)  lBel | Bomer 
Rs |lÉ lag a) S (2864) S [ES] S | kungen 
AtlEtlé ae | à | s4) À [SAIS 
BW. IPN: um ue u 
1.| Neugeb. | 574] — | 2.5 |280| — |48 —| 12 — |24-—40| 31 | 72 
2.1 Neugeb. | 614] — | 2,5|246| — |48 —| 24 — |22-40| 29 | 72 
8.1 2 Tage | 1681110 | 2.5| 67| 44 |25 19| 14 9 |20 - 40! 28 | 60 
4.| 2 Tage | 895| 24 | 2.5 | 358 | 10 |43 10] 45 5 |22 — 40| 30 | 66 
5.| 2 Tage 122| 56 | 2.5| 491 22 81 19] 11 6 |22—40| 30 | 60 
6.| 1 Monat | 627| 23 | 2.6 241 9 136 9] 380 3 128—40| 35 | 72 
1 ITLLE 660| 28 | 2.6 1254] 11 137 7| 29 6 |28—40| 33 | 70 
L2 2 EE le 749| 19 | 2.61288| 7 |25 4] 86 9 |132—40| 36 | 70 
9.1 6 Monate| 937 8.8 |284| — 159 —| 83 -- |128-—40| 36 | 72 
10-1166; 1154 246 3.0 | 385 | 82 153 30] 42 15 |28—40| 36 | 72 
LEO ES 895| — | 2.991310! — 138 —| 49 — |32- 49| 856 | 72 
12707 860! — | 3.0|1287  — 136 —| 29 - |30— 40! 36 | 72 
13.107 : 1124] — | 3.01375| — 138 —| 31 — |34— 40) 38 | 76 
1417 860! 95 | 3.01 287 | 32 [43 —|29 9 |32—40| 36 | 72 
15.19 , | 339 — | 151226! — 154 | 13 -- |3240| 36 | 70 re 
16,1 Doi ! 74] — | 1,5] 50|--|26 —|24 — |30—40| 36 | 70 
17:1:9 4° 12701104 | 2.5 | 508 | 42 |49 32] 44 14 |22-—36| 98 | 54 
15:79, 737| — | 2.51295| — |40 —| 35 — |22-—40| 30 | 54 
19:79 9; 623| — | 3.01208| — 149 —]| 23 — |36—50| 40 | 60 
20.19 4% 875| — | 3.21973| — 137 —| 48 — 130—50| 42 |! 60 
21:00 752| 20 | 3.01251| 7 [36 9] 44 4 |82-50| 40 | 60 
22.| 9 - 353| — | 2.01177| — |89 —| 9 — |26-—834| 29 | 60 
25: | 9285 190! 31 | 2.0| 95| 16 181 14) 10 4 |24-—86| 29 | 60 
24.19 65! — | 2.0! 33] — 116 —| 7 — |22-—84| 28 | 60 
25.1 9 1046! — | 3.313171 — 152 —| 40 — |30—40| 36 | 60 
26.| 9 907| — | 3.31275| — 163 | 25 -—- |36-—46| 40 | 62 
27:19 4; 1134| — | 3.7|1306| — 197 —| 30 — |38—44| 41 | 62 | z. T. quer. 
28.110 7811140 | 3.0 | 260 | 47 [35 21] 45 13 |36—50| 43 | 56 | wenig diff. 
29.111, 536| — | 3.01179| — 156 —| 17 — |38—50| 43 | 68 
B0 1110 543| —- | 3.0|1181| — [32 —| 30 — |40 -50| 43 | 66 
SIL 595] — | 2.8|1213| — |41 —| 23 — |836—44| 42 | 70 
PAU OS 605] — | 8.01202} — 155 —| 22 — |38—44| 40 | 70 
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Tabelle 2. 
oo 
pb. sr) 2e. | Ne 8. 924! 10, 
Resultatel 2 |2 #42 2 
No. Alter A 8 Ë |(8zése|l © [88 
| .— . ol = = Oo & 5 à #4 # ,9 
gs Elsa s | 4 [8N°4| S LEA 
SE l|ARAE | à | sù| à À 
PuœW I PU, u u 
33. [1 Jahr 11276! -- | 301425 | — |62 —| 33 — |36— 42] 3 
F7 el 1e à 760 — | 3.012531 — [43 -|33 — |36—40| 38 
85. [1 , loss 45! 401271] 11 138 15] 60 7 |30—40| 38 
86. |1 , 563| — | 2.51225| — |37 _|95 — |24- 30) 30 
87. 1 , |1242| — | 401311] — 59 | 33 — |36-42| 40 
Se NE 519! 91301173| 346 3l11 4 [36-42] 40 
391)al1 , 967| — | 3.013221 — |57 —|34 — |38-42| 40 
b. 343 114 A9 RETOURS 
c. 280 93 sut ia 
40)al1 , 908! — | 3.219284 | — |36 —|33 — |38- 48] 44 
! 556 174 1m | 
alall , 299 3.2| 93 35 —|20 — |30—56| 43 
b. 868 271 ORNE pee 
42. 114, Jahr| 585! 61| 3.21182| 19 (45 14] 27 8 |38—48| 43 
43. V1}, , | 975l161| 3.2|305| 50 [43 34] 38 9 [30-44] 40 
44. li} 752| 155 | 3.0 1251 | 52 |49 32] 23 11 |30—42| 40 
45. |1} 1030l — | 3.01343| — 147 —| 44 -—- |36-_46! 40 
6. 117, , | 588l — | 201294! — |39 _|31 _ |2832| 30 
at 1 UM 60! 271 17, —| 19} 48e 440 
48. |, , |eisl 63! 3.01205 | 21 35 17136 6 |35-—44| 40 
49. 1}, : | 766 — | 301255| — |43 —|22 — |36 44) 40 
50. (2 Jahre | 938l 67! 3.51268| 16 l61 18127 5 |44-56| 48 
51.  , lois! — | 351289! — l52 | 40  |44- 55! 48 
5. bb , liusl 29351319] 8 l61 12] 36 40—52| 46 


53. |2 2? | 800! 43! 3.51229 | 12 152 16] 29 


4 
5 
54. |21/Jahre| 935] 108 | 8.6 | 260 | 29 154 922] 42 10 |38—46| 40 
55. |2:}, , 11196! 57] 3.6|331]| 16 [68 16| 39 6 |36—58| 42 


56. |2:, , |11342| 47] 4.0]336 | 12 |58 15] 38 4 |40—54| 44 
57. 121, \ 11065! 144] 4.0 | 266 | 36 155 20] 35 13 |38—49| 43 


| 
58. |21k , 789] 122 | 3.5 | 225 | 35 [32 22] 46 14 |38—44| 40 
59. |21L 512] 266 | 3.41 151] 78 138 33| 25 13 |38—46| 40 
60. 12! , 837| 199 | 3.5 |239| 57 [47 37] 35 10 |36—45| 40 
GITE, 769] 299 | 3.5 | 220 | 85 |71 66| 20 9 |38—46| 40 
62. 13 Jahre |1188| -— | 3.6 | 330 | — 42 —| 40 — |38—48| 40 
63. 152; 634] — | 3.61 180! — 138 —|25 — |34—48]| 39 
64 13  , 914! — | 3.51261| — |33 —| 30 — |36—46| 41 
65. 13 976| 168 | 3.5 | 279 | 48 [40 24) 53 15 |38—46| 40 
66. |3 , 691! — | 3.5|197| — 135 —| 39 — |38—48| 40 
67. |3 634| 181 | 3.7 | 144 | 50 |29 24] 41 16 |36—49| 39 
68. 3 1065| 336 | 4.01 266 | 84 [49 44] 54 18 |38—50| 42 


1) In einem Wall liegende aber gut entwickelte Papillen. 


42—56| 46 
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Tabelle 3. 


de 8. 9. 10.| 11 12. 
se |s_£8 8 © 
È = 28 © | Bemer- 
E EICRS- £ 58 & kungen 
LS. © N © Le A | :& 
CN SA LT = es 
PW: Ps um [0 

69.| 4 Jahre|1156| 152] 3.9 | 296| 39] 55 29] 37 13 132 - 46| 39 | 80 

7TO.| 4 , |1237| — | 4.013809! — | 63 —|49 — 138 50| 40 | 74 

pi RP » |11276| 378| 4.0 |319| 95| 54 41] 56 26 |40 - 50! 48 | 70 


8 

Riu 929| 330! 4.0 1232| 83| 62 47 
73.18 , 11314] 231| 40 |329| 58| 55 28 

9 


& N 
Oo 
Li 
Fe 
© 
Î 
[sl 
œ 
ë 
= 
© 


» 11197] 584] 4.0]1299 |146 | 44 44 


= 
[ep] 
© 
a 
© 
© 
| 
æ 
[ee] 
æ 
© 
= 
© 


75.110 , 1|1227| 429] 42 |292 |100 | 57 44] 40 22 |36—43| 40 | 80 


76.114 , 728| 218| 401181| 55| 48 34] 30 15 |38 —-43| 40 | 60 
77.114 , |1158| — | 401289 | — | 63 —|36 — |38- 44) 40 | 60 
805| 468| 4.2 1192 |111| 50 30) 26 25 |37—43| 40 | 60 


n 

: 771| — | 401193] — | 45 —| 42 — |36—43| 40 | 60 
» 11092! 544| 401273 |136| 50 49] 33 24 |137—42| 41 | 60 

81.116 , |1066| 791| 4.0 | 267 | 198| 60 59] 34 21 |36—42| 40 | 60 
» 11045) — | 401261! — | 46 —| 40 — |38—44| 40 | 60 
” 


1208! 309| 42 |288| 74! 50 40] 55 15 |38— 42| 40 | 60 


84.120 , (2060/1259) 7.51275 |167 | 91 88| 53 928 |[38—43| 41 | 75 meist 
85.20 , [1093 321] 401273| 80! 71 49] 39 17 |38—42] 40 | 75 | ( Ur: 
86.120 , |1096| 129| 401274] 82| 76 32] 30 9 [40—50| 44 | 80 


87.120 , | 594] 176| 4.0 149] 441] 39 19] 26 16 [38 -43| 40 | 68 

88.120 , | 577| 432] 4.0 |144|108| 55 48] 25 20 |[38—42| 40 | 68 

89.120 , |1779| 166| 4.0]445| 421110 53| 46 7 |37—42| 41 | 68 

90.120 , 11755] 445] 4.0 | 439 |111| 82 46| 42 16 |[38—42| 40 | 68 

OL2O0RE 14) — | 5.0|1250| — | 54 —|47 — |38—44| 40 | 70 |z.T. quer. 
n” 


802] — | 4.211911 — | 69 —|1 28 — 
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Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium 
zu Gôttingen. XV 


Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 17. Februar 1906. 


I. Ueber den Isomerisationsverlauf bei Oximen. 


Schon vor längerer Zeit habe ich eine ganze Reïhe von Beob- 
achtungen über Isomerisationsvorgänge bei cyclischen Oximen mit- 
getheïlt [Nachr. d. K. Ges. d. W. 1893, 747; 1894, 59, 165; 1900, 
241 ; 1902, 300; 1904, 15]. Jetzt kann man nun innerhalb dieser 
Verbindungen zwei Gruppen von Vorgängen scharf unterscheiden. 
In dem einen Fall werden nämlich die cyclischen Oxime in Lactime 
d.h. innere Anhydride von Säureamiden umgewandelt, in 
dem anderen Fall entstehen Basen (bezw. Oxybasen). Die erstere 
Art der Isomerisation entspricht vollkommen der s.g. Beckmann- 
schen Umlagerung bei acyclischen Ketoximen und bildet die Regel. 
Für die zweite Art der lsomerisation war bis dahin nur ein, 
allerdings sehr prägnantes Beispiel bekannt: Car voxim isome- 
merisiert sich zu Amidothymol. Neuerdings habe ich nun 
gelegentlich einer gemeinsam mit Herrn H. Lautsch ausgeführten 
Untersuchung ein neues Beispiel für die Umlagerung zweiter Art 
kennen gelernt und dieses Beispiel scheint mir insofern besondere 
Wichtigkeit zu besitzen, als es einen deutlichen Fingerzeig giebt, 
in welcher Weiïse der Mechanismus der Umlagerungsreactionen 
sich abspielt. 

Das Carvoxim läft sich, wie man lange weifi, in das iso- 
mere sog. Isocarvoxim verwandeln. Dieser Vorgang beruht 
auf einer einfachen Bindungsverschiebung im Molekül und 
hat mit den Isomerisationsvorgängen, die hier besprochen werden 

gl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Muth.-phys. Klasse. 1908. Heft 1. b 
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sollen, nichts zu thun. Die Constitution der eben genannten Ver- 
bindungen läft sich durch folgende Formeln zum Ausdruck bringen: 


CH CH 
| 
d l 
HC/ \C:NOH HC/NC:NOH 
EH C CH2 H2 C Ha 
CH 

| Î 

CH: C : CH CHBC.CH 
Carvoxim Isocarvoxim. 


Isomerisiert man nun diese beiden isomeren Oxime mit Hülfe 
von Säuren so entsteht aus Carvoxim, wie erst schon bemerkt, 
Amidothymol aus Isocarvoxim aber Oxycarvacrylamin 
(Carvolin): 


CH: CH: 
| | 
C C 
MO ne pe 
HO Jen H NS CH 
(8) C 
| | 
CHs.CH.CH CH:.C(OH)CHs 
Amidothymol Oxycarvacrylamin 
(Carvolin.) 


d. h. also: es bilden sich aus den bindungsisomeren Oximen zwei 
Oxy-Basen, welche sich durch die relative Stellung des Hy- 
droxyls unterscheiden. 

Zunächst ist der Beweis für die Constitution des Umlagerungs- 
products von Isocarvoxim anzutreten, welches zuerst H. Gold- 
schmidt in kleiner Menge unter Händen gehabt und mit dem Namen 
Carvolin belegt hat, ohne zu einer Vorstellung über den Bau 
der Verbindung zu kommen. 

Das Carvolin lie sich sofort als eine aromatische Base 
diagnosticieren, als es mit salpetriger Säure in Umsetzung gebracht 
wurde: es entsteht dabei eine Diazoverbindung, welche alle für 
diese Kôrperklasse so characteristischen Reactionen aufweist. Der 
analytischen Zusammensetzung nach mufite die Base weiter als 
Oxy- oder Ketobase angesprochen werden. Die Reactionen auf 


 *« 
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die Ketogruppe versagten: also konnte nur eine Oxybase vor- 
liegen. Die Hydroxylgruppe konnte aber auch nicht im aroma- 
tischen Kern stehen, denn die Verbindung erwies sich als unlôs- 
lich in Alkalien, somit blieb nur die Stelle aufzusuchen, an welcher 
das Hydtoxyl in eine der Seitenketten eingetreten war. 

Die folgenden Abwandlungen brachten darüber Klarheit. 


Carvolin wurde in salzsaurer Lüsung bei Gegenwart von Cu- 
prochlorid diazotiert. Es fand in normaler Weise der Austausch 
von NH> gegen Chlor statt. 


Die entstehende Verbindung hatte die Zusammensetzung 
CioH12CI(OH), siedete bei 245—249 ° und schmolz bei 50-—b1°. Bei 
der Oxydation mit Chromsäure entstand daraus ein Keton C9 Ho OCI, 
Siedepunkt 250—254°, Schmelzpunkt 45—46°. Aus diesem Abbau 
ging hervor, daf die Ausgangsverbindung eine Oxyisopropyl-Gruppe 


— C(0H) QUE enthalten haben muf, welche zu CO CH: aboxydiert 


worden war. Das weitere Verhalten des gechlorten Ketons, dessen 
Oxim bei 96—97° und dessen Semicarbazon bei 237— 238" schmilzt, 
bestätigte diese Annahme. Bei der Behandlung mit Hypobromit 
ging das Keton glatt in die bei 200—201 ° schmelzende o-Chlor- 
p-Toluylsäure über. Damit war auch gleichzeitig die ursprüng- 
liche Stellung der Amidogruppe im Carvolin festgelegt, die übrigens 
auch dadurch bestimmt worden war, daB es gelang Carvolin beim 
Kochen mit Jodwasserstoff in Carvacrylamin überzuführen. 

Die Vorgänge, welche zum Beweis für die Constitution des 
Carvolins herangezogen wurden, lassen sich durch folgende For- 
meln klar veranschaulichen: 


CH: CE CH: CH: 
| | | 
d C C C 
HC/NCNH  HC/ NC Hc/ ca xt \cci 
| we sl x 6 5 Lx es É H 
C 
HO\ CE VW \/ Ne 
C (8. (G 
| | | 
lon C(OH) CO COOH 
MTS | 
CB: CH: CH: CH: CH: | 
Carvolin Oxychlorid o.Chlor- o.Chlor-p- 


p-Acetyltoluol  Toluylsäure 


Nachdem nunmebr die Constitution des Carvolins feststeht, 
5 * 
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gewinnt die Thatsache Bedeutung, daf nach der Isomerisierung 
von Jsocarvoxim sich die OH-Gruppe in der Seitenkette, nach 
der Isomerisation von Carvoxim ein Kern befindet, während man 
bei dem sehr ähnlichen Bau beider Oxime hätte erwarten sollen, 
daf sie bei der Behandlung mit Säuren dieselben Producte lie- 
fern würden. #7 

Der verschiedene Umlagerungsverlauf erklärt sich nun 
aber ganz glatt, wenn man annimmt, daf8 der Mechanismus 
der Umlagerung bei Oximen sich immer so abspielt, daf das 
OH der Oximgruppe: NOH zunächst in Form von Wasser mit 
einem labilen H-Atom austritt. Dann muB sich ein Kohlenstoff- 
Stickstoffring bilden. Man weiñ nun aber jetzt, daB solche Ringe 
nicht unter allen Umständen beständig sind, vielmebr sich gern 
unter Wasseraufnahme lôsen. Diese Ringsprengung erfolgt dann 
natürlich so, daf das unter den gegebenen Bedingungen stabilste 
System entsteht. Da nun die Oxime nicht zu den in sauerer 
Lôsung stabilen Verbindungen gehôren, erfolgt die Ringsprengung 
unter Wasseraufnahme in anderem Sinne als die Ringschliefung 
erfolgt ist: d.h. die Reaction wird nicht rückläuñig, sondern es 
entsteht ein neues Gebilde. 

Ueberträgt man das Gesagte auf die vorhin besprochenen 
Verhältnisse, so kommt man zu folgender Vorstellung bezüglich 
des Isomerisationsvorgangs von Isocarvoxim zu Carvolin. Im 
Isocarvoxim findet erst eine Bindungsverschiebung in bekannter 
Weise statt. Dann tritt das Oxim-Hydroxyl mit dem tertiär ge- 
bundenen H-Atom der Isopropylgruppe als H20 aus und die her- 
gestellte Stickstoffkohlenstoffbindung wird durch Wasseraufnahme 
wieder gelôst — aber in anderem Sinne als sie entstanden ist. 
Der Vorgang wird durch folgende Formelbilder ganz anschaulich : 


CH CH CH 

| | | 

C C C 
HC/NC:NOH  HC//NC:NOH HO/ NC:N 


CH Ré, A Jeu 7 xd Jeu NA 
2 ne 2 N 2 Ne 2 
Ü È Û 
Ï | | 
È CH Co 
pe 
CH CH: CHs CHs GHie CE 


Isocarvoxim 
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CH: CHs 
| | 
C C 
H PNCiNE HC/NC.NH: 
— _ 
H NE H H 
| | 
OH C.OH 
CH: CH Os 


Oxycarvacrylamin (Carvolin). 


Bei der Isomerisierung des Carvoxim kann nun die inter- 
mediäre Stickstoff- Kohlenstoffringbildung nicht nach der Isopro- 
pylgruppe hin erfolgen, weil das entsprechende H-Atom fehlt und 
bei Wasseraufnahme an die Aethylenbindung in der Seitenkette 
die tertiäre Stelle micht durch H, sondern durch OH ersetzt wird. 
Daher tritt der Wasserstoff aus dem Ring aus und bei nachfol- 
gender Ringsprengung tritt OH in den Kobhlenstoffring: so ent- 
steht dann, unter gleichzeitig sich abspielender Bindungsverschie- 
bung Amidothymol: 


CH CH CH 
| | | 
C C C 
HO NC:NOH  HC/\C:N HC//\C:NH 


ha ee 
H: C He HC: |CH  HOH CH: 


H Na CH 


| | 
CB.C:CH CC : CH CH: C:CH2 


Carvoxim 7e 


CH: CH.CHs 
Amidothymol 


Ein ganz analoges Beispiel von Isomerisation bietet der 
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Uebergang von A een Le in p-Amidophenol 


C—NHOH C—NH.. C—NE: 
HC/ CH HC/ NC ,Ÿ F. 
FRS: 
H y: 
Phenylhydroxylamin p- rat 


Ferner der von L. Wolff beobachtete Uebergang von Methyl- 
cyklohexenonoxim in m-Toluidin: 


CB: er CH 

| | 

Ô C C 
HC//NCH HC/NCH  HOHC/ \CH 


_ > = 
HO JC:NOH ‘ H A Hi NH 
2 >H2 H> 


Methylhexenonoxim 


CH: 
| 
C 


HC 


40 
HA C.NH 
H 


m-Toluidin 


Wenn in den erôrterten Fällen der Verlauf der Isomerisation — 
auch bei den Derivaten des hydierten Ringsystems — immer als 
Endproduct zu einer Base der Benzolreïhe führt, so erklärt sich 
das daraus, da8 der Benzolkern ein besonders stabiles System vor- 
stellt und er unter den gegebenen Bedingungen entstehen kann. 
Wo das nicht der Fall ist, sehen wir die Isomerisation sich in 
anderer Richtung, nämlich nach der Seite der Säureamide ab- 
spielen. Das Oxim-Hydroxyl nimmt den zur Wasserbildung nô- 
tigen Wasserstoff dann aus môglichster Nähe, also vom benach- 
barten C-Atom. So vollzieht sich der Vorgang z.B. beim voll- 
kommen hydrierten Carvoxim in folgender Weise: 
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CH 
| 
CH 
He C:NOH HC 
—> 
H2 He H2 
H 
| 
Cs Hr 
Tetrahydrocarvoxim 
4 | 
HC CO 
| 
EOCE cr 
CH 
| 
CsH 
Isoxim 


Diese ganze Art der Betrachtung läft sich nun auch zu einer 
Erklärung der Vorgänge bei den eigentlichen ,Beckmann'schen 
Umlagerungen“ verwerthen, wo es sich also um den Uebergang 
von gewühnlichen Oximen in Säureamide handelt und für die 
eine einleuchtende Interpretation des Umlagerungs-Mechanismus 
noch vollkommen fehlt. Man hat hier als erste Phase der Reac- 
tion auch die intermediäre Bildung eines Stickstoff haltigen Ringes 
anzunehmen, der in der zweiten Phase in anderer Richtung als er 
entstanden ist und zwar unter Bildung eines unter den gegebenen 
Bedingungen stabileren Systems, wieder gelôst wird. Durch 
folgende Beispiele wird das erläutert: 


CH: C—CH: CH: C--CH: CH:C.OH CH: CO 
| — À A +H:0 — | > | 
OH .CHs NHCH 
Acetoxim Methyl- 
acetamid 
CHCH—C CH: CH: —C CHe CHe—C.OH 


| | —> | + HO — 
CH:>2CH NOH lu, CH X Lu, CH: — 


Pentanonoxim 


CH: CHe CO 


ns L | 
H2 CH NH 
Piperidon 
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Bei den Umlagerungen unter Anwendung von Chlorphosphor 
wird natürlich statt des Wassers HCI1 die Ringsprengung über- 
nehmen. Z.B.: 


CH3 ae CH3C—CH CH C—CH: 6 CH: | CI 
| + HCI 
À OH À CI ne 16 L CH: 
Oxim Imidchlorid. 


In den vorstehenden Beïispielen handelt es sich um intermediäre 
Bildung eines unbeständigen Dreirings. Bei der Anwesenheïit nur 
aromatischer Radicale wird als einfachster Fall die inter- 
mediäre Bildung eines heterocyclischen Vierrings anzunehmen 
sein, wie folgendes Beispiel erläutert: 


JO JÉO PP 
AE) 


Imidchlorid 


Die intermediäre Ringbildung und damit die Art der Isome- 
risation wird unter Umständen aber auch etwas abweichend 
verlaufen kônnen, wie es sich ja grade bei den hydrierten Benzol- 
ringen zeigt. 

Noch ein ganz anderer nur viel complicierterer Vorgang, näm- 
lich die glatte Ueberführbarkeit von Bialkyloxamiden in Alkylgly- 
oxaline Jläft sich, wie ich schon im Jahre 1883 (Ber. chem. Ges. 
16, 546) dargelegt habe, in ganz analoger Weise deuten. 


1 2 3 
CONH CH: CCl NH CH: CCLN.CH: 


L => L en Et + HCI = 
ONH CH: Cl NH CH: C:N CH: 


Dimethyloxamid Amidchlorid 


4 5 

CICCRNCHs CICCRNCHs  CIC—N(CH) 

HO=NCH  HHCN=CH ab x 0H 
Chloroxalmethylin 


(= Chlormethyl glyoxalin) 
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Das Wesentliche ist auch hier die Lüsung einer vorher bestehenden 
Kobhlenstoffbindung durch HCI in dem Kobhlenstoffstickstoffring 


CCBNY (Phase 3 —> 4), welche zu einem intermediären Pro- 
duct führt, das durch innere Condensation sich in ein sta- 
| biles Glyoxalin-Molekül zu verwandeln vermag. 


IL Ueber isomere Formen des Cyklodimethyl- 
hexylamins. 


Wenn man Methylhexanon mit Ammoniumformiat bei Gegen- 
wart von Essigsäure oder Ameisensäure umsetzt, so entsteht ein 
Gemenge stereoisomerer bei 273° siedender secundärer Basen von 
der Formel 


NH(Cs Ho CH. 


Die isomeren Formen, welche im folgenden als «- und B-Modification 
unterschieden werden sollen, kann man durch die verschiedene 
Lôslichkeit ihrer Formiate in Aether trennen. 

Die Verbindungen der «-Base zeigen ein stärkeres Lichtab- 
lenkungsvermôügen als die der B-Base, welch’ letztere schwerer in 
reinem Zustand zu gewinnen sind. Von gut characterisierten 
Verbindungen und deren Eigenschaften seien hier aufgeführt: 
Die Benzoyl-Verbindungen, (C6HioCHs) N .CO C6 Hs: 

Die «-Modification schmilzt bei 141 ° und zeïgt [a]p — — 34,66 °. 


Die B-Modification schmilzt bei 151 ° und zeigt [a] — — 11,88". 
Die Nitroso-Verbindungen, (C6 Hio CH3)2 N. NO: 
Die «-Modification schmilzt bei 83—84"° und zeigt [«]»y — — 34°. 


Die B-Modification schmilzt gegen 70° und besitzt ge- 
ringeres Drehungsvermügen. 

Das «-Phenylearba mid (CsH:10CH3)2 NCONHC6H5 schmilzt 
bei 174—176°, die B-Verbindung bei 137—138°. KEinen besonders 
hervorstechenden Unterschied zeigen aber die beiden stereoisomeren 
Formen der freien Basen in ihrem Verhalten gegen Wasser. 

Wenn man ganz trockenes unter AbschluB feuchter Luft über 
Natrium destilliertes «-Di-Methylhexylamin, das auch bei starkem 
Abkühlen flüssig bleibt, auf Wasser gieft und kräftig umschüttelt, 
so erstarrt die ganze Masse zu einem Krystallbrei. Diese Kry- 
stalle stellen ein Hydrat der Base vor. Dementsprechend 
wird die Base auch fest, wenn sie an feuchter Luft steht und die 
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bei 46—48° schmelzenden Krystalle verflüssigen sich wieder, wenn 
sie im Exsiccator über Schwefelsäure verweilen. Das 8-Di-Metbyl- 
hexylamin zeigt diese Neigung Krystallwasser aufzunehmen durch- 
aus nicht: die Base bleibt in Berübhrung mit Wasser vollkommen 
flüssig. Diese Unterschiede bezüglich der Neigung zweïer sich so 
nahestehender geometrisch-isomerer Verbindungen mit Wasser zu 
krystallisieren, scheint mir um so beachtenswerther zu sein, als 
man auch sonst schon einige raumisomere Verbindungen kennt, die 
sich bezüglich ihrer Fähigkeit Hydrate zu bilden, auffallend unter- 
scheiden. So krystallisiert Cis-Terpin mit 1 Mol. Wasser, Trans- 
Terpin krystallisiert wasserfrei. Weinsäure krystallisiert wasser- 
frei, Traubensäure krystallisiert mit 1 Mol. Wasser. 

Es liegt daher nahe anzunehmen, daB es durch die Art der 
Raumerfüllung, welche dem Molekül eigen ist, be- 
dingt wird, ob Krystallwasser aufgenommen wird 
oder nicht. 


III. Ueber die einfachsten Methenkohlenwasserstoffe 
der verschiedenen Ringsysteme und deren Abwand- 
lung in alicyclische Aldehyde. 

Die Penten-, Hexen- und Heptenessigsäure, welche 
ich früher dargestellt und andern Orts [Ann. d. Ch. 323, 159, 
314, 157; 343, 51] beschrieben habe, zeigen übereinstimmend die 
Eigenschaft unter CO:-Abspaltung in Methenkohlenwasserstoffe 
überzugehen, soda man in dieser Reaction nunmehr ein bequemes 
Mittel an der Hand hat, die einfachsten Repräsentanten der wich- 
tigen Methenkohlenwasserstoffe zu bereiten und es läft sich vor- 
aussehen, daf man zahlreiche Homologe in entsprechender Weise 
wird gewinnen kôünnen, wofür nachher auch schon einige Belege 
gegeben werden sollen. 

Von den einfachsten Abwandlungsproducten der Methenkohlen- 


R 

wasserstoffe | DC:CHe verdienen im Augenblick das grôfite Inter- 
R 

esse. 


R 
1) Die Glycole | DC(OH).CH:OH and 
R 


TR 
DJODIe Nibrbscthlacide | LDco.omxo | 


beziehungsweise die analog gebauten Nitrosate u. s. w Die 
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Glycole lassen sich nämlich mehr oder weniger leicht durch 
Wasserabspaltung in die vollkommen gesättigten Aldehyde 
verwandeln: 


R R 
| )C(OR).CH: OH — HO + | DC com 
wobei u. A. als Nebenproducte ungesättigte Alkohole 
L DA AE OH 


auftreten künnen, während die Nitrosochloride durch Salz- 
säure-Abspaltung sich in Oxime ungesättigter Aldehyde 
verwandeln, die dann leicht in die zugehôrigen Aldehyde über- 
führbar sind: 


fe TE MR ares HAE 
[ EDccomxo | > >C-CH:NOH — | »C.COH. 


R 


Von beiden Kôrperklassen waren bisher aber nur sehr wenige 
Repräsentanten und diese nur sehr oberflächlich bekannt ge- 
worden. 


Der Kohlenwasserstoff siedet bei 78°—81° und zeigte d — 0,78, 
ny — 1,4355 bei 19° Kr besitzt einen hôchst durchdringenden 
lauchartigen Geruch, der sich bei der grofen Flüchtigkeit des 
Präparats bei der Darstellung sebr unangenehm bemerkbar macht. 

Das bei der Oxydation des Kohlenwasserstoffs mit Perman- 
ganat entstehende 

CH: CH: 
Glycol | >>C(OH) CH: 0H 


2 CH: 
erstarrt allmählich zu sehr lôslichen und schlecht umzukrystalli- 
sierenden Krystallen, die nach dem Abpressen bei 39—41° 
schmolzen. 
CH: CH: 
Der Cyklopentanaldehyd | >CHCOH 


2 CHe 


hat einen an Valeraldehyd erinnernden Geruch und seine Dämptfe 
reizen sehr stark zum Husten. 
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Das Semicarbazon des Aldehyds schmilzt bei 123--1240 
und läBt sich aus heifem Wasser umkrystallisieren. 

Das Nitrosochlorid des Methencyklopentans bildet 
sich leicht und zersetzt sich bei etwa 80—81°. Mit Piperidin 
setzt er sich zu dem gut krystallisierenden Nitrolamin 
C6 Hio NO NC5s Hio um, das bei 116—117° schmilzt. 

Das durch HCI-Abspaltung aus dem Nitrosochlorid entstehende 
Oxim, C6Hs NOH, zeigt keine Krystallisationsneigung. Bei der 
Umsetzung mit Schwefelsäure liefert es den 


CH CH 
Cyklopentenaldehyd | C : COH, 


CH: CH / 
der eine nach Benzaldehyd riechende Verbindung vorstellt, dessen 
Semicarbazon bei 208° schmolz und der bei der Oxydation mit 
Silberoxyd in die leicht erstarrende zugehôrige Penten-Carbon- 
säure Cs Hz CO2H vom Schmelzpunkt 119° überzuführen war. 

Den eben beschriebenen Aldehyd haben bereits von Baeyer 
und H. von Lieben bei der Oxydation der Dioxy-Korksäure er- 
halten, welche dabei intermediär in den Aldehyd der Adipinsäure 
übergeht (Ber. ch. Ges. 31, 2107). Die von den Genannten für die 
Cyklopentenverbindungen ermittelten Eigenschaften decken sich 
vollkommen mit den oben angegebenen. 


CH: CH 
Methencyklohexan cé, C : CH. 
NCH CH 


Der Kohlenwasserstoff siedet sehr konstant bei 105—106!, 
d — 0,8025, np — 1,4501. Er ist unter Mitwirkung von Herrn 
Stud. Isaac eingehender untersucht worden. 

In kleiner Menge haben diesen Kohlenwasserstoff schon Sa- 
batier und Mailhe (Centralbl. 1904, II. 704) bereitet und zwar 
haben sie ihn aus dem zugehôrigen Alkohol (C6 Hu: * CH2 OH durch 
Wasserentziehung erbalten, den Alkohol aber aus Trioxymethylen 
und Hexylmagnesiumchlorid aufgebaut. Sie geben den Siedepunkt 
des Kohlenwasserstoffs zu 105° und d — 0,828 bei 0° an, haben 
ihn aber nicht weiter untersucht. 

Bei der Oxydation mit Permanganat geht das Methencyklo- 
hexan in das 


CH: CH 
intel Cie DC (OH)CH: OH 
NCH CH 
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über, eine sehr schôn krystallisierende Verbindung, die in Aether 
ziemlich schwer lüslich ist und bei 76—77° schmilzt und beim 
Erwärmen mit Säuren Hexahydrobenzaldehyd liefert. 


CHe CH 
Hexahydrobenzaldehyd CH: SCH.COH. 
NCH: CH 


Diese interessante Substanz haben schon verschiedene Che- 
miker in Händen gehabt, offenbar aber in so kleiner Menge, daf 
das chemische Verhalten des Aldehyds nicht crmittelt werden 
konnte. 

Einige, wenn auch sehr spärliche Angaben über die physika- 
lischen Eigenschaften macht Bouveault (Centralbl. 1903, II. 1437). 
Er gibt den Siedepunkt zu 1590 an, d — 0,945 bei 0° den 
Schmelzpunkt des Semicarbazons zu 176". Bouveault erhielt den 
Aldehyd durch Oxydation des zugehôrigen Alkohols, den er 
wiederunm durch Reduktion aus Hexahydrobenzoëester bereitete. 
Sabatier und Mailhe (l.c) haben den Aldehyd aus Cyklo- 
hexylmagnesiumelilorid und Ortho-Ameisensäureester aufgebant 
und geben nichts weiter an als den Siedepunkt zu 155,5". 

Der aus dem erst beschiiebenen Glycvl erhältliche Aldehvd 
wurde in genügender Menge hergestellt, um nicht nur die phvsi- 
kalischen, sondern auch die chemischen Eigenschaften etwas ve- 
nauer studieren zu künnen. 

Der Siedepunkt des Aldebyds ist nicht ganz leicht genau zu 
bestimmen, weil das Präparat die von den genannten Autoren gar 
nicht erwähnte Eigenschaft besitzt, sich sehr schnell zu hôher 
siedenden Produkten zu polvmerisicren, welche den Siedepunkt 
durch ihre (Giegenwart natüriich becinflussen. lin aus dem Semi- 
carbazon mit Hülfe von Uxalsäure frisch regeneriertes Präparat 
zeigte : 

Siedepankt 161-—163°, d — 0,9263, nn == 1,4495 bei 19°. 

M -— 32,46 (berechnet für C7 Hi20 -- 32,41). 

Der Aldchyd riecht ausgesprochen nach Bittermandeln, daneben 
aber etwas scharf und nicht angenehm. 

Leitet man in eine ätherische Lüsung des Aldehyds Amnio- 
niak, so krystallisiert nach ciniger Zeit eine Ammoniakver- 
bindung in durehsichtigen Prismen aus, die bei 103—10° unter 
Gasentwickelung sich zersctzt. 

Die Kondensationsfähigkeit der hydrierten Verbindung ist 
cbenso gro wie die des Benzaldehyds. 

1 Mol. Hexanon wurden mit 2 Mol Hexahvdrobenzal- 
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dehyd vermischt, etwas Alkohol und einige Tropfen Natronlauge 
hinzugefügt. Schon nach wenigen Stunden hat Kondensation statt- 
gefanden und das Kondensationsprodukt scheidet sich freiwillig 
oder nach Zusatz von etwas Wasser in feinen Nadeln aus, die 
sich aus verdünntem Methylalkohol gut umkrystallisieren lassen. 
Der interessanten bei 89—90° schmelzenden Verbindung kommt 
gemäB der Analyse die Formel 


CH: 
Ge dm 
Ce Hu cH:0 G: CH C+ Hu 
CO 


zu. Bemerkenswert ist, daB sie fast ganz farblos ist, während 
das analoge Kondensationsprodukt von Benzaldehyd mit Hexanon 
eine intensiv gelbe Farbe besitzt. Für das Hervorrufen der 
Färbung ist also nicht allein die Nachbarschaft zweier Aethylen- 
bindungen zum Carbonyl ausreichend, sondern es spielt dabeï 
auch die Konstitution des Benzolkerns eine entscheidende Rolle 
[vergl. Nachr. d. G. d. W. 1896, 304]. 

Auch mit Phenylhydrazin kondensiert sich Hexahydrobenzal- 
dehyd momentan unter Wasserabscheidung und starker Erwär- 
mung. Aus der mit verdünnter Essigsäure versetzten Flüssigkeit 
schieden sich nach einiger Zeit durchsichtige, rôtlich gefärbte 
Prismen von niederem Schmelzpunkt ab, die sich aus verdünntem 
Meth; lalkohol umkrystallisieren liefen, an der Luft aber schnell 
verschmierten. 

Das Semicarbazon des Aldehyds Ce Hs: CH : NNH CO NB: 
schmilzt bei 167—168°. Es ist in Alkohol sebr lôslich und lôst 
sich auch in Wasser erheblich auf, worauf bei seiner Gewinnung 
zu achten ist. Man krystallisiert die Verbindung am besten aus 
kochendem Wasser, hôchstens unter Zusatz weniger Tropfen Al- 
kohol, um. 

Besonders charakteristisch ist das Verhalten des ganz hy- 
drierten Aldehyds gegen verdünnte Schwefelsäure. Mit dieser in 
Berührung verwandelt er sich bald in ein Haufwerk von farblosen 
Krystallnadeln, die sehr schwer lôslich in Alkohol, etwas leichter 
lôslich in Aether sind und bei 202—203° schmelzen. Momentan 
tritt dieselbe Reaktion ein, wenn man den Aldehyd mit kon- 
zentrierter Salzsäure schüttelt. 

Das Nitrosochlorid des Methencyklohexans bildet 
sich leicht. Bei der Umsetzung mit Piperidin entsteht daraus ein 


6 
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Nitrolamin, C7 His NO NCs Ho, das durch grofe Krystallisations- 
fähigkeit ausgezeichnet ist und bei 127° schmilzt. Durch Chlor- 
wasserstoffabspaltung erhält man aus dem Nitrosochlorid das Oxim 
des Aldehyds 


CH SC.COH 
NCH CH: 


der in Form des in Wasser schwer lôslichen Semicarbazons 
isoliert wurde. Diese Verbindung schmilzt bei 212—213 °, 
Methyl(1)-Methen(4)-cyklohexan. 


CH>—CH2 
CH. sé C : CH. 


NCH:— CH 

Diesen Kohlenwasserstoff habe ich unter Mitwirkung von 
Herrn Edgar Evans aus der Methyl(1)-hexenessigsäure({) 
hergestellt. Die noch nicht beschriebene Säure siedet unter 
14mm bei 137—145° und erstarrt sehr leicht. Der Schmelzpunkt 
liegt bei 42—430. 

Beim Destillieren spaltet die Säure Kohlendioxyd ab und 
liefert glatt den Kohlenwasserstoff Cs H:4 von folgenden Eigen- 
schaften. 

Siedepunkt 122—123° (ein kleiner Teil — 131°), 
d = 0,7955, nn — 1,4466 bei 20°, M = 36,91 
(berechnet für Cs H14 = 36,43). 

CH: CH 
Glycol CH CH C(OH) CH: OH. 
NCH: CHE 

Diese Verbindung krystallisiert sehr schôn und schmilzt bei 
87—88°. Mit verdünnten Säuren erwärmt gab sie den zugehôrigen 
Hexahydro-p-Tolylaldehy d, dessen Semicarbazon nach dem 
Umkrystallisieren aus heifiem Wasser bei 154—156° schmolz. 

Das Nitrosochlorid des Methyl(1)-Methen(4)-cyklohexans 
bildet sich leicht. Durch Austausch des Chlors gegen Piperidin 
entsteht das Nitrolamin CsH14NONC5Hio vom Schmelzpunkt 
136—137°. Durch Abspaltung von HCI1 entsteht aus dem Nitroso- 
chlorid der ungesättigte Aldehyd 

CH: CH 
CHs CH > .COH 
NCHe CH 
dessen Semicarbazon bei 192—194° schmilzt. 
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: CH: CHe CH 
Methencykloheptan | >C:CE 
CH: CH: CH 


Der Kohlenwasserstoff siedet bei 138—140°. 
d — 0,824, ns — 1,4611 bei 20°. 
CH2 CH CH 


Der Glycol | > C (0H) CH: OH 
CE CH: CH 


schmilzt bei 50—51° und siedet unter 16 mm bei etwa 135—140°. 
Beim Erwärmen mit verdünnter Schwefelsäure entsteht neben 
hochsiedenden mit Wasserdämpfen kaum flüchtigen Kondensations- 


produkten der 


CH: CH CH: 
Suberan Aldehyd | >CH.COH. 
CH: CH: CH 


Derselbe wurde durch das bei 153 —154° schmelzende Semicar- 
bazon charakterisiert und dadurch, daf er durch Oxydation in 
die bereits bekannte Suberancarbonsäure übergeführt wurde, 
deren Silbersalz zur Analyse kam. 

Das Nitrosochlorid des Methencykloheptans bildet sich in 
mäfiiger Ausbeute (32°/o der Theorie) und gibt bei der Chlor- 
wasserstoffabspaltung ein flüssiges Oxim, welches sich mit ver- 
dünnter Schwefelsäure hydrolytisch zu dem 

CE CH: CH 


Aldehyd | NC.coH 
CHe CHe CHA 


aufspaltet. Schmelzpunkt des Semicarbazons 203—204°. Bei der 
Oxydation mit Silberoxyd lieferte der Aldehyd bei 50—51° 
schmelzende Suberencarbonsäure. 

Bei diesen Untersuchungen bin ich durch Herrn Dr. H. Kôühler 
eifrig unterstützt worden. 


Zur Theorie der Wirbelringe. 
Von 
Julius Weïingarten, Corresp. (Freiburg i. B.). 


Vorgelegt in der Sitzung vom 17. Februar 1906. 


Seit dem Erscheinen der berühmten Arbeiten von Helmholtz 
und William Thomson über die Wirbelbewegung, ist ins Besondere 
die Theorie der Bewegung dünner kreisfôrmiger Wirbelringe durch 
hervorragende englische Geometer bereichert und vervollkommnet 
worden. Es scheint aber, da dem Verhalten des hydrodynamischen 
Drucks in solchen Ringen und ihrer Umgebung nicht die gleiche 
Aufmerksamkeit geschenkt worden ist, wie dem Zustande ihrer Be- 
wegung. Anderenfalls würde es hervorgehoben sein, daf der 
Druck in einem Helmholtz'schen Wirbelring und in seiner Um- 
gebung jeden negativen Werth überschreiten muB und hiernach 
einen unendlich groBen Zug darstellt. Vor der Bildung eines 
solchen Ringes in einer tropfbaren Flüssigkeit würde daher durch 
ZerreiBen eine Lôsung des Zusammenhanges der Flüssigkeit ein- 
treten und die, den Zusammenhang voraussetzende, Gültigkeit der 
Eulerschen Gleichungen für den unendlichen Raum nicht weiter 
bestehen. 

In der nachstehenden, diesem Gegenstand gewidmeten Note 
wollen wir uns den Bezeichnungen anschliefen, welche Kirchhoff 
in seinen Vorlesungen über Mechanik !) benutzt hat, in welchen er 
die Helmholtz'schen Entwickelungen mit einigen Modifikationen 
wiedergiebt. 

Kirchhoff betrachtet Bewegungen einer incompressiblen Flüssig- 


1) G. Kirchhoff, Vorlesungen über mathematische Physik. Mechanik. 20te 
Vorlesung $$ 5 u. 6. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1906. Heft 1. 6 


Rs 
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keit, welche symmetrisch gegen eine feste Axe stattfinden. Bei 
solcher Bewegung beschreiben die Theiïlchen der Flüssigkeit Bahnen 
in Ebnen, welche diese Axe enthalten, und geschieht die Bewegung 
in jeder Ebne auf gleiche Weise. Es bezeichne © den Abstand 
eines Theïilchens von der festen Axe, z die Abscisse desselben 
Theïlchens in Beziehung auf diese Axe, von einem gegebenen 
Punkte derselben gezählt. Ferner seien durch s und w die Com- 
ponenten der Geschwindigkeit dieses Theilchens nach den Rich- 
tungen der wachsenden op und z angegeben. Alsdann wird die 
Rotationsgeschwindigkeit 6 desselben, welche um eine zur Ebne 
der 0,2 senkrechte Axe statt hat, durch die Gleichung: 


1 26 = — — 


bestimmt sein. 

Bei der Betrachtung der vorausgesetzten symmetrischen Be- 
wegung sind die drei Eulerschen Gleichungen für die Bewegung 
einer Flüssigkeit auf zwei reducirbar, welchen noch die Bedingung 
der Incompressibilität hinzuzufügen ist. 

Wird ‘der, in einem gegebenen Punkt (e,z) der Flüssigkeit 
zur Zeit { vorhandene Druck durch p, die constante Dichtigkeit 
durch + bezeichnet so verwandeln sich die Eulerschen Gleichungen 
in die nachstehenden : 


ôs ôs ôs 1 ôp 
T6 "0 + 
ow ou Ôôw 1 op 
GENS Spas En den de 
des , Jow 0 
(07) 0z 


falls die Einwirkung äuferer Kräfte auf die Flüssigkeit ausge- 
schlossen bleibt. In ihnen erscheint der Druck nur in den Diffe- 
rentialquotienten nach den räumlichen Coordinaten. Jede diesen 
Gleichungen genügende Function p kann daher um eine für sämmt- 
liche Flüssigkeitstheilchen in jedem Augenblick gleiche, sonst will- 
kürliche, GrôBe vermehrt gedacht werden. Unbeschadet der All- 
gemeinheit wird daher in den folgenden Entwickelungen, die mit 
Kirchhoff voraussetzen, da die Flüssigkeit im Unendlichen ruhe, 
der Druck im Unendlichen als Null angenommen werden. Alsdann 
ist sein Werth in jedem Punkt des Raums bestimmt. 

Mit Hilfe der Gleichung 1 verwandeln sich die zwei ersten 


6 * 
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der obigen Gleichungen in die folgenden: 


Ô E ee + w)| 


Ôs 
a + 200 = — Me Na 
I 
[+5 (+ u1) 
er 
ot Ôz 


aus denen nach Elimination von y, mit Hilfe der Continuitäts- 
gleichung sich ergiebt: 

dé _os __ do © de 

dtipuio Didi En cidiiénes 


in welcher Gleichung die Totaldifferentiale sich auf die Ver- 
änderung an einem und demselben Theïlchen während der Zeit dt 
beziehen. Für das nämliche Theïlchen bleibt daher der Quotient 


Ps 
Q 


während der ganzen Zeitdauer der Bewegung von demselben 
Werth. 

Wir werden in der Folge annebmen, daf in einem ganz im 
Endlichen befindlichen und durch eine geschlossene Curve voll- 
ständig begrenzten Grebiete der (o,:) Ebne zu irgend einer Zeit 
allen in ïihm bewegten Flüssigkeitstheilchen die Rotationsge- 
schwindigkeit 
IL. 6— A.0 


inne wobhne, unter À eine für diese Theilchen gemeinsame con- 
stante Zahl verstanden, und daf für alle auBerhalb dieses Gebiets 
befindlichen Theilchen die Rotationsgeschwindigkeit 6 gleich Null sei. 

Alsdann wird zu jeder Zeit, gemäf den Helmholtz'schen Sätzen, 
in dem bewegten Gebiet der rotirenden Theilchen der Werth von 
6 durch Ag gegeben sein, auBerhalb desselben aber Null bleiben. 
Im Raum bewegt sich alsdann ein Ring von endlichen Quer- 
dimensionen, erfüllt mit rotirenden Flüssigkeitstheilchen, dessen 
Schnitt durch eine die Z-Axe enthaltende Ebne das eben bestimmte 
bewegte Gebiet rotirender Theilchen darstellt. Auferhalb des 
Ringes ist die Bewegung wirbelfrei. 

Aus der Continuitätsgleichung : 


gs Opw 


6* 
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ergiebt sich die Folgerung: 
IIL. Re ip on 


Die Function ®, welche hiernach die Bestimmung der Geschwindig- 
keiten s und w durch Differentiation herbeiführt, wird von den 
englischen Autoren als ,Stromfunction“ bezeichnet. Sie ist für den 
vorliegenden Fall von Helmholtz gegeben worden. 

Führt man in die Gleichungen I den durch II festgesetzten 
Werth von 6, und die vorstehenden Werthe von sp und wg ein, 
so verwandeln sich diese Gleichungen in die zwei nachstehenden, 
getrennt zu haltenden Gruppen: 

a) Für alle Punkte des Raums, welche in dem bewegten nicht 
rotationsfreien Gebiet liegen : 


ee nee tes À 
Fe +26 +u) +240) 
HS ose HO. à Ci 
pe, Léon | 
0 off +5 ( FA) REA 
Le Port Ôdz ; 


b) für alle im rotationsfreien Gebiet befindlichen Punkte: 


Dane alto 
Es o[2 +5 (+ uw) 
D Et. SN 2 soon 
of? +l(+ w) 

ow ‘als BUT 2 
DS dz ; 


Wir wollen nunmehr durch # = #(9,z,t) eine Function der Ar- 
gumente @,z und # bezeichnen, welche im Gebiete der rotirenden 
Theïlchen durch die Gleichung: 
J'OupA ANRTTES 
im Gebiete der rotationsfreien Theilchen durch: 
1 
®ÿ — L+s(s+u!) 


definirt wird. Dann ergiebt sich aus der nach der Zeit abgeleiteten 
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Continuitätsgleichung : 


ôs ow 

ô 0w 
ARTE LT . 
de Ôz é 


daB die Function & für jeden Punkt der Ebne 0,2 der partiellen 
Differentialgleichung 


(0) ;à 09 
(o7 4] h Eagle ; 


Genüge leistet. Diese Gleichung ist aber, wenn man in der 
Function & die Variable ge durch die Quadratwurzel Vx'+ y er- 
setzt denkt, keine andere als die Laplace’sche Differentialgleichung 


0# 0°# o'# 


de log Ton = (. 


Es ist daher # eine Potentialfunction. Sie nimmt nach den ein- 
geführten Voraussetzungen in unendlicher Entfernung % vom An- 
fangspunkt der Coordinaten den Werth Null an. Nach den Helm- 
holtz-Kirchhoffschen Grundformeln für die in Rede stehenden Be- 
wegungen bleiben die mit }° multiplicirten ersten Ableitungen 
der Function # im Unendlichen endlich. 

Ferner springt der Werth der Function # beim Durchgange 
durch die Grenze des rotationsfreien Gebiets in das Innere des 
Gebiets der rotirenden Theilchen um die Grôüfe 2 À ®, unter ® 
den Werth der Stromfunction ® in dieser Grenze verstanden. 
Zur vollständigen Bestimmung der Function # bleibt daher nur 
noch die KenntniB des Sprunges des Differentialquotienten _. 
in Beziehung auf die nach dem Inneren des begrenzten Gebietes 
gerichtete Normale an der Begrenzung selbst zu ermitteln, da 
nur an dieser Begrenzung eine Unstetigkeit dieser Function und 
ibrer Differentialquotienten auftreten kann. 


Wir behaupten nun, daf 7 beim Durchgange durch diese 


Grenze keinen Sprung erleidet. Bezeichnen wir zunächst die 
Werthe, welche eine Function #(o,:,t) an dem inneren Ufer der 
gedachten Begrenzung annimmt durch #,, diejenigen derselben 
Function am äuferen Ufer durch %#,, und weiter, der Kürze wegen, 
durch 4% die Differenz #,— 4. Die Functionen s und w welche 
die Geschwindigkeitscomponenten eines Punktes der Flüssigkeit 
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darstellen, sind in der ganzen Ebne 0, stetig, ibre Differential- 
quotienten dagegen springen beim Durchgange durch die gegebene 
Grenze. Es gelten daher längs dieser Grenze die Gleichungen 


S—Ss, == 0, w,—w, = 0 


zu jeder Zeit, daher auch die folgenden : 


Die letzten beiden Gleichungen nehmen nach Ausführung der 
Totaldifferentiation die Gestalt an: 


os Ôs ôs 
ET Mere Ai 
IV. 
ow ow ow 


Für die Sprünge der Differentialquotienten der stetigen Functionen 
s und w beim Durchgange durch die Begrenzung bestehen be- 
kanntlich die Relationen: 


ôs ds ow dw 

D ee F7 le 12 

d A 7 cos & 4 de PP COS « 

ôs ds Ôw dw 
HS RATER De at A 0 
ds dw 


in denen ads die Differentialquotienten nach der in das Innere 


der Begrenzung gerichtete Normale, cos « und cos B die cosinus 
der Richtung derselben mit den Richtungen der wachsenden @ und 
z bezeichnen. 

Die Einführung der Werthe dieser Sprünge in die Gleichung 
IV ergiebt : 


A3; = —lscosæ+w cos 6] 4 
V. 

sa dw 

DM me —[roe+weo 12. 


Wenn man schlieBlich die Continuitätsgleichung : 


05 Ow  S 


dœæ % 0 
die in jedem Punkte der Ebne 0, erfüllt ist, für einen Punkt 


ep) 
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des inneren Ufers der Begrenzung, alsdann für denselben Punkt 
des äuferen Ufers aufstellt, und die Differenz der Resultate bildet, 
so findet man: 


Ôs Ow ds dw 
SET = 0 — A7 08 a+ de cos f, 
mit Hilfe welcher Gleichung man aus V schlieft: 
ôs Ow où où 
A7 cos a+ A cos f = A. cosa+d— cos B = 0 
d. h 
ds 


Diese Gleichung beweist, daf e beim Durchgange durch die Be- 


grenzung stetig bleibt. 

In Folge bekannter Sätze der Theorie der Potentialfunctionen 
ist daher die Function #& das Potential einer Doppelbelegung, 
welche über die Oberfläche des durch die rotirenden Flüssigkeits- 
theïlchen gebildeteu Ringes ausgebreitet ist und deren Dichtigkeit 
durch die GrüBe 24 ® getheilt durch 4x bestimmt wird. Bezeichnet 
nunmehr » die Entfernung eines Punctes (x, y,z) im Raume von 
dem Flächenelemente dq der Ringoberfläche, so wird in bekannter 
Bezeichnungsweise # durch die Gleichung 


AT, 
gegeben sein, in welcher die Differentiation nach der gegen das 
Innere des Ringes gerichteten Normale zu vollziehen ist. 
Hiernach ist der Druck p für jeden Punkt der Flüssigkeit 


mit Hilfe der Stromfunction ® bestimmt, und zwar für einen 
Punkt im Inneren des Wirbelrings durch die Gleichung: 


A f— d 
VE p= sg, [9-7 M-240-4("+w) 
dagegen für einen Punkt auBerhalb dieses Ringes: 
dar d 
VII = sg, [og dE +w) 


Was den Werth der durch Helmholtz gefundenen Stromfunction 
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® selbst betrifft, so ermittelt sich derselbe nach folgender Vor- 
schrift. Wird durch À das bestimmte Integral 
2x cos p dp 
R(2'— 2; . @) = f pa 
re o Ve'-#)+6e"+0 —-200 cos p 
bezeichnet, und setzt man das mit den Werthen von R gebildete 
Integral à 


VIL. ge Joe RE - 2,60 df = 19 


in welchem Integrale die Integration über alle Flächenelemente 
df der begrenzten, die rotirenden Flüssigkeitstheilchen (0',z') ent- 
haltenden, Fläche ausgedehnt werden soll, so wird die Strom- 
fanktion & durch die Gleichung 


D = 9.S 
gegeben. Die Componenten s,w der Geschwindigkeit eines Theil- 
chens (e,:) und die Rotationsgeschwindigkeit desselben ermitteln 
sich alsdann vermôge der Gleichungen 


__ ds ___ ds 
NÉ A US: 
1%S ,1%S 
Fggtlsoto pr 00) a 2h ORNE 
CR de + Ôz 


Die Function R genügt, wie leicht zu zeigen, für alle Werthe 
der Variablen po und z mit alleiniger Ausnahme der Werthe 
e = 0, z: — z+, für welche diese Function Unendlich wird, der 
partiellen Differentialgleichung 


Lis de R se ‘R 
eo de pe 
0 ôp + (072 


Würde man für die Stromfunction ® das Product g R oder ein 
constantes Multiplum dieser GrôBe annehmen, d.h. das Integral 
S durch ein einzelnes seiner Elemente ersetzen, so würde wie aus 
der vorstehenden Gleichung hervorgeht, die durch solche Strom- 
function dargestellte Bewegung im ganzen Raum wirbelfrei sein, 
d.h. kein noch so kleiner Raumtheil angegeben werden künnen, 
in welchem eine Wirbelbewegung statt hat. Diese Annahme 
würde daher mit dem Vorhandensein eines, wenn auch moch s0 
dünnen, Wirbelringes nicht vereinbar sein. Sie ist folglich, auch 
für eine angenäherte Rechnung auszuschlieBen. 
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Die Function R(2'—2,0',0) läft sich auffassen, als das Po- 
tential einer mit der Dichtigkeit @"" cosy belegten Kreislinie 
2 = 4, @ — ç' für einen Punkt (0,2) in derjenigen die Z-Axe 
enthaltenden Ebne, für welche der Winkel o gleich Null gezählt 
wird. 

Nach einem bekannten Satze von Riemann!) erlaubt alsdann 
die Function ZÀ in der Umgebung des Punktes (o',:') die Dar- 
stellung durch die Gleichung:: 


x ne 06) = Lg +9 
wenn t — V{2—2)+(0 — 0’) und y eine Function der Argumente 
e,2,0',2' bezeichnet, welche auch für 9 — €’ und : — z endlich 


und stetig bleibt. 

Das Gebiet der rotirenden Flüssigkeitstheilchen wollen wir 
von jetzt an im Zeitmoment t, durch einen Kreïs vom Radius c, 
dessen Mittelpunktscoordinaten @ = a, z: — b seien, begrenzt 
denken, und voraussetzen, daf « eine gegen «a kleine Zahl sei, die 
schlieflich unter jede Grenze sinken soll. Ferner werden wir die 
Kirchhoff’sche Voraussetzung annehmen, nach welcher die Ro- 
tationsgeschwindigkeit 6 der rotirenden Theïilchen so gro ge- 
wählt werden soll, daf das, von der Zeit unabhängige, Integral 


m = ïk 6' df, 
welches über alle Elemente df der Kreiïsfläche zu erstrecken ist, 
für jedes noch so klein gewählte c einen endlichen Werth erhalte. 
Diese Voraussetzung erfordert, gemäB der Annahme, die wir über 
den Werth von 6 für jedes @,z,{ gemacht haben, die Erfüllung 
der Bedingung : 
m — AJ o'df AAC, 
und ergiebt für À den Werth: 


To 

 aËx 

Hiernach folgt aus Gleichung VIII. der Werth der Function S 
durch die Bestimmung : 


me Re 
S = ser J ee R(e—#, 8,0) 


für welche die Integration über alle Flächenelemente df der Kreis- 


1) Riemanu-Hattendort: Schwerc, Electricitit und Magnetismus.  Abschn. 
126717: 
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fläche zu erstrecken ist. Mit Hilfe von IX. ergiebt sich für Punkte 
z,06 im Inneren dieser Fläche die andere Darstellung: 


fe o8 r+9) à. 


7 TM 
Vi 
Bemerkt man noch, da für solche Punkte stets die Gleichung 
p! = a+ec 
gilt, in welcher & eine Zahl bezeichnet, deren Absolutwerth kleiner 
als Eins ist, so wird die Function S auch in der Gestalt: 


m E af'log v CAR Je log v LT nn . 


ax x x ca 


dargestellt werden kônnen, unter g' eine Function verstanden, die 
im ganzen Inneren des Kreises für jeden Werth von € endliche 
Werthe besitzt. 

Das Integral im ersten Summanden dieses Ausdrucks ist das 
logarithmische Potential eines mit der Flächendichtigkeit Eins 
belegten Vollkreises vom Radius c auf einen inneren Punkt (9, 2), 
also durch die Gleichung: 

2 =, 2 2 
frs taf — né [log C se (RE GE ne ) 


C 


gegeben. Das zweite Integral hat, den Werthen von s gemäf, 
einen kleineren Absolutwerth als dieses Potential. Daher ist der 
Quotient, der sich aus ihm durch Division mit «x ergiebt nach 
Multiplication mit c eine Grôfe, welche mit c verschwindet. Die 
Division des dritten Integrals durch «x ergiebt für jedes c einen 
endlichen Quotienten. 
Es ist daher im Inneren des Kreïsgebiets die Function $S in 
der nachstehenden Form darstellbar : 
TER a 1 c—(g—u)—(z2—0b) 
51 . log AE 9 Hs 


C 


+ 2) 


in welcher Gleichung / eine für noch so kleine Werthe von c 
mit ihren ersten Differentialquotienten endlich bleibende Function 
der GrüBen 0,2, a,b,c darstellt. 

Hiernach ist die Stromfunction ® für alle Punkte des Kreis- 
inneren durch die Gleichung : 


à pee là a 1 —(g—«x) —(z—b) 
.e D -— e5 Er à Log UT < 5 Mi = +] 


(à 


gegeben, und ermitteln sich aus ihr die Geschwindigkeiten s und 
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w durch die nachstehenden Formeln : 


CD el r(-S 
Yoga 8 MT &) 


1 71 — — = 


Für einen Ring von unendlich kleinem Querschnitt ist c unendlich 
klein zu wählen. Vernachlässigt man, bei Voraussetzung dieser 
Wahl, endlich bleibende Werthe gegen ins Unendliche wachsende, 
so ergeben die vorstehenden Gleichungen : 


m 


mi in a 
ae) Ne. Con 0 


als Bestimmung der Geschwindigkeitscomponenten im Innern des 
Wirbelrings, und hiernach für die Geschwindigkeit des Kreis- 
mittelpunkts 


da db m a\t 
#=—0, u* = = Miog(t)? 


In Folge dieser Bestimmungen besteht die fernere Gleichung : 


sea + (or )e-0) 0 


d. h. die folgende : 


d(e—aÿ+(e—0) _,; 
dt à 


welche aussagt, da8 während der weiteren Bewegung der Abstand 
eines im Kreïisinneren befindlichen Theiïlchens vom Mittelpunkt des 
Kreises unverändert bleibt. Daber ändert sich die einmal vor- 
handne Kreïisform des rotirenden Gebiets nicht. Die Theilchen 


1) Die englischen Autoren geben für die Geschwindigkeit w* die Hälfte des 
hier angegebenen Werths, was uns unrichtig erscheint. 

Ist als Ringquerschnitt in einem gegebnen Augenblick eine Ellipse mit den 
unendlich kleinen Halbaxen p und gq gegeben, so ergeben sich die Geschwindig- 
keitscomponenten ihres Mittelpunktes (a, b) als : 
cop Alt FT a SIDE 24 

dt È dt an p +4 
Im Verlaufe der weiteren Bewegung behält dieser Querschnitt die nämliche ellip- 
tische Form. Die Ellipse selbst aber rotirt (scheinbar) mit der Winkelgeschwin- 
digkeit: —2ma-t(p + q)* um den gleichfürmig fortschreitendeo Mittelpunkt 
(a, b). Die in dem Querschnitt enthaltenen Theïlchen, deren Rotationsgeschwindig- 
keit m(xpq) ! beträgt, bewegen sich in ihm relativ gegen cinander. 
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dieses Gebiets schreiten mit der Geschwindigkeit £ parallel der 
Z-Axe fort, und rotiren gleichzeitig um den fortschreitenden 


Mittelpunkt mit der Rotationsgeschwindigkeit 


m 
Êx 

Die bisher erlangten Resultate scheinen mit den Ergebnissen 
des Theils der Helmholtz-Kirchhoffschen Entwickelungen, der sich 
auf die Bewegung der Gesammtheit des Ringes bezieht, im Ein- 
klang zu stehen. 

Allein die Bestimmung der GrôBe des Drucks, welcher im 
Wirbelringe selbst und in seiner Umgebung statthaben mu, führt 
zu Bedenken gegen die Môglichkeit des Eintretens solcher Be- 
wegung in einer incompressiblen Flüssigkeit. 

Nach Gleichung VII. ist der Druck p in einem aufBerhalb des 
Wirbelringes befindlichen Theïlchen durch die Gleichung 


1 


“best r 157 : 
AE De dn Hesse nu) 


bestimmt. 7. 
Die Gleichung X ergiebt für @, falls man noch 9 — a+ccos8 
setzt, den Werth: 


— m a 7 
Di TE (a+ecos6) log À +7|, 
woraus, nach Weglassung einer für alle Punkte der Ringober- 
fläche constanten, also auf die Druckbestimmung einfluBlosen GrôBe, 
sich ergiebt 

D = # 
HA 
in welcher Gleichung k eine mit verschwindendem c endlich blei- 
bende GrôBe bezeichnet. 

Berücksichtigt man noch, daf die Oberflächenelemente dg 
der Ringfläche dem Radius « proportional abnehmen, und führt 
statt ihrer die Oberflächenelemente dg' des Parallelrings mit dem 
. Querschnittsradius Eins in die Rechnung ein, so erhält man zur 
Bestimmung des Drucks p in einem auferhalb des Ringes liegenden 
Punkt die Gleichung : 


11 
) —= di mn pate 1 ] 2 
LR Se dn Spa Ce mL 
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in welcher sich die Integration auf die Oberfläche des Parallelrings 
bezieht. Das erste Glied dieses Ausdrucks ist von der Ordnung c°!, 
das zweite für Punkte in der Nähe der Oberfläche des Wirbelrings 
oder an ihr selbst von der Ordnung 6°. Man kann daher c stets 
so klein wählen, daf der dort bestimmte Druck jeden negativen 
Werth überschreitet. Bei unendlich dünnen Ringen würde daher 
der Druck in ihrem Inneren oder an ihrer Oberfläche einen un- 
endlich hohen Zug darstellen. In tropfbaren Flüssigkeiten würde 
hiernach die Bildung eines solchen Ringes nicht eintreten kônnen. 

Durch Hinzufügung eines für alle Flüssigkeitselemente gleichen 
positiven Druckes würde das erreichte Resultat nicht abgeändert 
werden kôünnen, wenn man diesen Druck nicht unendlich grof 
wählen wollte. Jedoch die Vorstellung, daf die zu betrachtende 
Flüssigkeit in eine Kugel von unendlichem Radius eingeschlossen 
sei, deren Wandung einen unendlich hohen Druck auf die 
Flüssigkeit ausübte, würde das Eintreten der betreffenden Be- 
wegung nicht plausibler erscheinen lassen. 


Mitteilungen über die Wirkung von Lichtstrahlen 
auf lebende Zellen. 


Von 
Professor E. Hertel in Jena. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 3. Februar 1906 von M. Verworn. 


Im Folgenden müchte ich kurz die Resultate besprechen, die 
sich aus meinen Arbeiten an der zoologischen Station zu Neapel 
während des Frühjahrs 1905 ergeben haben. Der mehrwôchentliche 
Aufenthalt an der Station wurde mir durch die Munificenz der 
Kôüniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gôttingen und der 
Gräfin Bose-Stiftung zu Jena ermôglicht. Einen Arbeitsplatz an 
der Station verdankte ich dem Entgegenkommen des Kôüniglich- 
Sächsischen Unterrichtsministeriums. An der Station erfreute ich 
mich eines auferordentlich weitgehenden Entgegenkommens bhin- 
sichtlich der zu meinen Experimenten notwendigen Installationen. 
Herr Geheimrat Dohrn und seine Mitarbeiter, namentlich die Herren 
Henze, Burian und Lo Bianco, haben stets mit grôftem Wobl- 
wollen meine Arbeiten gefürdert. Für alle diese Unterstützungen 
môchte ich auch an dieser Stelle meinen aufrichtigsten Dank aus- 
sprechen. 

Die Fragen, die ich experimentell zu behandeln vorhatte, 
schlossen sich an Beobachtungen bei früheren Experimenten an, 
durch die sie aber aus Mangel an geeigneten Objekten nicht zur 
gewünschten Klarheit hatten durchgeführt werden künnen. 

Zuerst beschäftigte mich die Untersuchung der Frage: 

Hat das Licht Einfluf auf den ZellteilungsprozeB? 

Ich wurde hierzu veranlafit durch die Beocbachtung, daf an 
bestrahiten Kaninchenhornhäuten sich eine Proliferation der Ge- 
webszellen feststellen lieB, speziell eine Vermehrung der Mitosen. 
Es war ja nun wohl denkbar, da durch die Zuführung strahlender 
Energie aus einem Wellenbereich, der hauptsächlich als Licht- 

7 


Mitteilungen über die Wirkung von Lichtstrahlen auf lebende Zellen. 95 


strahlen in Erscheinung tritt, ebenso die Kernteilung beeinflufit 
wird wie durch Strahlen aus einem Wellenbereich, der vorwiegend 
Wärme entfaltet. 

Als Objekte benutzte ich zu meinen Untersuchungen künstlich 
befruchtete Seeigeleier. Diese wurden zunächst mit spektral 
zerlegtem Licht aus verschiedenen, aber genau ausgemessenen 
Wellenlängengebieten bestrahlt; die jeweilig verwendete Intensität 
der Strahlung wurde dabei durch thermoelektrische Messungen 
bestimmt, sodafi die zur Beobachtung kommenden Wirkungen der 
Bestrahlung nicht durch Intensitätsdifferenzen der angewendeten 
Strahlengebiete in unbeabsichtigter Weise beeinfluft werden konn- 
ten. Die Bestrahlung wurde unter gleichzeitiger Beobachtung der 
Eiïer mit dem Mikroskop vorgenommen, um sogleich alle Verände- 
rungen registrieren zu kôünnen. Ueber genauere Einzelheïiten der 
Versuchsanordnung, sowie über die verwendeten Intensitäten und 
ihre Feststellung verweise ich auf meine früheren ausführlichen 
Mitteilungen in der Zeitschrift für allgemeine Physiologie Bd. 4, 6, 6. 

Durch Einwirkung von unsichtbaren ultravioletten Strahlen 
(280uu aus dem Magnesiumfunkenspektrum) wurde auch bei ganz 
geringer Intensität und kurzer Einwirkung (1 Min.) eine deutliche 
Stôorung des Zellteilungsprozesses erzielt, gleichgültig, in welchem 
Stadium die Eizellen der Bestrahlung ausgesetzt wurden. Waren 
die Eier noch ungeteilt, so trat zum mindesten eine Verspätung 
der zu erwartenden Furchungsphase ein, die bei geringer Ver- 
stärkung der Intensität oder bei längerer Dauer der Einwirkung 
sich sehr schnell mit einer unvollkommenen Ausbildung der durch 
die Teïlung neu entstandenen Zellen vergesellschaftete. Durch 
weitere Verstärkung der Intensität gelang es leicht, die Teilung 
überhaupt zu unterdrücken, ja, die Zellen abzutôten und zu zer- 
stôren. 

Wurde die Bestrahlung erst im Zweizellenstadium vorgenommen, 
so war, sofern beide Zellen im Strahlenbezirk lagen, dieselbe Art 
der Behinderung zu sehen, wie bei den noch nicht gefurchten Eiern. 
Lagen die zweizelligen Eier aber nur partiell im Strahlenbezirk, 
so war die Strahlenwirkung verschieden, je nachdem wie die 
Strahlengrenze zu den beiden Zellen verlief. Lagen sie beide zum 
Teil in der Strahlenzone, dann wurde eine Behinderung der weite- 
ren Furchung beobachtet, selbst wenn die Bestrablung nur auf 
kleine Teile der Zellen beschränkt blieb. Lag nur eine Zelle in 
der Strahlenzone, so trat meist die Behinderung nur in dieser 
ein, die andere entwickelte sich gut weiter. LieB ich die Strahlen- 
grenze müglichst exakt mit der Grenze der beiden Zellen zusammen- 
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fallen, so gelang es bei geeigneten Intensitäten der Strahlen, die 
bestrahlte Zelle abzutôten, während die nicht bestrabhlte sich weïiter 
entwickelte. In ähnlicher Weise lieB sich auch das Vierzellen- 
stadium der Eier in seiner Entwicklung beeinflussen. 

Es bietet sich also nach meinen Versuchen in der Applikation 
von ultravioletten Strahlen Gelegenheïit, auf einzelne Zellen von 
befruchteten und in Furchung begriffenen Kiern einen in seiner 
Intensität bequem abstufbaren Reiz zu setzen, ohne die anderen 
Zellen wesentlich zu tangieren. Dieser Reiz kann ohne weïteres 
so gesteigert werden, daf die bestrahlte Zelle abgetôtet wird, 
während die anderen sich normal weiter zu entwickeln vermügen. 
Es dürfte diese Beobachtung für weitere entwicklungsmechanische 
Studien auch methodisch von Interesse sein. 

Interessant war ferner, daB sich unter der Einwirkung der 
ultravioletten Strahlen eine schon aufgetretene Furchung wieder 
zurückbilden konnte. Meist starb die rückgebildete Zelle nach 
einiger Zeit ab, doch konnte ich Beobachtungen machen, die darauf 
hindeuteten, daf unter geeigneter Anordnung der Versuche sich 
auch eine weitere Entwicklung derartiger Zellen, die zuerst eine 
Rückbildung durchgemacht hatten, erzielen läBt. 

Versuche mit sichtbarem Licht (blauen Strahlen von 440uu 
und gelben Strahlen von 558uu) liefen unzweifelhaft ebenfalls einen 
schädigenden Einfluf der Strahlen auf den Furchungsprozef der 
Eizellen erkennen, doch waren die erzielten Abweichungen von der 
Norm trotz hoher Intensität der Strahlung relativ gering. Diese 
graduelle Differenz in der Wirkung der ultravioletten und sicht- 
baren Strahlen findet, wie ich schon früher betont habe, ihre Er- 
klärung darin, daf die langwelligen sichtbaren Strahlen relativ 
weniger Wirkung entfalten, weil sie von den bestrahlten Orga- 
nismen in geringerem Grade aufgenommen werden als die kurz- 
welligen nnsichtbaren. Erhôhte ich künstlich die Aufnahmefähig- 
keit durch biologische Sensibilisation mit Eosin in einer Concentration 
von 1:5000, so erhielt ich auch stärkere Einwirkung der sichtbaren 
Strahlen auf den TeilungsprozeB (cf. Zeitsch. f. allg. Phys. Bd. 5, 
Heft I, S. 116; Heft IV, S. 57). 

Schlieflich stellte ich noch Versuche an mit unzerlegtem 
Sonnenlicht und diffusem Tageslicht. Es zeigte sich, da das 
Sonnenlicht stets, und zwar je nach der Intensität der Strahlen, 
ziemlich schnell die Zellen abtôtete. Das diffuse Tageslicht dagegen 
erwies sich alë zu schwach, um eine deutliche Wirkung auf den 
ZllteilangsprozeB in Erscheinung treten zu lassen; erst nachdem 
ihm eine hühere Aufnahme in die Zellen durch Sensibilisation ge- 
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sichert war, sah ich auch durch Tageslicht den TeilungsprozeB der 
Eizellen beeinfluft werden, und zwar bestand auch hier eine deut- 
liche Retardierung des Eintritts der einzelnen Furchungsphasen. 

Jch kam daher auf Grund meiner Experimente zu dem SchluB, 
da die Einwirkung der Lichtstrahlen für den Ab- 
lauf des Zellteilungsvorganges ungünstig ist, 
allerdings tritt dieser Einfluf auf die Teilung 
erst bei hôherer Intensität des Lichtes hervor. Bei 
der Bemessung dieser Intensitätsgrenze fällt ins Gewicht, daB nach 
früheren Versuchen die physiologische Wirkung der einzelnen 
Spekralgebiete auf die Organismen eine verschieden starke ist 
wegen des nach der Wellenlänge verschieden groBen Strahlen- 
aufnahmevermôügens seitens der Organismen. Es ist deshalb auch 
unmüglich, einen allgemein gültigen Schwellenwert anzugeben, bei 
welchem die schädigende Wirkung des Lichtes auf den Teilungs- 
proze eintritt. 

In zweiter Linie beschäftigte ich mich mit Experimenten. 
welche weiteren Aufschluf bringen sollten über 
Die Wirkung der Lichtstrahlen auf pigmentiertes 

Gewebe. 

Ich batte schon früher an Tritonlarven unter der Bestrahlung 
mit verschieden welligen Lichtstrahlen Veränderung der Chroma- 
tophoren konstatieren künnen und hoffte, durch geeignete Experi- 
mente an Cephalopoden diese Beobachtungen zu ergänzen und besser 
aufklären zu kônnen. Ich benutzte zu meinen Untersuchungen 
Sepiola, Octopus, besonders aber Loligo vulgaris. Die Tiere wurden 
im Dunkelzimmer in geeigneter Weise Strahlen aus verschiedenen 
Spektralgebieten von bekannter Wellenlänge und Intensität aus- 
gesetzt. (Genaueres über die Versuche cf. Zeitschr. f. allgem. 
Phys. Bd. 6, Heft I, S. 44.) 

Die Applikation von ultravioletten Strahlen (280uu) lieB die 
Chromatophoren sehr schnell aufschiefen, und zwar nicht nur 
innerhalb der Strahlzone, sondern die Färbung breïitete sich nach 
ganz kurzer Zeit auch über das übrige Tier aus; das Tier selbst 
wurde sehr unruhig und entzog sich durch Fortschwimmen der 
Einwirkung der Strahlen. Bei Bestrahlung mit sichtbarem Licht 
(blaue Strahlen von 440uu und gelbe Strablen von 558uu) fiel, 
namentlich deutlich an jungen Loligo-Exemplaren, eine unverkenn- 
bare Differenz in der aufschieBenden Färbung je nach der Wellen- 
linge der auftreffenden Strahlen auf. Durch die kurzwelligeren 
blauen Strahlen gerieten zunächst die gelben Zellen in die bekann- 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-pbys. Klasse. 1906. Hoft 1. 7 
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ten zuckenden Bewegungen, erst geraume Zeit später fingen auch 
die violettroten Zellen an, sich zu bewegen. Bei den langwelligeren 
gelben Strahlen dagegen trat ausnahmslos gerade die Ausbreitung 
der violettroten Zellen zuerst auf, während die gelben erst viel 
später sich expandierten. Eine Ausbreitung der Erregung auf das 
ganze Tier und eine Fluchtbewegung desselben konnte ich bei diesen 
Strahlen nicht beobachten. À 

Noch schôner lieBen sich die Experimente anstellen an der 
überlebenden Haut getôteter Tiere, in welcher bekanntlich die 
Chromatophoren noch stundenlang durchaus reaktionsfähig bleiben. 
Es lieBen sich so, namentlich nach Freipräparieren der die Chromato- 
phoren führenden Schicht und nach Ausbreiten derselben auf kleine 
Wachsrähmchen, die Veränderungen mit dem Mikroskop beobachten, 
auch war man sicherer, daf die Strahlen mit der gewollten In- 
tensität die Chromatophoren trafen, da sie jetzt nicht erst noch 
andere Schichten (Epithel usw.) zu passieren hatten. Die Resultate 
dieser Experimente waren dieselben wie die oben skizzierten. — 
Eine Untersuchung der Absorption der Zellen mit Engelmanns 
Mikrospektroskop ergab für die violettroten Zellen ein Maximum 
der Absorption bei etwa 5bwu, für die gelben Zellen bei etwa 46wu. 
Die ultravivletten Strablen dagegen wurden gleichmäfig von beiden 
Zellensorten ausgelüscht, namentlich waren Strahlen von 280uu 
nicht im Stande, die Zellen zu passieren. Daraus erklärt sich auch 
die verschiedenartige Wirkung der Strahlen auf die Zellen. Die 
von beiden Sorten gleichmäfig aufgenommenen ultravioletten Strah- 
len erregten die violettroten und gelben Zellen gleichmäfig, die 
blauen Strahlen wurden am meisten aufgenommen von den gelben 
Zellen, deren Absorptionsmaximum am nächsten der Wellenlänge 
der blauen Strahlen lag, während die gelben Strahlen von 558uu 
am nächsten dem Absorptionsmaximum der violettroten Zellen 
kamen, und daher auch diese Zellen zuerst erregten. Es ging 
daraus also auch hervor, daB die Strahlen von grôferer Wellen- 
länge das Pigment zur Entfaltung ihrer Wirkung auf die Zellen 
benütigten. Das Pigment bildete gewissermafen die Aufnahme- 
station der Reizwirkung, von hier aus wurde der Reiz zur wei- 
teren Wirkung auf die übrige Zelle übertragen. 

Um zu eruieren, ob diese Reizübertragung direkt auf die plas- 
matischen kontraktilen Elemente der Zelle oder auf die an die 
Zellen tretenden motorischen Nerven stattfände, habe ich weitere 
Versuche an atropinisierten Chromatophoren angestellt, nachdem 
ich mich überzeugt hatte, da die Wirkung nicht nur des indirekten 
refiektorisch übermittelten, sondern auch des direkten Lichtreizes. 
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durch Atropin in ganz äbnlicher Weise beeinfluft wird, wie z. B. 
die Wirkung der elektrischen Reizung: das heift, es wurde die 
Erregbarkeit der Nerven für direkten Lichtreiz aufgehoben, die 
Erregbarkeit der glatten Muskelsubstanz aber für den Lichtreiz 
blieb erhalten. Die Versuche an den atropinisierten Chromato- 
phoren ergaben nun, daf die oben beschriebene Einwirkung der 
Lichtstrahlen durch die Atropinisierung in keiner Weise verändert 
wurde, das will besagen, da die Uebertragung des Reizes durch 
das Pigment direkt auf die kontraktile Substanz der Radiärfasern 
erfolgte. 

DaB aber auch Lichtreiz durch Pigment auf Nerven übertragen 
werden kann, davon überzeugte ich mich durch Bestrahlung des 
pigmenthaltigen Bauchstranges von Sipunculus nudus. Ich konnte 
durch Bestrablung desselben sowohl mit unsichtbarem wie mit sicht- 
barem Licht Kontraktionen in dem zugehôrigen Muskelbereich aus- 
lôsen. Es dürfte diese Beobachtung um so wertvoller sein, als 
sie vielleicht im Stande ist, einen Fingerzeig zu geben für weitere 
Aufschlüsse über die Bedeutung der Pigmentflecke niederer Tiere. 
Denn es ist nach meinen Experimenten sehr wohl môglich, daf dem 
Pigment — wenigstens an manchen Stellen — die 
Rolle zukommt, den Reiz von Lichtstrahlen be- 
stimmter Wellenlänge auf sonst nicht gegen diese 
Strahlen empfindliche Elemente zu übertragen. 
Weitere Experimente müssen in diese Fragen noch mehr Klarheit 
bringen. 
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Ueber elektrische 
Erscheinungen beim Zerfall von Ammonium. 


(Erste Mitteilung) 
von 
Alfred Coehn. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 3. Februar 1906 von Eduard Riecke. 


Das Verhalten der Salze des Ammonium-Radikals, NH4, nach 
ihren krystallographischen Eigenschaften, ihrem physikalischen 
und chemischen Verhalten ist vollkommen analog denen des 
Kaliums und Rubidiums. Und auch die Môglichkeit, dass das 
Ammonium selbst in metallischer Form auftreten kônne, schien mit 
der Darstellung des Ammoniumamalgams erwiesen zu sein. Der 
einzige Eimwand gegen die metallische Natur des Ammoniums im 
Amalgam beruhte auf einem Versuche von Landolt,') welcher ge- 
zeigt hatte, dass das Ammoniumamalgam, in die Lüsung von 
Schwermetallsalzen, z. B. Kupfersulfat, gebracht, nicht wie die 
Amalgame der Alkalimetalle das Schwermetall reduzierte. Ich 
konnte vor einiger Zeit zeigen.?) dass unter leicht innezuhaltenden 
Bedingungen der Versuch von Landolt ein positives Resultat er- 
gibt. Das Ammonium kann in zweifacher Weise aus dem Amalgam 
verschwinden. Entweder geht es — analog den Alkalimetallen — 
als NH4-Ion in Lôüsung oder es zerfällt in die Gase Wasserstoff 
und Ammoniak. Nur im ersteren Falle aber besteht die Môglich- 
keit, daB ein metallisches Ion aus der Tüsung seine Ladung gegen 
das NH4-Ton austauscht und am Quecksilber reduziert wird. Die 


1) Ann. d. Chem. u. Pharm. Suppl. 6 (1868) 346. 
2) Zcitschr. anorg. Chem. 25 (1900) 430, Zcitschr. phys. Chem. 88. 609. (1901.) 
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Ammoniums im Quecksilber gegeben ist, hängt nur wenig von der 
Temperatur ab, dagegen zeigt sich der Zerfall in Ammoniak und 
Wasserstoff stark abhängig von der Temperatur. Durch Abküh- 
lung wird die Tendenz zu dem zweiten Zerfall herabgesetzt, 
ohne daB die erste wesentlich geändert würde. Und so gelingt 
es, bei etwa 0° mit Ammoniumamalgam Kupfer und auch wasser- 
zersetzende Metalle wie Cadmium und Zink zu reduzieren. Damit 
ist erwiesen, daB das Ammonium im Amalgam sich wie ein Alkali- 
metall verhält. 


2. In dem Zerfall des NH4 in NHs und H haben wir einen 
Vorgang, wie bei keinem anderen Metall: den Uebergang eines 
Metalles in Nichtmetalle. Wobl ist ein ähnlicher Vorgang bei 
Elementen wie Tellur môglich. Aber deren metallischer Character 
ist wenig ausgesprochen, und der Uebergang vollzieht sich auch 
nur in langer Zeit. Beim Ammonium haben wir in der Analogie 
zu den Alkalimetallen den ausgesprochensten Metallcharacter, und 
die Umwandlung findet schon bei Zimmertemperatur sehr rasch statt. 


Geht aber ein Metall in ein Nichtmetall über, so bedeutet das 
einen Rückgang der Dissociation von Elektronen inverhalb der 


WT 


R 
Substanz. Und geschieht dieser plôtzlich, so kann man erwarten, 
daB Elektronen in die Umgebung gelangen und daB daselbst Er- 


scheinangen sich zeigen werden, die ein Analogon zu den bei radio- 
activen Substanzen auftretenden darstellen. 

Ich habe mir — in Anknüpfung an meine früheren Arbeiten 
über das Ammonium — die Aufgabe gestellt, nach derartigen Er- 
scheinungen zu suchen. 
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8. Ein Quadrantelektrometer —. in der von Dolezalek angegebenen 
Form — wurde so geschaltet, daf an dem Quadranten Q die beiden 
Pole einer 8 Volt-Batterie lagen, deren Mitte ebenso wie das Ge- 
häuse des Elektrometers zur Erde geführt waren. Die Ableitung 
von der Nadel N wurde mit dünnem Draht auf Bernsteinstützen 
eine Strecke fortgeführt und endete als vertikales Drabtstück D. 
Diesem Ende konnte ein mit Quecksilber gefülltes Metallnäpfchen 
H bis zum Eintauchen von D entgegengeführt werden. Dann war 
die Quecksilbermenge, die sich bei À in einem unten zugeschmol- 
zenen und von einem Platindraht durchsetzten GlasgefäB befand, 
metallisch mit der Elektrometernadel verbunden. Das ganze Gefäf 
wurde von einem Halter getragen, dessen Griff durch ein Bern- 
steinstück ÆX unterbrochen war. Durch eine Schnur, die über eine 
Rolle gelegt und deren Ende bis zum Ablesefernrohr geführt war, 
konnte das GlasgefäB um eine Hôhe von etwa 30 cm gehoben und 
gesenkt werden. War es oben, so stand es durch D in Æ nur mit 
der Elektrometernadel in Verbindung. War es an seiner tiefsten 
Stelle, so tauchte ein seitlicher Drahtansatz S in das mit Queck- 
silber gefüllte GefäB G, und die Quecksilberkuppe À stand in dem 
Becherglas B. In diesem befand sich ein bis auf das untere Ende 
in Glas eingeschmolzener Platindraht ?P. Das Becherglas enthielt 
eine Lüsung von Ammoniumbromid, welches mit P als Anode und 
dem Quecksilber in À als Kathode von der Stromquelle R aus 
elektrolysiert werden konnte. Ammoniumbromid bietet dabei den 
Vorteil, da8f das am Boden des Gefäfes entstehende Brom dort 
liegen bleibt. Ferner war eine Hochspannungsbatterie von 200 
Volt vorhanden, V, deren einer Pol zur Erde geleitet war, wäh- 
rend der andere zu einer Metallplatte M über Bernsteinstützen 
geführt war. Diese Metallplatte war vertikal an einem Bernstein- 
griff verschiebbar, sodass sie, wenn À seine hôchste Stellung ein- 
nahm, in bestimmter abgemessener Entfernung, wenn nicht anders 
angegeben immer 3 cm über 4 stand. Dann war die Leitung der 
Hochspannung von V zur Nadel N nur durch die 3 em lange Luft- 
strecke zwischen À und  unterbrochen. 

4. Der Versuch wurde so ausgeführt, da8 während D in H ein- 
tauchte, À also seine hôchste Stellung 3 cm unter der Metallplatte 
M hatte, eine Erdleitung bei D aufgehoben und der Gang des Elektro- 
meters 5 bis 10 Minuten beobachtet wurde. Da alles sorgfältig 
durch Bernstein isoliert war, blieb der Ausschlag konstant oder es 
fand nur eine geringe — wohl durch Staubteilchen herbeigeführte — 
Aufladung der Nadel statt, die ca. 0,1—0,3 mm pro Minute betrug. 

Sodann wurde À vom Fernrobr her an der Schnur herab- 
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gelassen, dadurch der Kontakt SG geschlossen, und der Strom- 
übergang in der Lüsung zwischen P und À erzielt. Durch einen 
Widerstand W wurde die Stromstärke im Amperemeter auf be- 
stimmter Hôhe gehalten, die, wenn nicht anders angegeben, immer 
0,007 Amp. betrug. Dabei war der Durchmesser der Quecksilber- 
Kathode in À ca. 0,6 cm. 


5, Der typische Versuch zeigt folgenden Gang: À befindet 
sich in der oberen Stellung, also D in H. Die Erdleitung bei D 
wird aufgehoben und der Ausschlag beobachtet. 

Der Ausschlag war 52,2 


Nach 1 Min. 52,35 
NTRÉDAS., 52,43 
, HabS the 52,53 
VE 52,53 
Sas: À 52,53 


1) 6 ») 2,52 

Das GefäB À wird in die Lôsung herabgelassen, sodaf es in 
G taucht. Ein Strom von 0,007 Amp. geht 4 Minuten lang durch 
die Lôsung. Man bemerkt an dem Aufsteigen der Quecksilberkuppe 
die Entstehung von Ammoniumamalgam. 

Der Ausschlag beträgt am Ende der 4 Minuten 62,6. 

Sodann wird das (efäB À emporgehoben, sodaf es wieder in 
genau dieselbe Stellung kommt wie während der ersten 6 Minuten. 
Der Ausschlag bleibt noch einige Sekunden konstant. Dann tritt 
plôtzliches Ansteigen ein. 

Nach ‘/2 Minute Ausschlag 70 
» 17/2 , » 90 
ah 4 : » aus der Skala. 

6. Wird das GefäB A statt in Ammoniumbromid in Kalium- 
bromid gebracht, sodaf Kaliumamalgam sich bildet, so zeigt sich 
der Effekt nicht. 

7. Wird dagegen dasselbe Kaliumamalgam, mit welchem keine 
Wirkung eintrat, ohne Strom in die Lüsung eines Ammoniumsalzes 
gesenkt, sodass durch das Kalium Ammonium ausgefällt wird, und 
wird dann wieder die obere Stellung unter der Platte gegeben, so 
tritt zwar ein schwächerer, aber doch deutlicher Effekt ein. Es 
scheint, daB die Anwesenheit eines anderen Alkalimetalls im Queck- 
silber die Beständigkeit des Ammoniumamalgams vergrôBert. Stellt 
man durch Einbringen von metallischem Natrium im Quecksilber 
Natriumamalgam her und durch Eintauchen dieses in Ammonium- 
salzlôsung ein Natrium-Ammonium-Amalgam, so ist der bei reinem 
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Ammoniumamalgam sehr starke Effekt — wenn überhaupt vor- 
handen — nur sehr gering. 

8. Der Effekt rübrt nicht von verspritzenden Bläschen ber. 
Man vermeidet diese, indem man das Quecksilber in dem kleinen 
GefäB so hoch auffüllt, da8 — nach der Ausdehnung während der 
Bildung von Ammoniumamalgam — die Kuppe herausragt, sodaf bei 
dem Emporziehen aus der Lüsung die Flüssigkeit von der Kuppe 
herabläuft. 

9. Der Effekt rührt nicht von Ammoniakdämpfen ber. Denn 
wird das reine Quecksilber mit einer Lôsung von Ammoniak über- 
schichtet, dessen Dämpfe gegen die Platte gelangen, so tritt keine 
Wirkung ein. 

10. Auch wenn Wasserstoff durch eine Lôsung von Ammoniak 
geleitet wird und das Gemisch von Wasserstoff und Ammoniak 
sodann durch eine Quecksilberschicht streicht, zeigt sich die Wir- 
kung nicht. 

11. Entsprechend der früher gefundenen Tatsache, daB die 
Zersetzung in NH: und H bei niederer Temperatur verhindert 
wird, wäbrend die Bildung von NH4-Ilonen dabei stattfindet, ist 
der Eintritt des Effekts abhängig von der Temperatur. 

War die Lüsung ca. 30° warm, so trat der Effekt momentan, 
oder nach Verlauf von einigen Sekunden ein. Wurde dagegen die 
Lôsung bei einer Temperatur von ca. 15° verwendet, so vergingen 
mehrere Minuten bis zum plôtzlichen Eintritt der Wirkung. Man 
kann dann durch Beobachtung der Ammoniumamalgamkuppe genau 
angeben, wann die Bewegung der Elektrometernadel eintritt. Es 
bildet sich dann zuerst ein Ueberzug von feinen Blasen auf der 
Kuppe, die periodisch verschwinden und wieder erscheinen, bis 
plôtzlich die Fläche metallisch blank aussieht, dann erst setzt der 
Effekt ein. 

Bei hôherer Temperatur wird die Kuppe sofort blank und der 
Effekt tritt dementsprechend gleich ein. 

Es scheint, daf — dem früheren Ergebnis über Metallreduktion 
durch Ammonium entsprechend — bei niederer.Temperatur zuerst 
Ammoniumionen sich unter Reduktion von Wasserstoff bilden, 
wäbrend bei hôherer Temperatur der den Effekt gebende Zerfall 
des NH in NH: und H überwiegt. 

12. Es ist nicht erforderlich, daB das Quecksilber in 4 mit 
der Nadel selbst in Verbindung gesetzt wird. Die Leitfähigkeit 
der Luft zeigt sich auch dann, wenn das QuecksilbergefäB À nach 
der Elektrolyse frei an dem isolierenden Bernsteingriff gehalten 
wird, während ein 2 em darüber befindliches Drahtnetz mit der 
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200 Voltbatterie verbunden ist, über welchem eine Metallplatte 
sich befindet, die mit der Nadel verbunden ist. 

13. Die wirksame Menge des Ammoniums ist auBerordentlich 
gering. Berechnet man das durch Elektrolyse abgeschiedene 
Ammonium nach dem elektrochemischen Aequivalent, so nimmt 
man jedenfalls eine zu groBe Menge an, denn bei der Bildung des 
Ammoniumamalgams findet zugleich Wasserstoffentwicklung statt. 
Setzt man aber jenen Wert als Maximalwert, so ergibt sich, daf 
0,007 Amp. in einer Minute 0,00004 gr. NH4 abscheiden. Diese 
Menge zeigt noch vollkommen deutlichen Effekt. 


Gôttingen, Institut für physikalische Chemie, 
im Januar 1906. 


Ueber elektrische 
Erscheinungen beim Zerfall von Ammonium. 


(Zweite Mitteilung) 
von 


Alfred Coehn. 
Vorgelegt in der Sitzung am 3. März 1906 durch Eduard Riecke. 


14. Die Frage nach der Natur der vom zerfallenden Ammo- 
nium ausgehenden Wirkung ist dahin zu beantworten, da8 der 
Effekt wesentlich herrührt von positiv geladenen Teilchen, die 
vom zerfallenden Ammonium ausgesandt werden. Dies wird durch 
die folgende Versuchsreihe bewiesen. 

Für diese wurde das Elektrometer, um es unempfindlicher zu 
machen, mit einem stärkeren Quarzfaden versehen und um die 
Empfndlichkeit durch Aenderung der angelegten Spannung besser 
variieren zu kôünnen, in der gewôhnlichen Schaltung verwendet. : 
An die Nadel konnten 20—200 Volt gelegt werden!), das eine 
Quadrantenpaar lag mit dem Gehäuse zugleich an Erde, das andere 
blieb mit dem ersten verbunden bis nichts an der Versuchsanord- 
nung mehr geändert wurde und konnte dann mit dem Teil, dessen 
Potential geprüft werden sollte, verbunden werden. Die Empfind- 
lichkeit betrug, wenn nicht anders angegeben, 18 cm für ein Volt. 

15. Ammoniumamalgam wurde in der früher angegebenen Weise 
elektrolytisch hergestellt, indem jetzt immer ein Strom von 0,01 
Amp. während 3 Min. durch eine Lüsung von Ammoniumsulfat, 
deren Temperatar auf 30° gehalten wurde, hindurchging. Durch 


1) Herr Dr. F'. Krüger hat in der No. 6 der phys. Zeitschr. eine neue auBer- 
ordentlich bequeme Form von Hochspannungsbatterien zu 100 Volt beschrieben. 
Er hatte die I‘reundlichkeit, mir die vier ersten Exemplare davon zur Verfügung 
zu stellen. 
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eine einfache Vorrichtung, in der in der ersten Mitteilung skiz- 
zierten Art, konnte das Amalgam aus der Lüsung gehoben, in 
Verbindung mit dem einen Quadrantenpaar gebracht und erst dann 
dessen Verbindung mit dem andern und der Erde aufgehoben 
werden. Die Schaltungsvorrichtungen waren so eingerichtet, daf 
dies immer in 5 Sekunden bewerkstelligt war, soda8 der Effekt 
von da ab beobachtet werden konnte. 


16. Es wird zunächst die Platte M (siehe Figur der ersten 
Mitteilung) und die Hochspannungsbatterie V entfernt. Wird dann 
nach der Elektrolyse das Gefä8 À durch den Bern- 
steingriff P isoliert in die Hôhe gezogen (Fig. 1), sodaf 
in das Näpfchen H der Draht D eintaucht, der aber 
nicht wie in den vorigen Versuchen zur Nadel, son- 
<a dern zu dem einen Quadrantenpaar führt, so zeigt 

Fu sich deutliche negative Aufladung des Ammo- 


niumamalgams. 


Der Effekt der Selbstaufladung des Ammoniumamalgams bei 
seiner Zersetzung ist so stark, daf um ïhn zu messen die Emp- 
findlichkeit des Elektrometers bedeutend herabgesetzt werden 
mufte. Es wurden nur 20 Volt an die Nadel gelegt; dabei war 
die Empfindlichkeit 2,65 cm für ein Volt. Die Selbstaufladung des 
Ammoniumamalgams betrug unter den angegebenen Bedingungen 
ca. 7 Volt. 


17. Wird wie in den früheren Versuchen elektrolytisch in 
genau gleicher Weise hergestelltes Natriumamalgam an die Stelle 
des Ammoniumamalgams gebracht, so lädt es sich nicht auf. 


Wird dagegen das Natriumamalgam, welches zuerst keinen 
Effekt gegeben hatte, eine Minute in die Lôsung von Ammonium- 
sulfat gebracht, so tritt — aber entsprechend der bei den früheren 
Versuchen hervorgetretenen grüBeren Beständigkeit des Natrium- 
Ammonium-Amalgams nach längerer Zeit (bis zu 13 Min.) — die 
negative Selbstaufladung ein. 


Es ist also zu schliefen, daf positiv geladene 
Teilchen von dem serfallenden Ammonium ausgesandt 
werden. 


18. Es wird jetzt über das GefäB wieder die Metallplatte AZ 
gebracht (Fig. 2) und geprüft, ob die Selbstaufladung des Ammonium- 
amalgams durch eine darüber angebrachte positive oder negative 
Ladung beeinfluft wird. Bei der früheren .Empfindlichkeit des 
Elektrometers mit dem dünneren Quarzfaden war sowohl bei 
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positiver wie bei negativer Ladung der Platte der Elektrometer- 

ausschlag über die Skala hinausgegangen, 

so daB ein Unterschied nicht bemerkt 

en Vof wurde. Dieser tritt nunmehr deutlich 

hervor : bei positiver Ladung der Platte 

erfolgt eine langsame und schwache posi- 

tive Aufladung des Ammoniumamalgams, 

die im Maximum 8 cm beträgt. Bei ne- 

gativer Ladung der Platte nimmt das 

Ammoniumamalgam sofort starke negative Ladung an, die 50 cm 
übersteigt. 

Während also bei positiver Ladung der Platte die durch die 
leitend gewordene Luft zum Ammonium gelangende Ladung den 
Effekt der Selbstaufladung des Ammoniumamalgams überdeckt, 
superponiert sich bei negativer Ladung der Platte die von dieser 
ausgehende Ladung der Selbstaufladung des Ammoniumamalgams. 


4 Erde œ) 200 Volt 


Fig. 3. Fig. 4. 

19. Wird nicht das Ammoniumamalgam, sondern die Platte mit 
dem Elektrometer verbunden (Fig. 3) und das mit der Erde ver- 
bundene Ammoniumamalgam darunter gebracht, so zeigt sich eine 
schwache (3 cm) aber doch deutliche positive Ladung der Platte. 
Die Kleinheit des Effectes läBt die durch den Sinn des Ausschlages 
unterstützte Vermutung offen, daB hier in der leitend gewordenen 
Luft ein Volta-Effect zwischen dem Ammoniumamalgam und der 
darüber befindlichen Kupferplatte sich geltend macht. Es wurde 
daher an die Stelle der Kupferplatte eine frisch geschnittene 
Natriumplatte gebracht, die gegenüber dem Ammoniumamalgam 
den Volta-Effect im umgekebrten Sinne zeigen müfite. Aber auch 
diese lud sich wie die Kupferplatte deutlich positiv. 

20. Wird endlich, während die Platte mit dem Elektrometer 
verbunden bleibt (Fig. 4), das Ammoniumamalgam selbst mit der am 
andern Ende abgeleiteten Batterie von 200 Volt verbunden, 50 tritt 


bei positiver Ladung des Ammoniumamalgams an der Platte eine 
Ladung im positiven Sinne ein, welche 50 cm übersteigt, während 


bei negativer Ladung des Ammoniumamalgams der Ausschlag im 
Maximum 13 cm beträgt. 
Es zeigt sich also, da die Aussendung der posi- 


Fig. 2. 
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tiven Teilchen durch positive Ladung des Ammonium- 
amalgams befôürdert, durch negative Ladung ge- 
hemmt wird. 

21. Die Entstehung freier Ladungen beim Zerfall des Ammoniums 
ergibt sich sehr deutlich durch den folgenden Versuch. Es wird das 

Elektrometer in idiostatischer Schaltung verwendet (Fig. 5), so- 

_ daf überhaupt keinerlei Elektrizitätsquelle an der Versuchsanord- 
nung vorhanden ist.1) Die Nadel ist dabei 
mit dem einen Quadrantenpaar und dem 
Gehäuse des Elektrometers verbunden, 
das andere Quadrantenpaar zunächst 
ebenso. Nach Verbindung des GefäBes À 
mit dem zweiten Quadrantenpaar wird 
die Verbindung zwischen den Quadranten- 
paaren aufgehoben: es tritt eine negative 
Ladung ein. Der erhaltene Ausschlag 
entspricht einer Aufladung zu ca. 7 Volt. 
Bei Ersatz der Quecksilberoberfläche in 
A4 von 0,6 cm Durchmesser durch eine solche von 2 em Durch- 
messer stieg die Aufladung bis auf 18,5 Volt. 

Weitere Mitteilungen über Erscheinungen beim Zerfall des 
Ammoniums sollen demnächst erfolgen. 

Güttingen, Institut für physikalische Chemie, 

Februar 1906. 


Fig. 5. 


1) Für diese idiostatische Schaltung erwies cs sich als zweckmäfig, den 
Quarzfaden im Elektrometer durch cinen solchen aus Platin zu ersetzen. Bei 
einem feuchten Quarzfaden besteht — jedenfalls durch Ungleichheit der Aluminium- 
häkchen an seinen Enden — die Môglichkcit zur Ausbildung eines galvanischen 
Elements, wodurch die Nadel niemals vüllig frei von Ladung zu erhalten ist. 
Für gewühnlich ist das belanglos. Bei der idiostatischen Schaltung aber tritt es 
darin zu Tage, daB der Ausschlag bei Zuführung positiver und negativer Ladung 
zum Quadranten nach verschiedcnen Seiten und zwar nicht in gleicher Grüke 
sich bewegt. Wird dagegen ein Metallfaden verwendet, so ist die Nadel nach 
Ableitung frei von Ladung und der Ausschlag geht bei Zuführung positiver oder 
negativer Ladung nach derselben Seite. 


Bestimmung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit und 
Absorption von Erdbebenwellen, die durch den Ge- 
genpunkt des Herdes gegangen sind. 


Von 


G. Angenheister. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 23. December 1905 von E. Wiecbert. 


Mit 1 Tafel. 
A. Bestimmungen der Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 


Die groBe Uebereinstimmung einzelner Erdbebendiagramme, 
die von verschiedenen Beben desselben Herdes herrühren, kann 
zu der Annahme führen, daB die charakteristische Form des Dia- 
gramms im Wesentlichen von dem Weg herrührt, den die Er- 
schütterung nahm. 

Schwingt eine mächtige Erdscholle aus ihrem labilen Gleich- 
gewicht in eine neue Lage, so pflanzen sich infolge dieses einen 
StoBes nach allen Richtungen hin die Erschütterungen wellen- 
f6rmig fort. Das Medium, durch das die Wellen gehen, ist nun 
nicht homogen, sondern weïift Diskontinuitäten auf, die die Wel- 
lennormale brechen. Ferner künnen im Wege der Wellen Erd- 
schollen liegen, die einer Eigenperiode fähig sind, welche von der 
ursprünglichen Periode der Wellen verschieden ist. Hier wird 
ein Teil der Wellenenergie absorbiert und mit der Eigenperiode der 
Schollen wieder ausgestrahlt. Da vielleicht bis zu einem gewissen 
Grade die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Periode und Am- 
plitude !) abhängig ist, so werden die Wellenzüge zeitlich nach- 
einander dahineilen. Nimmt man an, daB infolge der Erschütte- 


1) 8. Kusakabe Tokyo K. 2, S. 142, 1904. 
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rung vom Bebenherde sowohl transversale wie auch longitudinale 
Wellen ausgesandt werden, so müssen die longitudinalen, denen 
die grüBere Geschwindigkeit zukommt, den transversalen Wellen 
voraneilen. Die Oberflächenwellen selbst kôünnen durch Reflexion 
an Gebirgsmassen und durch andere ürtliche Verhältnisse (z. B. 
Quertäler) in ïibrer Richtang und Intensität geändert werden. 
Aus all diesen Gründen erhellt, da die Erschütterungen des einen 
StoBes im Erdbebenherd als eine Anzahl zeitlich auf einanderfol- 
gender Wellenzüge mit verschiedener Periode die Erdbebensta- 
tion passieren müssen und daher dort ein Diagramm liefern 
werden, daf um so weiter aus einandergezogen ist, je weiter der 
Herd der Stôrung entfernt und je kräftiger die Stôrung selbst 
war, denn dann kôünnen all die angeführten Momente um so stär- 
ker in die Erscheinung treten. Es soll hiermit nun nicht be- 
hauptet werden, daf im Herde bloB ein einziger Sto8 erfolgt; 
dort wird die Ruhe infolge der Elasticität der Scholle erst all- 
mäblig eintreten. Auch werden sich kleine Spannungen noch nach- 
träglich ausgleichen. 

Je weiter der Weg ist, den die Wellen zurückgelegt haben, 
je später ihr Eintreffen am Beobachtungsort ist, desto schwächer 
ist ihre Energie. Das Diagramm wird also ein allmähliges Ab- 
klingen der Wellen mit der Zeit zeigen. 

Gewisse Zeitpunkte im Diagramm sind aber vor andern aus- 
gezeichnet. Betrachten wir die vom Epizentrum ringfôrmig aus- 
gehenden Oberflächenwellen, so ist die Abnahme der Energie — 
eine vollkommen elastische Kugel vorausgesetzt — eine periodische 
Funktion des Weges, weil sich im Gegenpunkt zum Epizentrum 
die Wellen sammeln')}. Dort ist ein neuer Quellpunkt, von dem aus 
sich die Wellen wieder ringfôrmig ausdehnen, um die Beobachtungssta- 
tion St jetzt in entgegengesetzter Richtung zu passieren, wie vorher, 
und sich wieder im Epizentrum zu sammeln, von wo sie dannvon neuem 
ausstrômen und nochmals die Beobachtungsstation passieren kôn- 
nen. Die Wellen, die zum ersten Mal St passieren, nennen wir 
W,, beim zweiten Durchgang durch Sf in entgegengesetzter Rich- 
tung W,, beim dritten Durchgang in ursprünglicher Richtung W.. 

Die Zeitpunkte, wo W, und W, die Station Sf erreichen, sind 
bevorzugt, indem im langsam abklingenden Diagramm neue stär- 
kere Wellenzüge auftauchen. 


1) Deshalb kann auch unter Umständen im Gegenpunkt ein Beben wahrge- 
nommen werden, das etwa in der Mitte zwischen Herd und Gegenpunkt nicht 
mebr merklich ist. 
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Da auf dem langen Wege viel von der Energie der Wellen 
absorbiert wird, so wird die Welle zum zweiten Mal die Beobach- 
tangsstation nur mit geringer Energie passieren. Immerhin kann 
aber, wenn noch andere Wellenzüge in gleicher Zeit eintreffen, 
die einen anderen Weg genommen haben, die Energie von W, 
grôBer sein. 

Dies läft sich tatsächlich beobachten. 

Es zeigen sich am Ende sehr starker, sehr weit entfernter 
Beben, oft ganz schwache regelmäBige Wellenzüge, deren Ampli- 
tude sehr langsam abnimmt, zuweilen stundenlang andauernd, mitten 
darin findet sich ein Anschwellen der Bewegung von anderer, 
wenn auch meist wenig verschiedener Periode, die man als W, 
ansprechen kônnte. Jedoch ist dieser Fall für Berechnungen we- 
nig geeignet, weil sich W, nur unsicher auffinden, und der Beginn 
von W, nur ungenau feststellen läft. 

Noch schwieriger und unsicherer ist das Auffinden' von W, 
bei den ungewôbnlich starken und weiïitentfernten Beben, da diese 
4 bis 5 Stunden den Seismographen erheblich schwanken lassen. 

Die Nahbeben wiederum, die ein verhältnismäfig kurzes Dia- 
gramm geben, haben bei uns meist nicht die ausreichende Intensität, 
um eine Welle durch den Gegenpunkt zu senden. Auferdem treten 
manchmal Nachstôfie im Herd auf, deren Wellen bei der geringen 
Herddistanz bis nach St gelangen und dort die Ruhe, die zur 
Beobachtung von W, nôtig ist, stôren. 

Am deutlichsten tritt W, hervor bei weit entfernten Be- 
ben, die bei uns mittelstarke Diagramme liefern, und deren 
Bewegungen nach 1—1!/; Stunde erlôschen. Die etwaigen Nach- 
stüBe haben hier bei der grofen Herddistanz nicht die Kraft 
bis nach Sf zu gelangen. Die Energie des Hauptstofes aber ist 
ausreichend, da der Unterschied des Weges von W, und W, nicht 
allzugrof ist. Bei einer Herddistanz von 10000 km hat W, den 
8 fachen, bei 13300 km nur den doppelten Weg von W, zurück- 
zulegen. Günstig für das Hervortreten von W, ist eine môglichst 
geringe mikroseismische Tagesunruhe. Da diese eine durchschnitt- 
liche Bewegung von 8% Periode die Welle W, eine solche von 
18% hat, so ist für unsern Zweck wichtig, daf der Seismograph 
eine Periode hat, die näher an 18%. liegt, weil er dann für W, 
empfindlicher ist. 


Ist v die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von W, 


T,— 7: die Zcitdifferenz zwischen dem Eintreten von W, und 
W, in der Beobachtungsstation St, 
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P, das Epizentrum, 
Pt P: der Gegenpunkt des Epi- 


zentrums, 
» der Erdradius 


H so ist 
Sf AA Sig 2ra m2 2,8 


de De Teen un 
___ 40000 km — 2 P, Stkm 
ds Tati ob 
“A Hat man einmal einen Mittel- 
wert für die Fortpflanzungs- 
P2 geschwindigkeit r von W2 


gefunden, so ist es andererseits môglich, einen Rückschluf auf die 
Herddistanz zu machen, was wichtig ist, wenn die Vorläufer 
fehlen und die Herddistanz unbekannt ist, während W, vorhan- 
den ist. Die Herddistanz H ergiebt sich dann gleich 


4 = 40000km —(J';— 1,)' r km/sec 
: 


Die Genauigkeit der Bestimmungen von v ist abhängig von 
der Genauigkeit mit der die Herddistanz P, St und T,— 7, ange- 
geben werden kann. Sind Vorläufer vorhanden, so läft sich die 
Herddistanz aus dem Eintreten der beiden einleitenden Phasen 
und der Hauptbewegung berechnen, z. B. nach den empirischen 
Formeln von Läska. Der Beginn der ersten Stôrung ist meist 
leicht bis auf wenige Sekunden genau anzugeben. Bei der 
zweiten ist dies schwieriger, weil die beiden Stôrungen manch- 
mal undeutlich in einander übergehen, oft auch nicht blof ein, 
sondern mehrere deutliche Einsätze vorhanden sind. Ein Fehler 
von 1 min entspricht hier 1000 km Fehler in der Herd- 
distanz. Am schwierigsten ist zuweilen der Beginn des Haupt- 
bebens zu bestimmen, denn oft sind den kurzperiodigen Wel- 
len der zweiten Vorstôrung Wellen groBer Periode (20—30sec-) 
überlagert, die schon dem Hauptbeben angehôüren. Ferner fällt 
der Anfang des Hauptbebens durchaus nicht immer mit dem 
Maximum der Bewegung zusammen. Es ist vielmehr wahrschein- 
lich, daf das Maximum der Bewegung sich im Zuge der langen 
Wellen umsomehr zum Ende hin verschiebt, je weiter der Beben- 
herd entfernt ist. Eine Vergleichung von Güttinger und Upsalaer 
Diagrammen deutet darauf hin. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichton, Math.-phys. Klusse. 1906. Heft 1. 8 


8 « 
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In den folgenden Tabellen ist nach der angegebenen For- 
mel die Geschwindigkeit v für verschiedene Beben berechnet 
worden. 


Zu den Tabellen: I merklich IX auffallend III stark 
P = erster Vorläufer 
S = zweiter , 


L = Lange Wellen 


Tabelle. 


L 11. VIL 05 | w 11 | P | g*48"46" 5750 3 
Fig. I S 568 
L 9% 6® 
W, 9210 | 15—18 | 250 260 | onyjm 
W, 1161%| 16—18| 5 4 
II. 10. XIL 06 | # II | P | 12*46=64: H, = 8600 | v, — 3,48 
Fig. III S 5619 H,—10000| v = 3 
L |15*17" 
W,; 28» 20 75 150= 
W, | 16% 7= 20 13 
I. 8.1X.05 |r 1 | P | 146-382 
Fig. IL W;| 1%50,7= | 9-15 |500—1000 ss 1600 | — 3,4 
Wa 4M9n 18-20 8 : 
Wal 5 6» 17 17= 51 
IV. 4. XIL 05 | r I | P | 71048 
8 | 715 3500 _ 
Ly 19=31° 
L,| 21=48 
|, 20= | 12—18 10 less 
Wa | 917" 15 
V. 17.XIL05| Iu |eLl|1014- do 
|| 29= 17 12 H Paire 
W 12* 4= 17 | 2,6 8 | 


Die Angaben sind den Diagrammen des Gôttinger 1200 kgr 
Pendels entnommen. 
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H — Herddistanz 
u — Herddistanz über 5000 km 
r — ? 1000—5000 km. 


A» A3 = EW und NS Komponente von À 
A Amplitude der Erdbewegung gerechnet von einer 
Seite zur andern in w gemessen. 


Die Herddistanz ist bei I, II und IV aus den Vorläufern, v 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach der angegebenen Formel 
aus À und 7, — T, berechnet. 


Zu No.2. Die Herddistanz ist einmal aus P und S zu 8600 km 
dann aus P und L zu 10000 km berechnet, die beiden entspre- 
chenden Werte von v sind 3,45 und 3,0, also um 15°/o ver- 
schieden. 


Herr Dr. Akerblom war so freundlich, die entsprechende 
Kurve aus Upsala zur Vergleichung nach Gôttingen schicken zu 
lassen. Es lieB sich auch dort, wie näher von ihm ausgeführt 
ist, W, finden ). 

Zu No.3. Die Herddistanz = 1600 km ist, da der Herd be- 
kannt ist, (Kalabrien) aus der Karte entnommen. 


Im kalabrischen Beben liegen die Verhältnisse zur Beobach- 
tang der Welle W, insofern günstig als das Epizentrum sehr 
nahe liegt und das Beben sehr stark ist. Es ist im Diagramm 
sowohl W, wie W, zu erkennen. Die Zeitdifferenz zwischen dem 
Eintreten von W, und W,, nenne ich 7,— T,. Es läft sich dann 
T,—T, aus v und Æ berechnen, wobei ich für v den aus TT, 
berechneten Wert «, — 3,4 benutze 
2 P, St 2H 3200 


RE Lien Votmiot 


= 1b" 41° 


TES Ts 


Andererseits wurde 7,— 7, im Diagramm gemessen und zwar 


TT, = 17. 


1) Will man die Zeitpunkte, wo W, an 2 verschiedenen Stationen auftritt, 
mit einander vergleichen, so ist es notwendig, die Diagramme selbst zu vergleichen ; 
weil sichere Resultate nur zu erwarten sind, wenn sich in beiden Diagrammen 
charakteristische Wellen wiederfinden lassen. Die hier angegebene Zeit des ersten 
leisen Auftauchens von W, ist allein zum Vergleich mit andern: Stationen nicht 
brauchbar; sie ist im Wesentlichen durch die Emptindlichkeit des: Instrumentes 
und durch ürtliche Verhältnisse bedingt. 
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Der berechnete und der gemessene Wert von T,- T, stimmen 
gut mit einander überein. 

Es läfit sich auch umgekehrt aus 7,-7T, die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit berechnen : 


2H 3200 km 


V, —= PT = 71020 = 8,1 km/sec. 


Diese flachen sinusfôrmigen Wellen W, und W, sind wohl sicher 
keine NachstôBe vom kalabrischen Herd, denn NachstôBe haben ein 
ganz anderes Aussehen. Beim Balkanbeben vom 8. zum 9. Novem- 
ber 1905 sind z. B. solche NachstôBe vorhanden. Sie sind von viel 
kürzerer Periode und schärferen Einsätzen. Ferner haben sie 
Vorläufer, aus denen sich die Herddistanz wie für das Haupt- 
beben berechnet. In den Kurven aus Upsala vom 8./9. November 
treten dieselben Nachläufer auf, jedoch ebenso wie das Hauptbeben 
zeitlich später wie in Gôttingen, während sie doch, gehôrten sie einer 
Welle W, an, in Upsala früher eintreffen müften als in Gôttingen. 

Zu No. 4 Die langen Wellen treten schon während der 
zweiten Vorstôrung auf; die Herddistanz von 3500 ist nicht sehr 
genau. Der Wert für v ist bedeutend grôüBer als bei den andern 
Beben; es würde der mittlere Wert v — 8,2 einer etwa doppelt 
so groBen Herddistanz entsprechen. Etwa 39" später als W, 
taucht noch eine Welle auf; für diese als W, würde sich v — 3,0 
berechnen. 

Zu 5. Hier fehlen die Vorläufer, während W, vorhanden ist. 
Die Herddistanz läfit sich also nach der angegebenen Formel aus 
T'und v berechnen Nimmt man » als bekannt — 3,2 an, so er- 
giebt sich für die Herddistanz 11600 km. Der Typus des Bebens 
ist in der Tat der eines sehr weit entfernten. 

Für die drei ersten Beben schwankt » zwischen 3 und 8,4 
km/sec. Das Mittel ist 3,2 km/sec. Der Mittelwert aus allen 
Beobachtungen ist v — 3,46. 

Diese Uebereinstimmung ist sehr gut. Omori hat in seiner 
Arbeit Werte für r angegeben, die zwischen 6,3 und 2,9 km/sec. 
schwanken. 


B. Bestimmung der Absorption der Energie. 


Die Absorption der Energie der Oberflächenwelle W, auf ihrem 
. Wege d bis zu ihrer Rückkehr nach St. als W, läfit sich aus den 
Amplituden À, und 4, von W, und W, sowie aus der zwischen dem 
Auftreten von W, und W, verflossenen Zeit 7° — T, berechnen. 
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Wäre die Erde eine vollkommen elastische Kugel, und fände 
eine Absorption nicht statt, so müfite, — eine Ausbreitung 
längs der Oberfläche vorausgesetzt, — LES Sekunden nach 
dem Eintreffen von W, in St das Beben zum zweiten Male 54 
passieren und zwar mit gleicher Stärke; es müfte also À, — À, 
sein. Ist nun À, — À, so ist dies eine Folge der Absorption. 

Anders liegt der Fall, wenn man eine Welle in den Dia- 
grammen zweiler Stationen vergleicht, die ungleiche Herddistanz 
haben, und aus der Abnahme der Amplitude die Absorption be- 
stimmen will; denn, abgesehen von der Absorption, breitet sich 
die Energie ringfôrmig aus, um sich im Gegenpunkt zu sammeln 
und sich von dort aus wieder auszubreiten u.s.w. Verfolgt man 
in der Vorstellung die Welle in ihrem Lauf über die Erdober- 
fläche, so sieht man also, wie sich die Amplitude periodisch ver- 
grôBert und verkleinert. Hierzu erst kommt die Aenderung der 
Amplitude durch Absorption. Ohne Absorption ist der ge- 
samte Betrag der Energie der ringfôrmig sich ausbreitenden 
Stôrung auf jedem Ringe vom Epizentrum zum Gegenpunkt von 
derselben GrüBe. Durch Absorption wird dieser Betrag pro Weg- 
einheit in der Bewegungsrichtung um denselben Bruchteil vermin- 
dert, wenigstens in erster Annäherung. 

Da die Energie sich z. B. im I. Quadranten ausbreitet, nimmt 
die Amplitude und damit die Geschwindigkeit der Bodenbewegung 
von Ort zu Ort ab. Ob hiermit eine Aenderung der Absorption 
verbunden ist, soll hier nicht berücksichtigt werden. 

Es ist môüglich, daf die Absorption eine Funktion der Defor- 
mationsgeschwindigkeit ist. Das frühzeitige Verschwinden kurz- 
periodiger Wellen aus den Diagrammen hat wohl zum Teil hierin 
seinen Grund. Bei gleicher Amplitude nämlich kommt den Wellen 
kurzer Periode eine grôüBere Deformationsgeschwindigke:t und da- 
mit wohl eine grüBere Absorbierbarkeit zu als den Wellen langer 
Periode. In Fernbebendiagrammen finden sich im Zuge der Ober- 
flächenwellen nur äuBerst selten kurze Perioden. 

Nennt man nun a den Absorptionskoeffizienten, J, und YJ, 
die Energie von W, und W,, so ist näherungsweise 
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d=v AE 


À 
VE 


wo À Wellenlänge und { Periode der Erdbebenwelle bedeutet. 


d = À a 1 
t 
À, \° 
sq pr) 
EN El lle 


1 2 


Da 1 bisher noch nicht experimental bestimmt werden konnte, 
so ist der obige Ausdruck einstweilen nicht zu berechnen. 


Ich nehme an, daB v — Le eine Konstante ist, und setze 
al 
av —= TT, lg (Su 


av muB dann eine für alle Beben konstante GrôBe sein. Der 


Ausdruck ee lg (&) enthält nur GrôBen die im Seismo- 


gramme zu messen sind. 

A, und À, die in der Tabelle angegebenen Amplituden der 
Bodenbewegungen sind aus den Amplituden der Diagramme und 
aus der scheinbaren IndicatorvergrôBerung $ berechnet worden, 
wobei die Abhängigkeit der scheinbaren IndicatorvergrôBerung 
periodischer Stôrungen von der Periode der Stôrung und von der 
Dämpfung berücksichtigt ist. Vergl. E. Wiechert, Theorie der 
automatischen Seismographen, Abhandl. d. kgl. Ges. d. Wiss. Gôt- 
tingen, math.-physik. Klasse. N.F. Bd. II, No. 2. 1903, S. 78, 105. 

V = wirkliche IndicatorvergrôBerung 
t — Période der Bodenbewegung 
T,—= Reducierte Eigenperiode 
T 
1 


> 


— Relaxationszeit 


e:l — Dämpfungsverhältnis 
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wobei 


( T, ] 073" (ge) 
2at)/  1+0,733" (ge) ? 


wie sich aus leichter Umformung der dort angegebenen Gleichungen 
ergiebt. 
Berechne ich nun a.v für die fünf Beben, so erhalte ich 
I H III IV V 
a.v — 0,00080  0,00058  0,00108  0,00088  0,00056, 


a.v ist die Absorption pro Zeiteinheit; setze ich v gleich 3,2 km/sec., 
so erhalte ich 


I II III IV V 
a — 0,00026  0,00018  0,00034  0,00028  0,00018 
a ist die Absorption pro km. 
Ferner läBt sich a berechnen aus der Formel 
== Ms Aa 
bre Pb 1 Cr) 
wenn man für d den Weg einsetzt, den W, zurückgelegt hat bis 
zur Rückkehr nach St. als W, 
d — 2(rx— H)km — 2(20000 — H) km, 
wo H die Herddistanz ist. 
Da im I. Teil v aus der Herddistanz bestimmt ist 
__ 2(rx-H) 
"1 #4 da à 1, : 


so führen für unsere Betrachtung beide Formeln für d zu identi- 
schen Werten, denn 


einmal ist 

di=to(T,-T); 
sodann 

d = 2(rx—-H), 
also 


v(T,—T,) = 2(rxr-H), 


RE (D) = 2e H) 


Gelingt es aber v unabhängig von der Herddistanz H zu bestim- 
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men z. B. durch Messung von 4 oder durch Beobachtung der Ein- 
trittszeiten derselben Oberflächenwelle an zwei verschiedenen Sta- 
tionen, wobei die Fortpflanzungsrichtung bekannt sein muf, so 
kontrollieren sich beide Formeln für d, da d einmal aus H und 
das andere Mal aus T,—7, und der unabhängig von H bestimmten 
Geschwindigkeit berechnet wird. Hierzu fehlen zur Zeit noch 
die geeigneten Daten. 

Die einzelnen Werte für den Absorptionskoeffizient bei ganz 
verschiedenen Beben stimmen genügend überein. Die GrôfBenord 
nung von & läBt sich wohl mit Sicherheit erkennen. 

Wäbrend der Zeit der Drucklegung wurde noch folgender 
Fall beobachtet und konnte in der Korrektur beigefügt werden. 
Beim Fernbeben von 1906 Febr. 27 21! trat W; auf. T—T, 
— 140%. Aus den Vorläufern berechnet sich die Herddistanz auf 
etwa 6500km. Ar ist für W, — 35“ für W, — 0,7“ Die Be- 
rechnung ergiebt 

v — 3,2 km/sec. 


a.v — 0,00093 
a — 0,00029. 


Vergleichung der Diagramme aus Upsala und Gôt- 
tingen von Fernbeben, deren Wellen die Erde u m- 
kreist haben. 


Von 


F. Akerblom. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 23. December 1905 von E. Wiechert. 


In Fernbebenregistrierungen sind mehrfach Nachstürungen 
beobachtet worden, von denen angenommen wurde, daB sie die 
Erde über den Antipodenpunkt umkreist haben). Leider sind sie 
meist sehr schwierig unter den anderen Anschwellungen des Nach- 
bebens zu erkennen. Unter solchen Umständen scheint es von 
Wichtigkeit zu sein, da die Vergleichung der Seismogramme 
zweiler Stationen bisweilen ein gutes Mittel bietet, eine derartige 
Nachstôrung daran zu erkennen, daB sie entgegen der Fortpflan- 
zungsrichtung des Hauptbebens eintrifft. Zwei Beispiele für die- 
sen Fall werden im folgenden beschrieben. 

Die astatischen 1200 resp. 1000 kg - Pendel nach Wiechert, 
die in Güttingen und Upsala aufgestellt sind, haben am 22. Ja- 
nuar 1905 ein sehr entferntes Beben aufgezeichnet. Die hier in 
Betracht kommenden Teile der Diagramme sind auf der beige- 
fügten Tafel lithographisch wiedergegeben. Betrachtet man sie, 
so wird es auffallen, daB die Seismogramme aus Upsala und Gôüt- 
tingen im Anfang des Hauptbebens ziemlich verschieden aussehen. 
Diese Erscheinung rührt hauptsächlich davon her, da die Eigen- 


1) Vgl. F. Omori Publications of the Eartquake Investigation Committee 
in For. Languages. No. 13, S. 119—124. Tokyo 1903 — G. Angenheister 
Notiz über Erdbebenwellen, die durch den Gegenpunkt des llerdes gegangen sind. 
Diese Zeitschrift, Icft I. 1906. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichton. Math.-phys. Klasse 1906. Heft 1. 9 
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schwingungen des Gôttinger Seismographen zu der betreffenden 
Zeit eine viel grôfere Periode als diejenige des Upsala Seismo- 
graphen hatten (15° 6 gegen 95.0). Dadurch sind in Gôttingen die 
Wellen mit grofien Perioden relativ stark hervorgehoben. Bei der 
Vergleichung der Kurven mu man natürlich auch die verschie- 
denen Mafstäbe für die Zeit berücksichtigen. (In Upsala 1 Min. 
— 15 mm, in Gôttingen 1 Min. — 19 mm). 

Ungefähr 8 Minuten nach dem Auftauchen des Bebens setzt 
in Upsala, um 8" 7" 35°, ein Einsatz, der zum zweiten Vorläufer 
gehôrt, sehr scharf ein. Derselbe Einsatz erscheint in den Gôt- 
tinger Seismogrammen 31 Sek. später. 

Im Anfang des Hauptbebens zeigen die Seismogramme der 
N—$S Komponenten von den beiden Stationen, unter anderen Wellen, 
Wellen mit Perioden von 60—70 Sek. (Amplitude der Erdbewe- 
gung in Upsala ungefähr 0.4 mm, in Gôttingen 0.5 mm). In dem 
Nachbeben kommen in Upsala nur Perioden von 12—25 Sek. vor, 
deren Amplituden nach 4" 25" nie grôBer als 0.01 sind bis zu 
4h 36,0, wo eine auffallende Welle im Seismogramm der N—$S 
Komponente (dagegen nicht in der E— W Komp.) mit einer Periode 
von ungefähr 67 Sek. und einer Amplitude von 0.17 mm erscheint. 
Diese Nachstôrung erscheint in Güttingen (mit einer Periode von 
60° und einer Amplitude von 0.12 mm) um 2"4 früher als in 
Upsala. Bei der Vergleichung der Seismogramme môchte ich den 
Unterschied der entsprechenden Phasen, freilich mit einiger Un- 
sicherheit, zu 2"1 schätzen. 

Da der Einsatz, der zum zweiten Vorläufer gehôrt, später. 
die Nachstürung aber früher in Gôttingen als in Upsala erscheint, 
muB man annehmen, da sie von entgegengesetzten Richtungen 
gekommen sind, und daf also die Nachstürung die Erde über den 
Antipodenpunkt umkreist hat. 

Da der Erdbebenherd noch nicht bekannt ist, ist durch diese 
Nachstôrung keine Schätzung der Geschwindigkeit gewonnen, wo- 
mit die Welle um die Erde gelaufen ist. 

Es ist bemerkenswert, dafi die in diesem Beispiel besprochene 
Nachstürung den Wellen entspricht, die die grüfiten Perioden 
haben und die im Anfange des Hauptbebens vorkommen. Die von 
Omori bemerkten Nachstürungen entsprechen dagegen Wellen 
mit einer mittleren Periode, die im Hauptbeben etwas später her- 
vortreten. — 

Ein zweites Beispiel liefert das auch von Angenheister!) 


l) Angenheister | c. 
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erwähnte Erdbeben vom 10. Dec. 1905. Ein Einsatz des ersten 
Vorläufers dieses Bebens ist in Upsala um 12} 46 0° und in Güt- 
tingen 54° später registriert. Die von Angenheïister be- 
sprochene Nachstôrung ist in den Güttinger Seismogrammen von 
15" 7" bis zu 15" 31" zu finden. Sie zeigt zwei Maxima, ein 
grüBeres um 15° 10" und ein kleineres um 15! 14". In der Regi- 
strierung aus Upsala ist diese Nachstôrung nur von 15! 14" bis 
zu 15 19" bemerkbar und somit später als die Maxima in Güt- 
tingen auftraten. Die Verhältnisse sind also analog mit denen 
des ersten Beispieles. Nur ist zu bemerken, daf in diesem zweiten 
Beispiel die Periode der Nachstôrung 20 Sek. beträgt und nicht 
der grôBten sondern einer mittleren Periode des Hauptbebens 
entspricht. 


Gôttinger Erd 
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Seismische Registrierungen in Upsala 
Oktober 1904—Mai 1905. 


Von 


( 
Filip Akerblom. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 17. Februar 1906 durch E. Wiechert. 


Anfang Oktober 1904 lief Herr Prof. Hildebrandsson zu Upsala 
ein astatisches 1000 kg-Pendel nach Wiechert !) im Meteorologischen 
Observatorium in einem dazu besonders gebauten unterirdischen 
Keller aufstellen. Der FuBboden des Kellers liegt nur 1/2 à 1 Meter 
über dem Urgebirge und das Seismometer ist auf einem direkt 
darauf gebauten Granitsockel befestigt| Der Apparat wurde 
vom Mechaniker G. Bartels, Güttingen gebaut und auch von ihm 
in Upsala aufgestellt. 

Der vorliegende Bericht enthält die Verarbeitung der Seis- 
mogramme, die während der Zeit, 8. Okt. 1904 — 31. Mai :1905 
in Upsala registriert wurden. 

In den Tabellen habe ich folgende, am Geophysikalischen In- 
stitut in Güttingen üblichen Bezeichnungen benutzt ?). 


Charakter des Erdbebens: 


I = merklich, II — auffallend, III — stark. 

d — terrae motus domesticus — Ortsbeben (am Orte fühlbar). 
v : vicinus — Nahbeben (unter 1000 km). 
PET An , remotus — Fernbeben (1000—5000 km). 

u ultimus — sehr fernes Beben (über 5000 km). 


| 


n n 
1) E. Wiechert, Ein astatisches Pendel hoher Empfindlichkeit zur mecha- 
nischen Registrierung von Erdbeben. Beitrige zur Geophysik VI. Leipzig 1903. 
2) Wüchentliche Erdbebenberichte des Geophysikalischen Institutes der Uni- 
versität. Gôttingen 1906. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1006. Heft 2, 10 
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Phasen: 


undae primae = erste Vorläufer. 

» Secundae — zweite Vorläufer. 

‘,)  longae — Hauptbeben (,lange Wellen). 

»  maximae — grôBte Bewegung im Hauptbeben. 
[Verschiedene relativ grôfte Bewegungen werden durch 
besondere, M zugefügte Indices bezeichnet]. 

C = coda — Nachläufer. 
F = finis — Erlôschen der sichtbaren Bewegung. 


R 1 vo © 


Art der Bewegung: 


i — impetus — Einsatz. 

e —= emersio — Auftauchen. 

T = Periode — doppelte Schwingungsdauer. 

A — Amplitude, gerechnet von einer Seite zur anderen. 
Ag = grôBte Beschleunigung während einer Schwingung. 


[Ag — nicht aber À — stellt ein MaB für die Intensität der 
Erderschütterung dar]. 

À, 493 = E—W Komponenten von À und 49. 

À, , A5 = NS 


” n n »” n 


Zeit und MaB: 


Zeit — mittlere Greenwicher, gezählt von Mitternacht zu 
Mitternacht. 

u — Mikron — 1/1000 Millimeter. 

Milligal — 1/1000 Gal; Gal — Centimeter-Sekunden-Einheit 
der Beschleunigung. 


[Bei periodischen Schwingungen ist 4g = ca. _. wenn 4g 


nach Milligal, À nach Mikron, T nach Sekunden gerechnet wird]. 

Bis zum Ende Dec. 1904 war das Pendel fast ungedämpft, 
die Luftkanäle der Luftdämpfer standen offen. Für diese Zeit 
habe ich die Amplitude der Erdbebenwellen in Millimeter ange- 
geben, so wie sie auf den beruBten Papierstreifen abgelesen wur- 
den. Vom ersten Januar ab war dagegen schon eine grôfere 
Dämpfung eingeschaltet und seither habe ich aus den auf den 
Streifen abgelesenen Amplituden die entsprechenden Bewegungen 
der Erdoberfläche berechnet und in den Tabellen eingeführt. Die 
mikroseismische Bewegung habe ich nur für die Zeit nach dem 
ersten Januar angegeben. 

Die beruBten Papierstreifen wurden vom Uhrwerk des Appa- 
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rates mit einer Geschwindigkeit von 15 mm in der Minute herumge- 
dreht. Die Kontaktuhr markierte die Zeit, für jede Minute durch 
Unterbrechung der Registrierung während 3 Sekunden und für 
jede Stunde durch eine Unterbrechung während 10 Sek. Der 
Uhrstand wurde wenigstens einmal, im allgemeinen zweimal 
wüchentlich durch Vergleichung mit einem transportablen Krono- 
meter der Sternwarte erhalten. 

Die für die Auswertung der Diagramme nôtigen Konstanten 
des Apparates wurden nach den Anweisungen Wiecherts be- 
stimmt '). Hierbei wurde eine Ungleichtôrmigkeit in der Wir- 
kungsweïise des Apparates bemerkt, die in der nächsten Zukunft 
beseitigt werden wird. Die reducierten Perioden der Eigen- 
schwingungen des Pendels ebenso wie die Indikatorlänge waren 
nämlich für verschiedene Azimuten verschieden. Sie erhielten ihre 
grüBten und kleinsten Werte, wenn die Ausschläge und Schwin- 
gungen in den Richtungen SW—NE oder SE— NW stattfanden. 
In jener Richtung waren die Indikatorlänge J — 6400 Meter und 
die reducierte Schwingangsperiode 7, — 10.5 Sek. In dieser 
Richtung dagegen J — 3200 M., 7, — 7.3 Sek. Die Indikator- 
vergrôBerung V war für alle Richtungen ungefähr 235. Die Re- 
laxationszeit T7 war, von Januar ab, für Schwingungen in allen 
Richtungen cirka 5 Sek. 

Die VergrôBerung 


1e 2 T? 
AU ENT E 

bei einer periodischen Bewegung mit der Periode T wurde wegen 
der besprochenen Ungleichfürmigkeit verschieden je nach der Rich- 
tung der Bewegung. Da es doch zu umständlich gewesen wäre, 
jedesmal die Bewegungsrichtung zu berücksichtigen, so habe ich 
immer die in den Tabellen in w angegebenen Amplituden aus den 
in mm abgelesenen Werten einfach durch Division mit dem arith- 
metischen Mittel von dem grôBten und dem kleinsten Werte, die 
T entsprechen, ermittelt. 

Die Angaben über die Mikroseismische Bewegung beziehen 
sich immer auf die Stunde 730m— 8:30" Vormittags. 

Die Auswertung der Seismogramme habe' ich nach dem Vor- 
schlag des Herrn Professor Wiechert auf dem Geophysika- 


1) E. Wiechert, 1. c. S. 445 — 448. — Theorie der automatischen Seismo- 
graphen. Abhandlungen d. K. Gesellschaft d. Wissenschaften zu Gôttingen 1903, 


S. 78 ff. 
LOS 
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lischen Institut in Gôttingen ausgetührt. Für die grofe Freund- 
lichkeit mir sein Institut in solcher Weïse zu ôffnen, sage ich 
ihm hier meinen herzlichsten Dank. 

Dadurch gewann ich den groBen Vortheil, die Seismogramme 
aus Upsala mit den entsprechenden aus Gôttingen ;vergleichen zu 
kônnen. Für den vorliegenden Bericht habe ich diese Gelegenheit 
in solchen, ziemlich oft vorkommenden-Fällen benutzt, wo besondere 
Erdbebenphasen so ähnlich in Upsala und in Gôttingen registriert 
wurden, daf man in den Registrierungen ganz genau die entspre- 
chenden Punkte finden konnte. Durch einen solchen direkten Ver- 
gleich der Kurven bekommt man den Zeitunterschied des Auf- 
tretens derselben Phase an den beiden Stationen viel zuverläs- 
siger, als wenn man die in verôffentlichten Berichten vorkom- 
menden Zeitangaben für die Hauptphasen des Bebens vergleicht. 
Es kann nämlich vorkommen, da in den Berichten aus verschie- 
denen Stationen verschiedene Phasen der Erdbewegung für den 
Anfang einer Hauptphase gehalten wurden. Aber auch abgesehen 
von dieser Môglichkeit, wird oft der Anfang einer Hauptphase 
ein wenig willkürlich angegeben. Auferdem ist man bei einem 
direkten Vergleich der Kurven nicht zu den Einsätzen der Haupt- 
phasen beschränkt. Alle hier unten in den Kolumnen der Bemer- 
kungen eingeführten Angaben über den Zeitunterschied zwischen 
dem Auftreten in Upsala und Gôttingen von derselben Phase, 
wurden durch solche direkten Vergleichungen erhalten. 
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Erdbebenregistrierungen Okt. — Dec. 1904. 
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1) Die beiden Schreibarme wurden losgeschleudert. Der zu der E—W Comp. 
gehürige hatte doch unmittelbar vorher einen Ausschlag von 75 mm nach der 
einen Seite der Ruhelage gezeichnet. 
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0.7 


0.5 


Bemerkungen. 


Gefühlt auf Java. 


1) In Gôüttingen 70’ 
früher 
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Datum Cha-|Pha-| Zeiten 
r rak- 


1904 


Schreib- Bemerkungen. 
stifte 


Az | Ar 
| mm 


ter 


0.5 


1.3 


1) In Güttingen 18° 
12.2 | früher. 


(0.2) 
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Erdbebenregistrierungen Januar —Mai 1905. 


Beschleu- . 
nigung. 
Milligal 

A,» | Ayx 


Bemerkungen. 


Die Zeïitangaben sin 


u 
11 |20 | 0.09] 0.16 | nur ungefähr angegebe 
weil die Zeitmarkierun 


einige Stunden versag 


® 


1 | Jan. 9!|Iu 


> 


2 | , 13 |11ul ss: | 13 49 54 hat. 
Per 1) In Gôttingen 66 
M, 28 später 
C 
F 


SR ose 
CA 
D 
(=) 


Zerstôrendes Beben 
Thessalien. 
2) In Gôttingen 
P 68: früher 
SOUCTENT 
L196 ., 


LAON SRE DA EC 


9 0.13 | 0.09 

8 8 3 0.25 | 0.09 

2—4| 2 2 0.4 | 0.4 
0 |09 | 04 3) In Gôttingen 31! 


spâter. 


13 


14 


Iu 


lu 


Iu 


Ju 


Ju 


Tu 


Ilu 


(L) 


Em ua 
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3:95m 3 


11 51 47 


12 0 22 
1 18 
13 


16 


20 


u | 
— 400 
120 | 360 
340 — 
210 | 235 
170 
22 | 22 
4 8 
12 6 
11 
20 
17m ET 
— 3)| 34 
20 30 
2 5 
8 
6 
20 22 
15 | 20 
600 
320 
1 
2 
2.6 15 
10 


Beschleu- 
nigung. 
Milligal 


0.2 | 0.2 


0.03 | 0.06 


0.06 | 0.03 


0.07 


0.09 
0.15 


0.4 
0.07 


0.17 
0.4 


1.6 
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1) Diese Welle wurde 
in Güttingen ungefähr 
2»,1 früher registriert, 
sie scheint entgegen der 
Fortpflanzungsrichtung 
des Hauptbebens und 
über den Antipoden- 
punkt gekommen sein. 


[0 
— s. F. Akerblom, 
Vergleichung der Dia- 
gramme aus Upsala und 
Gôttingen von Fernbeben, 
deren Wellen dies Erde 
umkreist haben. Diese 
Zeischrift Heft I. 1906. 


2) Die Zeit unsicher, 
vielleicht bis zu 5" feh- 
lerhaft, weil die Zeit- 
markierung versagt hat. 
8) Die Registrierung 
der E-W-Comp. ist an 
dieser Stelle zerstürt. 


4) In Güttingen 91° 
später. 
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Pe- Ampli- | Beschleu- 
Datum Fe Pha-| Zeiten rio- tuden nigung. 


rak- d RE 
1905 |}. | sen (Greenwich) °°° Milligal 


Bemerkungen. 


T « Ay | 42 | 4x 
0 U U 
Febr. 17 M, |21*14".8 » | 40 90 | 180 | 0.1 | 0.2 
M; 18.5 15 110 | 100 | 1.0 | 09 
C 12 
F 13 30 
» 18] lu |e 15 20.8 
27.3 20 8 8 0.04| 0.04 
F 40 
19! Iu le 5 0 
; M 48 0 | 110 | 125 | 0.24| 0.28 
F HE 
n 2% {| Ir ep | 21199 | 4 | 2 | 4 |0.25| 05 
SE 13.6 9 2 0.05 
L,M 14 42 | 14 |14 | 6 |0.14| 0.06 
F 30 
» 25 | Ir |eP 2 44 37 |3-4| 1 3 |0.2 | 0.5 
L 47.2 10 
(r) 48 10 | 2 | 1 |0.04) 0.02 
55 
» 26 | Iu |€ 8 37 20 
M 41 20 10 12 0.05 | 0.06 
F 55 
1) In Gôttingen 44! 
BTS | POP LIT MP NT RES DIS GOIMO 2 HORS S 
: 811816 016 |14/|-—/|01) =1| 21 Gien 
IC 29. später. 
Le ae 19 | 48 004! 01 Herd ungefähr 1600km 
C 20 ? ‘” | entfernt von Apia. (Nach 
F 19 40 den Berichten des Sa-. 
moa-Observatoriums in | 
Apia). 
März 4 | Iu e 16 28.4 
| 59 25 6 26 0.02 | 0.08 
M 17 13 18 19 26 0.12 | 0.16 
C 16 
F 
, 4 | Iu le 19 O 16 
M 45 18 11 13 0.07 | 0.08 
C 16 
F 20 20 
3) In Güttingen 28: 
? 4 | Iu | eP |23 37 O0 |5—6| 1 1 |0.07| 0.07| später (ungefähr). 
i *) 42 39 | 6 | 3 | 3 |o0.2 | 0.2 | 4) In Güôttingen 62, 


iS 4) 46 54 120 124 | 24 Toi | 0.1 Ispäter (ungefähr). 
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Beschleu- 
tuden nigung. 
Milligal 


Bemerkungen. 


027,2 » 


2 10 


0.08 | 0.3 In Irkeschtam (Fer- 
0.06 | gana) gefüblt. 


24 11 0 


0.02 | 0.04 
0.04 | 0.02 


21.0 12 | 26 132 |0.4 | 0.4 | moa- Observatoriums in 
424 |20 [44 36 | 0.2 | 0.2 | Apia). 


25 0.05 
0.03 | 0.15 
0.08 | 0.03 
26 
0.03 | 0.04 
*7 0.01 | 0.01 
28 : 171 Ir fe 21109 
| 11 30 | 1,5 
M 122 |6 |o0.8 | 14 | 0.04! 0.08 
l F 15 
17 Iu 1€ 22 31 
29 | » M, 34 27: | 16: | —* | 0.04 
M, 37.5 |20 | 16 6 |0.08| 0.03 
C 16 
F [23 0 
| 
FE - 19 | lu | eP 0 17.5 Herd ungefähr 3000km 
| ; 20.0 10 | 3.4 | 3.6 | 0.07] 0.07| entfernt von Apia. (Nach 
| i(S) 20 48 den Berichten des Sa- 
| 
| 


M, | 1110 20 |52 | 60 | 03 03 


22 | Ilu | il')| 3 49 49 [4—5| 2 5 [0.2 | 0.5 1) In Gôttingen 46: 
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Ampli- Beschleu- 
tuden nigung. 
Milligal 


Ag | Ar. Age | An 


Bemerkungen. 


Mäürz 22 S 358"42: | 5 5 | — | 0.4 


L 4 11 40 | 30 
13.5 30 58 | 67 | 0.1 | 0.1 
M 17.3 24 130 | 165 | 0.5 | 0.6 
C 16 
F 6 40 
y 22|Iu le |11 50 
M 59 16 5 4 | 0.04! 0.03 
F 12 5 
April 3 |lu eM 8 16.0 14 4 4 | 0.04! 0.04 
F 8 20 
” 3 | Ir le 16 12.6 
M 14.7 10 [14 | 14 | 0.03] 603 
F 20 
: 4 | Ilu| P:) 0 58 22 | 15 5. 1 4 1 | Lie Gôttingen 28: 
i oetletlleme -PIRe APS Ronde 
: später. 
is ?) 5 19 Fe e à 3) Die Schreibfeder der 
15 3 N.S-Comp. wurde in die- 
L 12.6 sem Augenblick abge- 
) 17 4 9 Î6005! 540 | 15 | 13 worfen und die betref- 
M. ve 9 |620+ ] $ fende Componente ist 
C 2 ù 16 ) 1 nachher nicht registriert 
F 4. worden. 


4) In diesem Augen- 
blick wurde auch die 


| 
| 
| 
« 4! Ir | e |10 355 Schreibfeder der E.W- 
L 36.4 10 Comp. aus ibrem Lager 
Mx 36.5 10 5 3 |0.1 | 0.06] geworfen, blieb aber am 
My 38.0 10 3 4 |0.06| 0.08! Schreibarm, sitzen und 
C 8 schrieb weiter. 
F 50 
TN riTirs 
M 120 |10 111 lo7 Eo.02! 0.01 
M; 135 |10 107 [14 | 001! 003 
F 15 
. 10 | Iu le 12 46 
M 52.5 14 3 3 0.03 | 0.03 
F 13 0 x 
, 19|Iu |eP | 12 50.7 
4 0.5 | 0.7 | 0.06] 0.09 
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si Pe- Ampli- Beschleu- 
Datum : Pha-| Zeiten rio- tuden nigung. 
Nr. rak- ä 24 Bemerkungen. 
1905 ter | sen |(Greenwich) "ie Milligal 
At À Ar Age | An 
s | uw | w 
1.5—-2| 0.4 | 0.4 | 0.3 | 0.3 
125441: 4 4 4 0.5 | 0.5 
191270 L'(42)1 2 1 |(0.03)/(0.01) 
47 26 6 6 0.02 | 0.02 
50 20 bp 4 4 0.02 | 0.02 
20 | 
14 40 
8 54 20; Pet Te 0.01 
9 0 
9 43 6 1|1.5-2| — 0.4 0.2 1) In Gôttingen 26° 
46 29 5 2 7 |02 |! 0.6 | spâter. 
10 | (0.7), 0.7 | 0.01! 0.01 
10 37.7 
40.6 24 12 12 0.04! 0.04 
(12) | 
11 O 
1425 4—6| 0.9 | 0.6 | 0.07: 0.05 
15 9 0.9 | 0.9 | 0.02| 0.02 
17 
5 50 (28)| — |10 0.03 
6 0.4 16 110 5 0.04 
16 
29 1 27 |5—6| 0.9 | 0.6 | 0.05! 0.03 
7 310} 8 0! 1.0 !| 0.5 | 0.68! 0.02 
9.0 10 _ 4 | 0.08 
10.6 14 9 4 | 0.09, 0.04] 2) In Gôttingen 2"10* 
16.5 14 5 8 | 0.05! 0.08| früher. 
28.2 30 | 
29.5 30 14 48 0.03 | O.1 
597 26 40 22 0:12 | 0.06 
18 
23 20 | 
1 53 37 6 | 05 4) — 0! 0.05; Erdbeben gefühlt in 
54 38 8 | 10 | 0.5 | 0.03! 0.02! der West-Schweiz und 
(16) ! Südost-Frankreich. 
55%53 6 6 4 0.3 | 0:22 
56.5 8 5 3 0.2 | O.I 
7 
2 20 
16 14 24 1.5 | 0.4 | 0.4 | 0.4 | 0.4 
2 2 2 il 1 


47 


43 


49 | 


50 


51 


52 


53 
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Datum 


1905 


April 30 


11 


12 


12 


18 


18 


Cha- 


rak- 


ter 


Ir 


Iu 


Ju 


Iu 


Iu 


Ju 


Ilu 
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Pe- 
Pha-| Zeiten rio- 
sen |(Greenwich) 
g 
s 
iS 16*18"27: 9 
i(L) CYR 0e 
M, 299 7 
My 24.1 11 
C 8 
F 17 O0 
eP [12 515 |(8) 
S 54 49 8 
55.1 8 
L 56 50 
M 57.1 10 
C 8 
F 13 5 
e 7 3 23 |8—9 
5 
(L) 17.0 
M 21.7 45 
C 16 
F 8 0 
e 17725 
(S) 38 57 | 10 
(L) 54 (30) 
M 18 O0 30 
C 12-16 
F 19 O0 
e 3 42 20 
M 46 20 
F 55 
e 16 26 
M 30.5 22 
F 45 
e CE) (Es) 
M 22 20 
F 30 
1P 14 5 31 8 
h 11 9 |6—8 
1, 15 9 | 12 
i,S 19 39 
(L) 46 11 
M» 46.6 25 
M, 49.0 25 


0.7 


80 


80 


© 


60 


48 
25 


Beschleu- 


nigung. 


Milligal 


2,» 


0.1 
0.4 
0.7 


0.02 


0.08 


0.12 
0.09 


0.02 


0.03 


A,x 


0.1 


0.3 
0.2 


0.02 
0.04 
0.04 


0.08 
0.08 


0.06 
0.13 


0.01 


Bemerkungen. 


Seismische Registrierungen in Upsala. 


Beschleu- 


Zeiten nigung. 


Milligal 


Bemerkungen. 


sen |(Greenwich) 


7 PA ER - 


: c u | u 
16-18 
F | 1630" 
P 10 11 24 2 [1.6 |12 | og | 0.6 
4 
S 15.7 |4_5]28 | 26 | 02 | 0.2 ; 
(L)?) 20.7 1) In Gôttingen un- 
M; 23.2 18 | 6 6 | 0.04! 0.04| gefähr 1" früher. 
M; 24.2 14 8 7 | 0.08! 0.07 
C 10 
F 35 
D, 25! lu le 6 34 16 5 4 | 0.04]! 0.03 
M 7:23 23 8 8 0.03 | 0.03 
C 18 
| F 8 25 
Dh, 25|Imle | 424 20 
M 39 20 = 0.02 
| F 5 0 
: 
| , 27 I(v) | eP | 19 48.0 
(L) 48 48 | 5 |12 | 0.6 | 0.1 | 0.05 
LAN 20021 2208 04 
16 4 2 |0.03| 0.02 
| M 501 |e—8| 3 | 1 |o1 | 0.04 
C 5 
F 56 
3h , S31|Iu|P |183558 | 5 !09 | 0.5 | 0.07| 0.04 
2 
iS 46 3 | 8 7 2 |0.2 | 0.06 
L |19 64 23 
| M, 9.5 16 PAS os "0 PO 
| M, 11.9 16 [23 |12 |02 | 0.1 
| M; 14.2 1411892195 0102010.3 
| C 12 
| F 55 
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Mikroseismische Bewegung 8" a. m. Jan. — Mai 1905. 


Januar Februar März April Mai 
Datum . Datum 

AS TIT AL LT AIT À 

u s u s u s u 
DAC L'MIME SN DELENR SE | 2 1 
1 5 k LA) Li 1 2 
1H 4ER OS | À 4 1082-76 4 3 
9, 46 be 1 5 <1 4 
1 sn | 4 2 2 | 5 
DONS LS, Dei 21 6 
3 4— 6 1 P4E6 1 64 01 7 
N SMS 71 5 14 564 I 8 
les 8 1 5 1 ei 9 
La 6er oi, 8 12 US  1HI CT 
3 4—8 1 5 - us 5 1 11 
3 5 Ses à AU NE) 11 
g NAS S ES Eos 
3 4— 1 5 1 Al 14 
1 6 1 5 25 Eat 15 
16 | 7 1 5 la RCIS 18 de LEABIN T6 
17 9 15642 5 1 FA Pet 
18 1 7 g dbe QE £1 MAG <IIUS 
Del 56 | 1 :|5<6 he) 26 PE! <1 | 8% 1 [ho 
20 | 6 1 HET Ci EI si [ass A4 2% 
21 D—6 1 6 2 5—8 | <1 el 4 al 21 
2 |o6 1 5 2 IR lArC pal c1 | 22 
23 [5-6| 2 6 1 | 6 F ME 21 10% 
HE RTE Ar RUE ÉNCORS Q EE Pa <1l-21 
25 6 1 5 el D—6 | <1 4—6 1 al 25 
20 al" 6 Dtafs—6 ie permet 21 <1 | 26 
C1 EN” SARA hihi  <i ea 240107 
28 |5—6! 2 5 SA SRE A <i <1 | 28 
MUST AE 64 EU A <1 | 29 
30 | 6—7 | 3—8 APRES DETTE ES RE 
91 | 6 2 1=6 het | PHONE 


| 
| 
: 
| 
| 
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Ultramikroskopische Beobachtungen. 


Zweite Mitteilung: 
Zur Charakterisierung anorganischer Colloide. 
(Gemeinschaftlich mit W. Geibel). 
Von 
Wilhelm Biltz. 


(Mitteilung aus dem chemischen Laboratorium der Bergakademie 
Clausthal). 


Vorgelegt in der Sitzung vom 12. 5. 1906 von Ilerrn Wallach. 


Zu ultramikroskopischen Beobachtungen hat man sich aus 
naheliegenden Gründen bisher vorzugsweise teilchenreicher Lü- 
sungen, besonders der Metalllüsungen bedient, während den Pseudo- 
lüsungen anderer anorganischer Stoffe verhältnifmäfig weniger 
Beachtung geschenkt worden ist. Neuerdings haben nun gerade 
teilchenarme, an der Grenze der Auflüsbarkeit stehende oder 
unauflüsbare Colloide ein grüferes Interesse gewonnen, seitdem 
Zsigmondy') an dem Beiïspiel der colloidalen Goldlüsungen ge- 
zeigt hat, daf man durch besondere Kunstgriffe dieses durch Viel- 
seitigkeit und Reichtum des ultramikroskopischen Bildes bekannte 
Hydrosol in nahezu optisch leerer Form gewinnen kann und den 
Schluf daran geknüpft hat, daB die Zerteilung des Goldes hierbei 
bis zu nahezu molekularen Dimensionen fortgeschritten sei. Es ist 
dies eine Frage von principieller Bedeutung: wenn man es nämlich 
in der Hand hat, einen und denselben Stoff in mikroskopischer 
Suspension, in ultramikroskopischer Verteilung und in optisch 
leerer Lüsung zu erhalten, so wäre, wenn diese letzten wirklich 
einer molekularen Durchmischung von Lüsungsmittel und Gelüstem 


1) Zur Erkenntnif der ('olloide, Jena. 1415. 
Kgl. Ger. d. Wiss. Nacbrichton. Math.-phys. Klasse. 1906. Hett 2. 11 


À 
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entsprechen, ersiehtlich die übliche Auffassung unzureichend, nach 
welcher Pseudolôsungen nichts anderes als sehr feine, heterogene 
Gemische sind; denn Suspensionen von Partikeln molekularer 
GrôBe sind offenbar mit den wahren Lôüsungen identisch. Die 
Besonderheiten solcher pseudogelüsten Stoffe gegenüber den wirk- 
lich gelôsten müften demnach auf andere Ursachen, als die Teil- 
chengrôBe zurückzuführen sein. 

Um weiteres Material zur Behandlung dieser Frage beizu- 
bringen, scheint demnach die Verôffentlichung einiger bereits früher 
in Angriff genommener und im Sommer 1905 im wesentlichen ab- 
geschlossener Versuche am Platze, die den Zweck haben, die vor- 
liegende Erfahrung über die ultramikroskopische Auflüsbarkeit 
von Pseudolüsungen durch Prüfung môglichst verschiedenartiger, 
anorganischer Stoffe, zu ergänzen und zu zeigen, in welcher Weise 
ibr ultramikroskopisches Bild z. T. in systematischer Weise von 
der Bereitungsweise abhängig gemacht werden kann. An dritter 
Stelle ist in Beziehung auf die in der ersten Mitteilung') behan- 
delte ultramikroskopisch discontinuierliche Abscheidung elemen- 
taren Schwefels und Selens eine unzweïfelhaft continuirliche Bil- 
dung eines colloidal suspendirten Stoffes beschrieben. 

Das zur Untersuchung verwendete Ultramikroskop von Sieden- 
topf und Zsigmondy war das gleiche, wie das bei den früheren 
Arbeiten?) benutzte, und mir von der optischen Werkstätte 
C. ZeiB, Jena, noch weiterhin in dankenswertester Weise zur 
Verfügung gestellt. Die Tiefe des beleuchteten Teiles der Lü- 
sungen wurde zur Erzeugung eines allseitig scharfen Bildes ge- 
ringer, als früher, und zwar zu 10—12u gewählt, so da also bei 
einer Breite des Bildes von 27w ein Querschnitt von ca. 300u? 
erhellt wurde. Da das im Okular des Beobachtungsmikroskopes 
angebrachte Netz von 18 (3:6 angeordneten) Quadraten einer 
Oberfläche von 18.(9u)° im Objekte entspricht, so bedeckte das 
Quadratnetz demnach einen beleuchteten Raum von 11. 18. 81u’, 
also rund 16000, das einzelne Quadrat einen solchen von rund 
890 u5. Die Angabe der Teilchenzahl beziehen sich bei teilchen- 
reichen Lüsungen auf je ein Quadrat, bei ärmeren auf das Qua- 
dratnetz und bei ziemlich leeren Flüssigkeiten auf das ganze Ge- 
sichtsfeld, das etwa fünfmal grôfer als das Quadratnetz ist. Zur 
Taxirung der Stärke eines aus nicht einzeln zu unterscheidenden 


1) Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu Güttingen. Math. phys. KI. 1904. Ileft 4, 300, 
2) 1. c. und W. Biltz u. Z. Gatin-Gruzcwska C. R. 139, 507 [1904]; 
Pflügers Arch. 105, 115 [1904]. 


14 


Ultramikroskopische Beobachtungen. .143 


Teïlchen bestehenden Lichtkegels erwies sich in Ermangelung einer 
genauen Mefmethode immerhin als nützlich, zu prüfen, ob seine 
Helligkeit ausreichte, um die sich dunkel von ihm abhebende 
Quadratnetzteilung wahrzunehmen. Bei den Beobachtungen legten 
wir unser Augenmerk auf die Bestimmung der Zahl der Teilchen, 
ibrer Bewegung, ihrer Farbe und ihrer Helligkeit, ferner 
auf die Ermittlung der relativen Anzahl der Teilchen ver- 
schiedener Farbe und Helligkeit, auf das Auftreten eines Licht- 
kegels und auf das Altern der untersuchten Lüsungen. Die 
Prüfung auf die Stärke der Polarisation des von den Teilchen ab- 
gebeugten Lichtes mit Hilfe eines auf das Okular aufgesetzten 
Analysators lehrte im allgemeinen nicht viel charakteristisches 
über die betreffende Lüsung. 
. Die Beschaffung genügend reinen Wassers machte in dem 
Clausthaler Laboratorium weniger grofe Schwierigkeiten, als 
früher. In der Regel erwies sich das im Destillirapparate für 
analytische Zwecke bereitete Wasser unmittelbar als brauchbar. 
VonSiedentopfundZsigmond yist vorgeschlagen worden, 
die jenseits der mikroskopischen Wahrnehmbarkeit ultramikros- 
kopisch zu erkennenden Teilchen ,Submikronen“, die selbst 
ultramikroskopisch nicht zu unterscheidenden Teilchen ,Amikro- 
nen“ zu nennen!): von dieser Bezeichnungsweise wird auch im 
folgenden Gebrauch gemacht. 


L 


Von anorganischen Colloiden sind bisher von Zsigmondy 
aufBer den nach seiner Vorschrift hergestellten Goldlôsungen von 
Metallhydrosolen die Gold-, Platin-, Palladium- und Silberlüsung 
nach Bredig, das colloidale Silber nach Carey Lea und das 
Hydrosol des Quecksilbers nach Lottermoser untersucht wor- 
den; ferner wurde Jodsilberhydrosol und colloidales Eisenoxyd, 
sowie Suspensionen von Jod, Baryumsulfat und, Chlorsilber ge- 
prüft?). Abgesehen vom colloidalen Eisenoxyd hatte sich überall 
die Anwesenheit zahlreicher Submikronen gezeigt. 

Hieran schlieBen sich die folgenden neu untersuchten Colloide: 

Aluminiumoxyd. Eine nach Graham bereitete, in Bezug 
auf Al: Os 0.088 °/o Lüsung war makroskopisch wasserklar. Ultra- 
mikroskopisch erschienen ein sehr schwacher Kegel und im Ge- 
sichtsfelde etwa 10 in fast vülliger Rube befindliche Teïlchen. Die 


1) Zsigmondy, Zur Erkenntnis der Colloide, Jena 1905, 87. 
2) Zsigmondy, cbenda S. 146. 
11? 
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Qu atteilang war nicht sichtbar. In einer Verdünnung 1:10 
konnte der Kegel nur andeutungsweise und nur selten einige 
Teilchen erkannt werden. 

Chromoxyd. Die durch Dialyse von Chromnitrat herge- 
stellte !), 0,058°% Oxyd enthaltende, klare, hellgrüne Lôsung 
zeigte keinen Lichtkegel und im ganzen 10—12 kleine, schwach 
leuchtende und schwach bewegte Submikronen, also cine in Anbe- 
tracht der Stärke der Lôsung ebenfalls nur ganz unwesentliche 
Menge. 

Zirkonoxyd. Die nach der Nitratmethode erhaltene, farb- 
lose and nur äuferst schwach getrübte, stark concentrierte (0.781 °/o) 
Lôsung lieferte ein fast vüllig dunkles Bild mit ca. 12—15 fast 
bewegungslosen Teilchen. Ein 1:4 verdünnte Lôsung war vüllig 
dunkel. 

Kieselsäure, nach Graham aus Wasserglaslüsung darge- 
stellt, war in einer Concentration von 0.536°/o der Zirkonoxyd- 
lôsang fast vüllig gleich. 

Eisenoxyd. Ein nach der Nitratmethode dargestelltes 
frisches, nahezu klares Präparat von 0.073 °/o Fez O3 zeigte ebenso, 
wie eine mehrere Monate alte Lôsung in Uebereinstimmung mit 
den Beobachtungen von Zsigmondy einen starken Lichtkegel, 
der an der Grenze der Auflüsbarkeit zu liegen schien, in Ver- 
dünnung aber nicht deutliche Einzelteilchen erkennen lief. 

Ein makroskopisch im auffallenden Lichte trüb erscheinendes 
Präparat von 0.242°/o zeigte einen intensiv gelbroten Lichtkegel 
mit unzählbaren, sehr kleinen, schwach bewegten Teilchen; bis zu 
einer Verdünnung von 1:320 herunter verlor sich der Lichtkegel 
mehr und mehr, während die Zahl der Teilchen immer noch un- 
bestimmbar grof blieb. 

Vanadinpentoxyd*. Die dunkelbraunrote, vüllig klare, 
äuBerlich dem Eisenoxydhydrosol ähnliche Lüsung war auch ultra- 
mikroskopisch nicht von diesem verschieden. Die concentrierte 
Lôsung enthielt auf intensiv gelbrotem Grunde unzählbare, äuBerst 
feine Submikronen von anfänglich schwacher Bewegung, die nach 
einiger Zeit vüllig aufhürte. Bei einer Verdünnung 1:320 blieben 
die Teilchen noch unzählbar und der Lichtkegel machte keinen 
voüllig homogenen Eindruck mehr; auch dieses Colloid steht somit 
an der Grenze der Auflüsbarkeit. 


1) W. Biltz Ber. 35, 4431 [1902]. 
2) Ueber die Darstellung val. W. Biltz Nachr, d. Kgl. Ges. d. Wiss, zu 
Gôttingen. Math. phys. KL 1905, Ifeft 1, 51. 
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Wolframblau',. Das aus einer 5° Lüsung von Meta- 
wolframsäure durch Reduktion gewonnene tiefhimmelblaue Hy- 
drosol war in frisch bereitetem Zustande nahezu optisch leer. Von 
einem Lichtkegel war nur eine Andeutung, von Teilchen waren 
ca. 8 im Gesichtsfelde erkennbar. Ein monatealtes Präparat zeigte 
einen sehr schwachen Kegel und unzählbare, äuBerst feine, schwach 
bewegte Submikronen von so geringer Lichtstärke, daf das Qua- 
dratnetz nicht sichtbar wurde. Bei einer Verdünnung 1:64 waren 
weder Teilchen noch Kegel mehr erkennbar. 

Molybdänblau. Eine durch Auflüsen des festen Stoffes ?) 
hergestellte 0.1°/o Lüsung von Molydänblau war teilweise optisch 
auflüsbar. Eine 0.05°/ Lôüsung lieB einen deutlichen Lichtkegel 
erkennen — das Quadratnetz war sichtbar — und innerhalb eines 
Quadrates 2—3 schwach bewegte Submikronen. 

Berliner Blau konnte in ultramikroskopisch leerer Lüsung 
erhalten werden, wenn man im Laufe einer Stunde eine Lüsung 
von 0.8 gr. Kaliumferrocyanid (doppelte berechnete Menge) in 
200 cem Wasser tropfenweise zu einer mittelst einer Turbine 
durchrührten Lôsung von 0.4 gr krystallisirtem Eisenchlorid in 
500 cem Wasser flieBen lief. Die tiefblaue und makroskopisch 
vüllig klare Lüsung lief im Ultramikroskope weder einen Kegel 
noch Teilchen erkennen. Erst nach Zusatz von Elektrolyt zeigten 
sich äuBerst zahlreiche rote, aber sehr lichtschwache und kaum 
bewegte Submikronen; solche Tôüsungen sedimentirten indessen 
in kurzer Zeit, während eine nicht ausgesalzene monatelang 
haltbar war. 

Eine dialysierte Lôsung von Berliner Blau zeigte ebenfalls 
einen, wenn auch schwachen Lichtkegel mit unzähligen, äuBerst 
feinen Submikronen. Demnach wächst in dicsem Beispiel die Grübe 
der Teilchen, sowohl bei Entziehung, wie bei Zugabe von Elek- 
trolyt, wodurch ein Analogon zu den Beobachtungen geschaffen 
wird, nach denen die Beständigkeit gewisser Hydrosole, wie Kiesel- 
säure und Eiweifikürper *), an die Anwesenheit eines Elektrolyt- 
optimums geknüpft ist. 

Nach den vorliegenden Bcobachtungen bestehen demmach im 
Gegensatz zu den Metalllôsungen die anorganischen, colloidal œe- 


1) Ucher die Darstellung vel, Scheibler, J. pr. Chem. S3, 315 [1861], 
W. Biltz Nachr. d Kgl Ges. d Wiss zu Gôttingen, Math. phys. KE 1901 
Left 1, 1. 

2) Uchber die Darstellung vel. W. Biltz. HEbenda 1905, Ileft 1, S7. 

3) Jordis, Vers. d. Deutschen Bunsen-Ges. 1904; Z. f. Elektrochem. 10, 509 
W. Biltz, Z. f. Elcktrochem. 10, 957 [1901]. 
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lôsten Oxyde, unter denen sich typische und klassische Hydrosole, 
wie das der Kieselsäure und des Aluminiumoxyds befinden, im 
wesentlichen aus Amikronen; denn die erkennbaren Teilchen 
stehen an Zahl zu der Concentration der untersuchten Lôsungen 
in meist ganz untergeordnetem Verhältnisse. Einige dieser I6- 
sungen sind je nach der Reinheit und dem Alter optisch leer, 
oder ultramikroskopisch auflüsbar. : 


Er 


Zur Prüfung der Abhängkeit der ultramikroskopischen Be- 
schaffenheit von der Bereitungsweise wurden Lüsungen von Gold, 
Antimonsulfid und Arsensulfid herangezogen. 

Zur Darstellung colloidaler Goldlôsungen kann man bekannt- 
lich entweder das Metall nach Bredig elektrisch zerstäuben oder 
Goldsalze in Lôsung reduciren. Als Reduktionsmittel ist von 
Zsigmondy zuerst Formaldehyd in schwach alkalischer Lôsung 
benutzt worden; später hat derselbe Autor die bereits von Fa- 
raday angewandte Reduktion mit Phosphor ausgearbeitet !). Die 
gewonnenen Lôsungen zeigen sehr weitgehende Unterschiede ?): 
die mit Phosphor bereitete Lüsung (Au P:6 der Tabelle auf Seite 
104/105) war nahezu optisch leer, die mit Formaldehyd reducirten 
und die Bredig’schen Hydrosole zeigen das bekannte teilchen- 
reiche, bunte und bewegte Bild; hieraus wurde geschlossen, dass 
jene Lôsungen sich bereits beträchtlich an Homogenität der einer 
krystalloiden Lüsung nähern, ohne dabei die wesentlichsten Merk- 
male einer typischen colloidalen Lüsung eingebüfit zu haben*). Es 
zeigte sich, daf unter den übrigen für die Reduktion von Gold- 
salzen vorgeschlagenen Reagentien: Kohlenoxyd, Natriumhydro- 
sulfit und Acetylen, das letzte von Whitney und Blake‘) be- 
nutzte Mittel ebenfalls dunkle Lüsungen liefert, daf die anderen 
aber nur unerheblich von der nach der ursprünglichen Zsigmon- 
dy’schen Anweisung bereiteten Goldlüsung abweichen. 

Als sehr gutes, durch die Erfahrungen der präparativen 
Colloidchemie nahegelegtes Mittel, die Zahl der sichthbaren Teil- 
chen zu vermindern, erwies sich das Arbeiten in starker Ver- 
dünnung, wodurch die Vereinigung der bei der Entstehung der 
pseudogelüsten Stoffe zunächst gebildeten Moleküle beeinträchtigt 


1) Zur Erkenntnis der Colloide, Jena 1905, 100. 

2) Ebenda $. 101 ff. 

8) Ebenda $. 143. 

4) Journ. Amer. Chem. Soc. 26, 1339 [1904]. 
jn=# 
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und die anfängliche, ideal feine Verteilung weitgehend conserviert 
wurde. Antimonsulfidlüsungen sind z.B. um so homogener, in je 
geringerer Concentration sie hergestellt sind, wie ein Vergleich 
mit solchen Lüsungen zeigte, die, zunächst concentriert bereitet, 
durch nachfolgende Verdünnung mit Wasser auf den gleichen Ge- 
halt an Antimonsulfid gebracht wurden. 

Goldhydrosole. Fügt man im Anschlusse an Whitney 
und Blake 2.5 cem einer 0.6 °/ ätherischen Lüsung bei 70—80°:) 
môglichst gut getrockneten Goldchlorids zu 120 ecm reinen, durch 
einen Silberkühler destillierten Wassers, das mit Aether ge- 
schüttelt und durch Acetylen gesättigt ist, so erhält man eine 
dunkelrote, im auffallenden und durchfallenden Lichte vôllig klare 
Lôsung. Durch Einleiten von Acetylen wird die Reduktion be- 
endet. In einer Verdünnung 1:4 zeigt eine solche Lôsung einen 
schwachen Lichtkegel und etwa 4 Teïlchen im Gesichtsfeld; in 
einer Verdünnung 1:10 fehlt beides fast vôüllig. Benützt man zur 
Darstellung gewôhnliches destilliertes Wasser, so erhält man ein 
helles Bild mit äuferst zahlreichen, indessen im Gegensatze zu 
den anderen Goldlôüsungen gelb erscheinenden Submikronen ?). 

Eine mit Natriumhydrosulfit nach Brunck*) reducierte Gold- 
lôsung unterschied sich garnicht von der mit Formaldehyd er- 
haltenen. 

Von Donau‘) ist neuerdings die Reduktion von Gold mittelst 
Kohlenoxyd vorgeschlagen worden. Leitet man in eine 0.013 ‘ho 
Goldchloridlüsung einen langsamen Strom dieses Gases, so ent- 
steht eine anfänglich violett, dann rotviolett und später dunkelrot 
gefärbte, im durchfallenden Lichte klare, im auffallenden Lichte 
schwach getrübte Goldlüsung, die ultramikroskopisch ganz den 


1) Bei den von den Autoren angegebenen Temperaturen 160—170° lieB sich 
das Goldchlorid nicht ohne Zersetzung trocknen. 

2) Die Aehnlichkeit der mit Phosphor und mit Acetylen reducierten Gold- 
lôsungen legte die Vermutung nahe, da auch bei dieser Darstellung lediglich 
der dem rohen Acetylen beigemengte Phosphorwasserstoff reducierend wirke, daf 
also im Grunde diese Entstehung der Goldlôsung mit jener Darstellung identisch 
sei. Besondere Versuche mit einem von Phosphorwasserstoff nach Gôttig, Ber. 
32, 1879 [1899] oder nach Lunge und Cedercreutz, Z. f. angew. Chem. 1897, 
651 bzw. Rossel und Landriset ebenda 1901,77 befreiten Gase zeigte indessen, 
daB der Hauptsache nach dem Acetylen selbst die reducierende Wirkung zuzu- 
schreiben ist. Mit Wasserstoff stark verdünnter l’hosphorwasserstoft lieferte, wie 
zu erwarten war, allerdings auch Submikroncnarme Goldlüsungen. 

3) Ann. 327, 245 [1902]; vgl. Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wiss. Gôttingen. Math.- 
phys. KI. 1904 Ieft 1, 1. 

4) W. M. 26, 525 [1905]. 
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eben genannten gleicht und sich hüchstens durch ihren Gehalt an 
verhältnifimälig viel roten und wenig blauen Teilchen auszeichnet. 
Setzt man die Reduction mit Kohlenoxyd noch weiter fort, so 
wird die Lüsung schliefilich violett und reicher an Submikronen. 

Der Gehalt der Lüsungen wurde durch Analyse der dialy- 
sierten Flüssigkeiten controlliert;-er war, wenn auch durch ver- 
schieden starke Reduktion der anfänglich gleich starken Lüsungen 
einige Verluste an Gold entstanden waren, im wesentlichen so 
wenig verschieden, dafi der unmittelbare Vergleich der 1:10 ver- 
dünnten Proben erlaubt ist: 


Tabelle 1. 
Gold- Ultramikroskopischer Befund in Verd. 1 : 10 
lüsung Gehalt Farbe 
nach + Taies Farbe in der) 
Br Bewegung| Reihenfolge | Lichtkegel 
ee nt Li LR Letaes el LE _Id. . Häufigkeit 
, dl 
Zsig- | aus einer | à gelb, grün 
mondy OI hochrot 2758 Jebhaft rot nicht vor- 
1] Lôsung von handen bzw. 
Il AuCI II. bei der Zahl 
Donau | 211, O dunkelrot| 2—4 lebhaft ee NT der Submi- 
‘| hergestellt. STub, kronen 
\ Nach Ana- 5 nicht er- 
Brunck | lyse der | ticfros | 2-4 | lebhaft | 8elb, grün, || Lennpar 
.| dialysierten 
Lüsungen | 
Whitney 0.0042 bis 4 sa. ss : L : üuBerst 
UE 0.0077 *, dunkelrot | ca. 0.03 | schwach | gelblich sat 


Von Gutbier!) ist als Reduktionsmittel Hydrazin verwendet 
worden. Arbeitet man in den von diesem Autor angegebenen Con- 
centrationen, so erhält man [üsungen mit vornehmlich roten und 
gelben, sehr grofien und zahlreichen Teilchen. In stärkerer Ver- 
dinnung erhielten wir je nach ihrer Alkalität rote oder blaue 
Lüsungen. Zu je 120 cem Wasser und 2.5 cem 0.6 °/o Goldchlorid- 
lüsung fügten wir tropfenweise 2 cem einer Lüsung von 1 cem 50 ‘ho 
Hydrazin in 2000 cem Wasser. Ohne Zusatz von Alkali, also in 
ganz schwach saurer [üsung enstchen, wenn auch nicht stets mit 
Sicherheit, rote Hydrosole. Wurde vorher mit ca 0.3 cem einer 
10°} Sodalüsung eben neutralisiert, wie man auch an dem Um- 
schlag der Farbe der verdiünnten Goldchloridlüsung von schwach 
helgelh in farblos gut erkennt, so entstchen rotviolcette, mit 


1) Z. f. anorg. Chen. 31, 449 |1902|. 
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1cem Sodalüsung blauviolette und mit 25cem Sodalôsang 
tiefblauviolette Lôsungen. Alle vier Arten zeigten in einer 
Verdünnung 1:5 ultramikroskopisch dasselbe Bild: pro Quadrat 
2—4, ganz überwiegend gelb und rot erscheinende Submikronen 
in lebbafter Bewegung; wodurch sich die Unabhängigkeit von 
Farbe und TeilchengrüBe aufs neue bestätigt !). 

Dialysiert man diese Goldlüsungen unter häufigem Wasser- 
wechsel, so läfit sich die rote oder blaue Farbe längere Zeit und 
sogar beim Eindampfen erhalten; aus 100 cem roter Lôüsung blieb 
ein roter, selbst nach dem Glühen rotstichig erscheinender Rück- 
stand von 0.0039gr; aus der blauen Lüsung ein entsprechend 
bläulich gefärbter Rest von 0.0035 gr. 

Antimonsulfid. Durch Eintropfen von 200 cem einer Brech- 
weinsteinlôsung in 200 ccm Schwefelwasserstoffwasser bildet sich, 
wenn ein Schwefelwasserstoffstrom die Lüsung dauernd in Be- 
wegung hält, ein bis zu einem Gehalte von 0.25 ‘Jo Sb2Ss (= 2gr 
Brechweïinstein) klares Hydrosol von Antimonsulfid, das undialy- 
siert ultramikroskopisch aufer einem intensiv gefärbten Lichtkegel 
äubBerst zahlreiche und ca 10—20 gut erkennbare Teilchen pro 
Quadratnetz erkennen läft. Die Homogenität der Lôüsung hängt 
nun von der Verdünnung ab, in welcher die Umsetzung mit 
Schwefelwasserstoff vorgenommen wird. Wir bereiteten 5 Stamm- 
lüsungen von verschieden starkem Gehalte und verdünnten diese 
derart, daf immer in Bezug auf Sb: Ss gleich concentrierte Lü- 
sungen entstanden. Es zeigte sich besonders in starker Verdünnung 
ein deutlicher Unterschied : die aus den verdiünnten Stammlôsungen 
bereiteten Verdünnungen waren viel ärmer an sichtbaren Teilchen, 
als die aus concentrierten Ausgangslüsungen hergestellten; es er- 
scheint dies um so plausibler, als offenbar die Chance für die Po- 
lymerisierung der entstehenden Moleküle mit steigender Concen- 
tration wächst. In der ersten Spalte der Tabelle 2 sind die Buch- 
stabenbezeichnungen und die Concentrationen der Lüsungen an 
Sb2 Ss angegeben, in der zweiten der ultramikroskopische Befund 
der Stammlüsung, in den folgenden die Beobachtungen mit fort- 
schreitender Verdünnung; gleich concentrierte Lüsungen stehen 
untereinander. Besonders drastische Unterschiede ergaben sich 
von den 0.063 ° Lüsungen an. 

(Siche Tabelle 2 Scite 150.) 

Bei Versuchen über die Veränderungen von Antimosulfid- 

lüsungen mit der Zeit, das ,Altern“, boten die Stammlüsungen 


1) Vgl. Zsigmondy, Zur Erkenntnis der ('olloide, Jena, 1905, 111. 
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Bezeichnung 

der Stammlô- 

sung u. Conc. 
an Sb; Ss 


b 
0.026 0}, 


Stammlôsung 


vel. 2 


Wie b2 


0.5 1Tlpro 
O GrôBe der 
T1. verschied. 
Kegel sebr 
stark 


ca. 0.5—1 TI. 
pr.Osichtbar. 
Kegel sehr 
hell, intensiv 
gelbrot 


0.025 4 


0.15—0.3 TI 


proQO; aufer- 


dem unzäbl- 


bare äu$.feine. 


Kegel stark 


0.0125°/ 


T1. besser 
sichtbar als 
bei 2, weil 
Kegel an 

Lichtstärke 
abnehmend 


Tabelle 2. 


0.0063 °/, 


0—0.2 T1. pro 
O Kegel äus. 
schwach. Qua- 
dratnetz sel- 
ten sichtbar 


0.2-0.6 TI. 
pro À Kegel 
schwach aber 
unzweifelhaft 
vorhanden 


0.1 T1. pro O 
Kegel 
schwach 


0.2—0.5 TI. 
pro D Kegel 
schwach 


Kegel etwas | Teilchenzahl | 0—1 grüBere 


licht- 
schwächer ; 
sonst unver- 
ändert 


unverändert. | Tl. proO; un- 
Kegel stärker |  zählbare 
als bei b3 | äu$. kleine; 


Kegel stark 


0.0032 2, 0.0016 0.0008 °/, 0.0004 ©, 0.0002 4 
T1, wie4;,Ge-| Gesichtsfeld | Wie 6; von 
sichtsfeld dunkel; im |Zeit zu Zeit 
sonst fast ganzen ein T1 ae _ 
dunkel 2—6 TI. 
Wie a6 
Kegel noch | Gesichtsfeld Wie 26 Wie 26 
deutlich zu | fast dunkel — 
erkennen 
Kegel noch | “Kegel sehr | Gesichtsfeld | Wie a7 | Gesichtsfeld 
deutlich zu schwach dunkel ; dunke] ; 
erkennen 2—5 TI. äuberst selten 
ein TI. 
ca. 0.2grüBere| Bild etwas Kegel Gesichtsfeld | Gesichtsfeld 
T1. pro CO. |dunkleralse5| schwach fast dunkel; dunkel) ; 
Kegel etwas selten 1-2 TI.| selten ein 
schwächer Teilchen 
als e4 
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nach 13 Tagen das gleiche Bild; die Lüsungen von 0.0063 ‘Jo hatten 
an Teilchenzahl durchweg etwas zugenommen. Sehr merklich waren 
schon nach 6 Tagen die Veränderungen in Lüsungen mit 0.0002 ‘/o 
Sb2 Ss und zwar um so stärker, je hüher die Concentration der 
Stammlôüsungen gewesen war. 


Tabelle 3. 


Nach 6 Tagen 


Nummmer 
der 
Lôüsung 


£ friseh 
3 Teilchen 
| pro Gesichtsfeld Hegel 
9a dunkel 4—6 nicht vorhanden 
9b s. 8—10 äuferst schwach 
9c : 1—4 nicht vorhanden 
9d est 5—8 äuBerst schwach 
dc | Teilchen = 130 deutlich; an der Grenze 
der Auflüsbarkeit 


Arsensulfid. Linder und Picton') hatten bereits vor 
längerer Zeit z.T. im Anschlusse an Arbeiten von Schulze?) 
vier verschiedene Modifikationen des colloidalen Arsensulfids dar- 
gestellt, deren grübste mikroskopisch auflüsbar war, deren feinste 
sich unverändert durch Thon filtrieren lief. Im Anschlusse an 
ihre Vorschriften bereiteten wir uns 4 Lüsungen: 

æ. 500 cem einer Lüsung von 2 gr Arsentrioxyd und 4 gr Wein- 
stein wurden mit Schwefelwasserstoff gesättigt. Die Lüsung war 
auch bei starker Verdünnung noch getrübt und mufite vor der 
optischen Untersuchung (durch Papier) filtriert werden. 

B. 2gr Arsentrioxyd, 100 cem Kalilauge und 400 ccm Wasser 
wurden mit Schwefelwasserstoff behandelt und das Präparat durch 
Dialyse von Alkali môüglichst befreit. Da hierbei viel Arsensulfid 
als Sulfosalz verloren ging, mulite der Gehalt des gereinigten 
Hydrosols analytisch bestimmt werden; er betrug 0.0924!°; vier 
Fünftel waren also durch Dialyse entfernt worden. Die Lüsung 
erschien im auffallenden Lichte getrübt. 

y. Eine Lüsung von 2gr Arsentrioxyd in b00ccm Wasser 
wurde mit Schwefelwasserstoff gesättigt; sie war cbenfalls, wenn 
auch nicht so stark, wie « getrübt und wurde vor dem Gebrauch 
filtriert. 


1) Journ. Chem. Soc. 61, 137 [1891]. 
2) J. pr. Chem. [2] 26, 431 [1882]. 
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Ô. Eine Lôsung von 0.1gr Arsentrioxyd in 500cem Wasser 
wurde mit Schwefelwasserstoff gesättigt und zwar, um eine etwaige 
Schwefelabscheidung durch Oxydation zu verhüten, einige Male 
unter der Vorsicht, daf die Luft zunächst mit Wasserstoff oder 
Kohlendioxyd verdrängt wurde, ohne da8 dadurch ein wesentlich 
anderes Resultat zu erzielen war. 

Die Ergebnisse sind in Tabelle 4 (S. Seite 13) enthalten: 

Ein Zusatz von Weinstein oder die Darstellung durch Dialyse 
einer Sulfosalzlôüsung beeinflufte demnach im Gregensatze zu den 
Erfahrungen von Linder und Picton die Constitution der Lô- 
sung kaum; dagegen sinkt auch hier die Auflüsbarkeit stark mit 
der Verdünnung der Stammlôsung. 

Selen. Mit Selen lieB sich der Vergleich nicht durchführen, 
weil beim Sättigen auch nur einigermafien concentrierter Lüsungen 
von Selendioxyd mit schwefliger Säure Abscheidung von flockigem 
Selen eintritt und bei der Reduktion verdünnterer Lôüsungen über- 
haupt keine auf Bildung einer colloidalen Lôsung deutende Rot- 
färbung erfolgt; offenbar bildet sich selbst bei langem Durchleiten 
von Schwefeldioxyd nur eine krystalloide Lôüsung, wie sie be- 
reits von W. Biltz und W. Gahl vor der Abscheidung sicht- 
barer Selenteilchen auch in concentrierteren Lüsungen bemerkt 
wurde. 

Dagegen lieB sich sehr gut die von H. Rose!) entdeckte ka- 
talytische Beschleunigung der Selenabscheidung durch Salzsäure 
ultramikroskopisch demonstrieren. Eine 0.05 ‘/o Selendioxydlüsung 
war nach 3stündigem Einleiten von Schwefeldioxyd farblos 
und optisch leer ; eine ebensolche, mit 10 ccm Salzsäure versetzte 
Lôsung war nach der Einwirkung des Reduktionsmittels gelblich, 
zeigte im Gesichtsfeld 20—30 äuBerst feine Submikronen und sedi- 
mentierte nach 15 Stunden rotes Selen. 


Es kann zweifelhaft erscheinen, ob die im ersten Teile be- 
schriebenen amikroskopischen Lüsungen der Oxyde wirklich Teil- 
chen von molekularer Grüfe enthalten; denn man künnte, wie 
Zsigmondy”) hervorhob, in Anbetracht des geringeren Unter- 
schiedes der Brechungsexponenten und der Dispersion dieser pseu- 
dogelüsten Stoffe und des Mediums leicht grüfere Teilchen über- 
schen, als in Metalllüsungen sichtbar werden. Beweisender wirkt 


1) Z. f. analyt. Chem. 1, 93 [1862]. 
1) Zur Erkenntnis der Colloide, Jena, 1905, 125. 
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die Thatsache, daB Gold nach zwei Methoden in nahezu optisch 
leerer Lôüsung hat erhalten werden künnen und, wie mir scheint, 
besonders überzeugend die Môglichkeit bei Antimon- und Arsen- 
sulfid ganz stetig durch weitergehende Verdünnung die Teilchen- 
grôfie zu verkleinern; denn es läfit sich zunächst nicht üibersehen, 
warum, auch wenn die optisch leere Lôüsung einer molekularen 
Zerteilung noch nicht entsprechen -sollte, eine solche nicht durch 
Bildung der pseudogelüsten Stoffe in immer grôBerer Verdünnun 
erzielt werden kôünnte, eine Vermutung, die der Prüfung durch 
das Experiment allerdings noch nicht zugänglich ist. Daf diese 
homogenen Colloide nicht etwa übersättigte krystalloide Lüsungen 
vorstellen, beweist ihre Farbe und ein Vergleich mit den ganz 
andersartigen, sich plôtzlich entmischenden übersättigten Selen- 
lôsungen. Die nächste Aufgabe zur weiteren Aufklärung der ho- 
mogen gelüsten Colloide würde offenbar darin bestehen, sie durch 
Entziehung von Lôsungsmittel in so hoher Concentration zu be- 
reiten, daf eine erfolgreiche Prüfung der osmotischen Eigenschaften 
müglich wird. 


[ÜL. 


Glycerinhaltige Ceroammoniumnitratlôsungen bleiben, wie A. 
Müller’) fand, nach Zusatz von Ammoniak klar und scheiden 
erst nach Zusatz von Wasser je nach dem Grade der Verdünnung 
mehr oder weniger schnell Ceroxydhydrat ab. Diese Abscheidung 
verläuft makroskopisch vüllig kontinuierlich. 4 gr Ceroammonium- 
nitrat werden in 2.5 ccm Wasser gelôüst und 10 cem Glycerin und 
2.5 cem Ammoniak zugefügt: es entsteht eine hellgelbe Lüsung, 
die mit der Zeit nachdunkelt. Die folgenden Tabellen enthalten den 
Grad der zur Abscheïdung des Ceroxyds gewählten Verdünnung, 
das makroskopische Aussehen der Lôüsung unmittelbar nach der 
Verdünnung, den Befund im ,Lichtstrahl“ d.h. bei seitlicher Be- 
leuchtung der Lôüsung im Strahl der Bogenlampe des Ultramikro- 
skopes in einem sonst verdunkelten Zimmer und das ultramikro- 
skopische Bild nach der vom Augenblicke der Mischung an ge- 
rechneten Zeit. Mischen und Einfüllen der Lüsung nahm nur wenige 
Sekunden in Anspruch. 


1) Z. f. anorg. Chem. 43, 320 [1905]. 
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Tabelle 5. 
Verdünnung 1:2; makroskopisch klar; Lichtstrahl: schwacher 
Kegel. 
Zeit in Min. | Beobachtung 

0 Einige Teilchen verschiedener GrüBe. Lichtkegel sehr schwach. 
Strümung. 

8 ca. 10 Teilchen. Kegel deutlicher. 

11 Teilchen ziemlich zahlreich, aber unscharf und von Interferenz- 
ringen umgeben. Kegel immer noch schwach. 

14 Bild unverändert. 

13 »” n 

23 Die in das Gesichtsfeld gelangenden Teïlchen sind ziemlich zahlreich 
aber ungleichmäBig zu Nestern und Klumpen vereinigt und dann 
hellleuchtend. An andern Stellen sind sehr zahlreiche Einzel- 
teilchen, ca. 2—3 pro D, erkennbar. 

32 Die Nester werden häufiger, die Teilchen sehr zahlreich. Licht- 
kegel deutlich. Ungleichmäfiges Bild. 

39 3—5 weibe bis gelbliche, selten rôtliche Teiïlchen pro CO. Aufer- 
dem grübere Teilchen und Teilchenaggregate. Lichtkegel deut- 
lich. UngleichmäBiges Bild. 

Tabelle 6. 
Verdünnung 1:3; makroskopisch klar; Lichtstrahl: schwacher 
Kegel. 
Zeit in Min. Beobachtung 

0 | Einzelne verschieden gro$e Submikronen. Strômung. 

2 Bis 15 Teilchen im Gesichtsfeld. Lichtkegel äuBerst schwach. Qua- 
dratnetz eben sichtbar. 

3 7—8 Teilchen. Kegel deutlich. 

4 1—3 grôBcre, mehrerc kleine Teilchen. Kegel sehr deutlich, wo- 
durch die Erkennung der Teilchen erschwert wird. 

5 Icller Kegel an der Grenze der Auflüsbarkeit. 

7 Ebenso. 

9 AeuBcrst heller Kegel; zeitweilig stellenweise zu äuBerst klcinen, 


schwach bewegten Teilchen auflôsbar. 


Bcim Verdünnen ciner wciteren Probe der 9 Minuten alten Lüsung auf das 
90---30 fache konnte keine weitere Auflôsbarkcit erziclt werden. 
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, Tabelle 7. 
Verdünnung 1:5; makroskopisch klar; Lichtstrahl: sebr 
schwacher Kegel. 


Zeit in Min. Beobachtung 
0 Schwacher Kegel; Quadratnetz eben sichtbar. 
1 Deutlicher Kegel. Einzelteilchen fehlen. Nur äuBerst selten durch 
Strômung ein deutliches Teiïlchen. 
2 Kegel immer stärker werdend. 
8 Lichtkegel sehr deutlich. 


10—15 Sehr heller Kegel. Bei ganz scharfer Einstellung werden stellen- 
weise Inhomogenitäten sichtbar, die vielleicht bei Sonnenbeleuch- 
tung auflôsbar wären. 


Bei weiterer Verdünnung der 10 Min. alten Lôüsung erhielt 
man stets einen unauflôsbaren Lichtkegel. 

Aus den Resultaten des Abschnittes IIT ist folgendes hervor- 
zuheben : ; 

1. Auch die ultramikroskopische Beobachtung ergiebt, daf ver- 
dünnte glycerinhaltige Lôsungen von Ceroxyd sich schneller, als 
concentrierte zersetzen. 

2. Die Abscheidung des Ceroxydhydrates erfolgt stets durch- 
aus continuierlich. 

3. Auf die Art der Ausscheidung ist die Concentration von 
Einfluf: Aus verdünnten Lôsungen scheidet sich das Oxyd in Form 
von Amikronen ab. Aus concentrierten Lüsungen wird wenigstens 
ein Teil in Submikronen erhalten. Infolge der Zähigkeit des Me- 
diums ist aber eine solche Lüsung ungleichmäBig zusammengesetzt. 
Die mangelhafte Diffusion hat die üôrtliche Ausbildung grülerer 
Aggregate zur Folge. 

Der Einfluf der Verdünnung auf die Feinheit des Colloids 
correspondiert mit den Ergebnissen des Abschnittes I]. 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie 
der linearen Integralgleichungen. 


(Vierte Mitteilung). 
Von 


David Hilbert. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 3. März 1906. 


In der Einleitung meiner ersten Mitteilung habe ich eine neue 
Methode zur Behandlung der Integralgleichungen in Aussicht ge- 
stellt; dieselbe beruht auf einer Theorie der quadratischen Formen 
mit unendlichvielen Variabeln, die ich in der gegenwärtigen Mit- 
teilung entwickeln werde. 

Die systematische Behandlung der quadratischen Formen mit 
unendlichvielen Variabeln ist auch an sich von grofer Wichtigkeit 
und erscheint mir als eine wesentliche Ergänzung der bekannten 
Theorie der quadratischen Formen mit endlicher Variabelnzahl. 
Die Anwendungen der Theorie der quadratischen Formen mit un- 
endlichvielen Variabeln sind nicht auf die Integralgleichungen be- 
schränkt: es wird sich nicht minder eine Berübrung dieser Theorie 
mit der schünen Theorie der Kettenbrüche von Stieltjes!) dar- 
bieten, wie andererseits mit der Frage nach der Auflüsung von 
Systemen unendlichvieler linearen Gleichungen, deren Unter- 
suchung Hill, Poincaré, H. v. Koch und Andere erfolgreich 
in Angriff genommen haben. Auch zu den Untersuchungen Min- 
kowskis über Volumen und Oberfläche findet in methodischer 
Hinsicht nahe Beziehung statt. Vor allem aber erôtfnet die 
Theorie der quadratischen Formen mit unendlichvielen Variabeln 


1) Recherches sur les fractions continues, Ann. de Toulouse VIII (1894). 
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einen neuen Zugang zu den allgemeinsten Entwickelungen will- 
kürlicher Funktionen in unendliche Reïhen nach Fourierscher Art, 
wie am Schlusse von XI in dieser Mitteilung angedeutet werden 
wird. 

In einer fünften Mitteilung will ich zeigen, wie auBerordent- 
lich einfach nicht nur alle in meiner ersten Mitteilung gewonnenen 
Resultate über Integralgleichungen zweiter Art nunmehr bewiesen 
und wesentlich erweitert werden kônnen, sondern auch wie durch 
die Methode der quadratischen Formen mit unendlichvielen 
Variabeln die Uebertragung dieser Resultate auf Integralgleichun- 
gen erster Art und auf gewisse Integralgleichungen einer neuen 
»dritten“ Art gelingt und wie nach der neuen Methode auch solche 
Integralgleichungen, deren Kern hôhere Singularitäten aufweist, 
einer erfolgreichen Behandlung zugänglich sind. 


XI. 


Theorie der orthogonalen Transformation einer quadratischen Form 
mit unendlichvielen Variabeln. 
Es seien 
Lasz=tt 


Lo ap? 
wo jeder der beiden Indices p, g die Reïhe aller ganzen Zahlen 
1,2,... durchläuft, beliebig gegebene reelle Konstante, dann stellt 
K(a):= k 
@) es rare 
eine quadratische Form mit den unendlichvielen Variabeln 
z,,z,,... dar; die Konstanten k4,, heiBen die Koefficienten dieser 
quadratischen Form. Ein Ausdruck 


A (æ, y) = »> Aya To Ya 
(pd = 2%) 


mit irgend welchen Koeffizienten a,, heiBt ein bilinearer Aus- 
druck oder eine bilineare Form der unendlichvielen Variabeln 


Hi Lure ds Vus Mb + à Re DOL AUSTUCE 
K = k 
(x, y) ae 2 Pq T,Y, 
heift die zu K(x) gehôrige Bilinearform der unendlichvielen Va- 
MIADEIN EE Lise + es Dis Dares 
Lassen wir die Indices p,9 nur die Werte 1,...,n durch- 


laufen, wo n# eine endliche Zahl bedeutet, so entspringen die 
1°"€ 
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Formen mit der endlichen Variabelnzahl », wie folgt : 
K@= Z k,zs 


(ie=T je La EL 


X, (x, y) ES sé à. Les 


Diese Formen X,(x), K, (x, y) mügen die Abschnitte der Form 
K(x) bez. K(x, y) heïifen und auch, mitunter ohne den Index # 
ausdrücklich hinzuzusetzen, mit [X] bezeichnet werden. 


Wenn irgend ein bilinearer Ausdruck mit endlicher Variabeln- 
zahl 


À, (x, y) RP CS a TL, Ye 


vorgelegt ist, so heife die Saumme aller Koeffizienten der Glieder 
z,y, die Faliung des Ausdruckes 4,(x, y) und werde mit À4,(.,.) 
bezeichnet; es ist also 


A; Re 2 Le 
und insbesondere 
K(,) = kite +. 
Aufer den allgemeinen quadratischen Formen X,X, ziehen 
wir noch die besonderen quadratischen Formen 
(az) = a+a+:. 
(x, æ), = +. +a 
und die besonderen Bilinearformen 
(9) = A+: 
(x), = y; + + y, 


in Betracht. 
Die Diskriminante der Form 


(x, x),—1K, (x) 
d. h. die Determinante 


| 1— a — LE HP x 4 * 
c) D ME RUE AE acte 
A mA ua LA 


ist bekanntlich eine ganze rationale Funktion nten Grades in À 
mit lauter reellen Nullstellen; dieselben môgen mit 
À}, 2 Loue 9 4 
12: 
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bezeichnet werden und die Eigenwerte der Form X, heïfen; 
die Gesamtheit dieser n Eigenwerte heife das Spektru m der Form 
K,. Wenn ein reeller Wert À so beschaffen ist, daB in ihm oder 
in beliebiger Nähe desselben noch für unendlichviele » Eigenwerte 
von À, liegen, so heife dieser Wert 4 ein Verdichtungswert 
von À. Wenn die absolut grôfiten Beträge der Eigenwerte von 
K, mit wachsendem # absolut über alle Grenzen wachsen, so 
soll der Wert À — co ebenfalls als Verdichtungswert der Form 
K gerechnet werden. 
Wir bilden nun aus (1) durch Ränderung die Determinante 


| 1—4k,,..., — Àk,,, à, 
Detisaes) Rés TEA CEE 
(Gi x,9) res Lara Te 2 
Yi» RAT | Yan) 0 
und nennen den Quotienten 
D, (4; x, 
K, (4; Z,) Ses Ê (Q) ) 


bez. 
K, (4,2) = K, (4,2, x) 


die Resolvente der quadratischen Form K,; die Koeffizienten 
von æ,,...,%, in K,(4,4,y) geben, wenn À kein Eigenwert ist, 
die Lôsung der linearen Gleichungen 


2,—ÀA(E, x, +. +E, x.) = y, (2. = 1,.:,n); 
wir drücken dies durch die Identität aus : 
K, (4, x,y7)—24X,(x,.)K,.(;.,y) = (x, y). 
Es ist offenbar 
(2) K, (4; æ,y) = (x, y), + AK, (x, y) + 4 X, K, (x, y) 
+ 2 X, K, K, (x, y) +- À g, 
wo À, K,, K,.K,K,,... die aus X, durch fortgesetzte Faltungen 


entstehenden Formen 
K,K, (x, y) = K, (2, )K:6:9) = 2 LUE 


(PT =1.. sn" 


K,K, X, (x, y) a K, (x, à) X, X, (. 1? y) 7 k. k,, ke z, Ye 
P ) 


478=1...,ù 


bedeuten. Für die Resolvente K, gilt die Partialbruchdarstellung 
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L® L® L® L® 
(3) K, (4; x,y) = (x) e G) syllsing n (&) e Ok 
1— 19 1— 15 


wo L®,..., L® gewisse lineare Formen der Variabeln mit reellen 
Koeffizienten bedeuten. Insbesondere gelten mithin die Formeln: 


y), = te +ag, = LP (@) L(y)+:..+ LL (@) LP (), 


4 (n) (m) «) (n) 

« ken = LOL. LL) 
(2), = di+e.+a = (LP) +... +(L? (x), 
__ @) (Le (2) 
X, (x) rs AMAR et 1 ; 
(b) (16)... 
K, Ks (æ) CA (42 2 
K,K.K,(x) — (L (x)) (L® (x) 


GE int GENE 


Aus (4) folgen die Orthogonalitätseigenschaften der Linear- 
formen L®,...,L®: 
L ()L7() = 0, (p + q), 
EÉChL (1 
wo L,(.)L,(.) die Faltung der Bilinearform L®(x) L#(y) bedeutet, 
und alsdann wiederum ergiebt sich durch Faltung 


1 1 
KA (;,)= > k,, in 1 ST jus 
(D=AES. un) 4, À, 
(6) A 
dédie) (Brett n) EE (A) 47e 
1 1 
K'RUR 57) er >» k k k 


ram l 0 


D ou 


Unsere erste wichtige Aufgabe besteht darin, 
den Begriff der Resolventeder Form Æ,auf die Form 
K zu übertragen und zu der Partialbruchdarstellung 
(3) das Analogon für die Form Æ mit unendlichvielen 
Variabeln aufzusuchen. 

Zu dem Zwecke bedienen wir uns eines allgemeinen Hilfs- 
satzes aus dem Gebiete der stetigen (gleichmäfigen) Konvergenz, 
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den ich in einer spezielleren Gestalt bereits in meinen Unter- 
suchungen über das Dirichletsche Prinzip !) angewandt habe. 

Hilfssatz: 1. Es sei J ein ganz im Endlichen gelegenes Inter- 
vall für die Variable s, ferner 


(7) AONAOTAO!EEE 


eine unendliche Reïhe von Funktionen der Variabeln s, die in J 
stetig sind, deren Werte absolut genommen unterhalb einer end- 
lichen Grenze bleiben und deren Differenzenquotienten sämtlich 
unterhalb einer endlichen Grenze bleiben, so daf für alle s,# in 
J stets 


f (8) — # (0) 


L< 
s—t = Ë 


gilt, wo E eine endliche von À und von der Wahl der Argumente 
$,t unabhängige GrôüBe bedeutet: 

Alsdann lassen sich aus eben dieser Reihe von Funktionen (7?) 
unendlichviele Funktionen 


MOTAO!? MO)EEE 
auswäblen derart, daB die Reïhe dieser Funktionen für jeden be- 
liebigen Punkt in J gegen einen endlichen Grenzwert und zwar 


stetig (mithin auch gleichmäfig) konvergirt, woraus ersichtlich 
ist, daB der Limes 


LF6 


eine in J stetige Funktion von s darstellt. 

Zum Beweise bestimmen wir auf die Art, wie es in $ 5 
meiner genannten Abhandlung über das Dirichletsche Prinzip ge- 
schehen ist, aus der Reïhe (7) eine Reihe von Funktionen f*(s), 
1; (s),... derart, daB die Reiïhe dieser Funktionen für jeden Punkt 
einer in J überall dichten abzählbaren Punktmenge P* gegen einen 
endlichen Grenzwert konvergirt; die so ausgewählten Funktionen 
sind, wie wir nun zeigen wollen, von der im Hilfssatze ver- 
langten Art. 

In der Tat bezeichnen wir mit 5,,$,,... irgend eine unendliche 
Reiïhe von Punkten aus J, die gegen einen bestimmten Punkt s 
konvergirt. Bedceutet dann s irgend eine beliebig kleine positive 
GrüBe, so bestimmen wir zunächst einen Punkt s* der Punktmenge 


1) Math. Ann. Bd. 59, 1904. 
Vi ca 
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l* derart, da 


€ 


Ne ares 
(8) ts < 


wird; wegen der Konvergenz der Wertreihe 


fe (s*), fa (s*), 
läft sich alsdann gewiB eine Zahl N finden, so daB für alle N 
überschreitenden Indizes p, Qq 


(8) (AO AOESS 


wird; wegen der Konvergenz der Punktreihe s,,s,,... kann diese 
ganze Zabhl N zugleich auch so groB gewählt werden, daB für alle 
N überschreitenden Indizes p, q 


s—sl<< s| < 


|s — Le 

8E 4 8E 

ausfällt. Mit Hilfe von (8) folgt hieraus für alle N überschreitenden 
Indizes p, q 


€ € 
(10) F-si<gilt=si< x. 


Andrerseits ist nun wegen der Voraussetzung unseres Hilfs- 
satzes 


LES … 


EYE TE 
und folglich mit Hilfe von (10) 
FER CN<T, IF) CN< TZ 


Addiren wir diese Gleichungen zu (9), so folgt für alle N über- 
schreitenden Indizes p, q 


RHIN) EDI+ IR) )1< € 


und umsomehr 


LCA Et ACPIESZ 
Da « eine beliebig kleine GrôBe war, so folgt hieraus, daf die 
Wertreihe 
FE () fs (8), 
gegen einen endlichen Grenzwert konvergirt, d.h. die Funktionen- 
reihe 


HOMO 
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konvergirt stetig an jeder Stelle s des Intervalles J, womit der 
Hilfssatz vollständig erwiesen ist. 

Wir kehren zur Theorie der quadratischen Formen zurück 
und zwar nehmen wir im Folgenden zunächst an, es 
À — © nicht Verdichtungswert von Æ, d.h.es sei X 
eine solche Form, dass die sämtlichen Eigenwerte 
von Æ, für alle n in dem endlichen Intervalle J 
liegen. Wir definiren sodann gewisse zu Æ, gehôrige Funktionen 
der Variabeln 4, wie folgt: es werde allgemein 


x, (1) = 0 fur 1=17 


ED jo (4) = (19 a} 449) für 4 40 | ? 


= 1,..,n 


und 
2° (2) = a (2) +22 +5 (2) 


gesetzt; dann sind x und folglich auch x" stetige Funktionen 
von À, die nirgends negativ ausfallen und bei wachsendem Argu- 
ment À und festgehaltenem n niemals abnehmen; die Differenzen- 


quotienten dieser Funktionen, d. h. die Ausdrücke 


x (4)— x (u) 


À—u : 
A7 (4) = 47 (u) 
1—u 


sind, wie wir ebenfalls sofort sehen, nirgends negativ und nehmen, 
wenn eines der Argumente À, w fest bleibt und das andere wächst, 
niemals ab, und zwar gelten die Gleichungen 


#4 (= (b) © (y) 
LA A u : ST T, (L? (x)) 
und folglich 
1° (À) es 4°” (u) 
1—u 


= 2, (0) ++ 2, (LE (2), 


WO %,..., %, ZWischen O0 und 1 liegende von 4, w abhängige 
GrôBen bedeuten. Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar die 
Ungleichung 


(®) (4) — y 
EE | £ (LP @)) ++ (LP (0) 
oder wegen (5) 


(12) 


AV) — x (u) | 


<< 4:? Fe 2 
ii Sat... pat, 
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Endlich bemerken wir noch, daB auf jeder Strecke, die 
keinen der Eigenwerte 1% von X, enthält, die Funktionen x!” (4) 
und folglich auch die x" (4) lineare Funktionen von 4 sind. Für 
alle auferhalb auf der negativen Seite von J gelegenen À ist x!” (1) 
identisch Null; daher ist mit Rücksicht auf (12) stets: 


MOENCERE SE 


wo J die Länge des Intervalles J bezeichnet. Auf der positiven 
Seite aufBerhalb von J ist 


x (À) = 1(xi+... + ar) + C(x), 
wo Ci(x) eine von 4 unabhängige Form bedeutet. In Bezug auf 
die Variabeln z,, ..., x, ist x’ eine quadratische Form. 

Es seien nunmehr unendlichviele Variable x,, x,, ... vor- 
gelegt; wir ziehen dann diejenigen speziellen Wertsysteme der- 
selben in Betracht, die entstehen, wenn wir irgend eine dieser 
Variabeln — 1 und alle übrigen — 0 oder wenn wir irgend zwei 


dieser Variabein — . und alle übrigen — 0 setzen. Wir denken 


uns alle diese speziellen Wertsysteme der unendlichvielen Vari- 
abeln x,, z,, ... in bestimmter Weise in eine Reihe geordnet und 
bezeichnen sie in dieser Reïhenfolge als erstes, zweites, drittes 
u.s.f. spezielles Wertsystem der unendlich vielen Variabeln x,,x,, ..…. 
Für alle diese speziellen Wertsysteme gilt wegen (12) die Un- 
gleichung 


(13) | PAUL (2) _ y (u) | < à 


Î À — u | 
Wir betrachten nun die Formenreihe 
(14) RAA OR AL) SRE. , 


und wenden, indem wir darin für die Variabeln ,, x,, ... das 
erste spezielle Wertsystem eingesetzt denken, unsern Hilfssatz 1 
an; wir sebhen, da dann im Intervalle J für 4 die Werte der 
Formenreihe (14) sämtlich unterhalb einer endlichen Grenze liegen 
müssen und wegen (13) auch die weitere Voraussetzung unseres 
Hilfssatzes erfüllt ist. Diesem Hilfssatz zufolge läft sich daher 
aus (14) gewiB eine unendliche Reïhe von Formen 


(15) 20) (4), x027-(2), x (4), ..… 
auswählen, die, wenn wir darin für die Variabeln x,, x,, ... das 


erste spezielle Wertsystem einsetzen, gegen eine gewisse stetige 
Funktion von 4 in dem Intervalle J gleichmäBig konvergirt. 
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Sodann wenden wir unsern Hilfssatz auf die Formenreihe (15) 
an. Diesem Hilfssatz zufolge läft sich aus jener Formenreihe 
gewiB eine unendliche Reïhe 


(16) a0 (2), 42 (2), #5) (2), … 


auswählen, die, wenn wir darin für die Variabeln x,, x,, ... das 
zweite spezielle Wertsystem einsetzen, gegen eine gewisse stetige 
Funktion von 4 gleichmäBig konvergirt. Indem wir ferner unsern 
Hilfssatz auf die Funktionenreihe (16) anwenden, gelangen wir 
durch Auswahl zu einer Funktionenreihe 


(°°°) (à), 42°) (à), 16°) (2), Ne 


die nach Einsetzung des dritten speziellen Wertsystems gegen 
eine gewisse stetige Funktion von À gleichmäBig konvergirt. 

Endlich betrachten wir, indem wir uns das Verfahren unbhe- 
grenzt fortgesetzt denken, die Formenreihe 


(17) a0 (2), #2 (4), 489 (4), 5 


dieselbe konvergirt gleichmäBig, sowohl wenn wir darin für die 
Variabeln x,, x,, ... das erste als auch wenn wir das zweite als 
auch wenn wir das dritte spezielle Wertsystem u.s. f. einsetzen. 
Da sich aber allgemein der Koeffizient von x, x, einer quadra- 
tischen Form linear aus den Werten zusammensetzen läft, die die 
DOTE : 

V2’ V5 annimmt, 
während man alle übrigen Variabeln gleich 0 setzt, so folgt, daB 
auch allgemein der Koeffizient von x,x, in der Formenreïhe (17) 
gegen eine gewisse in À stetige Funktion x,,(1) konvergirt. Wir 
setzen 


quadratische Form für z,, x, — 1,0 bez. 0,1, bez. 


x(ihæ=t > x (Az x, 
D —Ur2er 
so da x(1) eine quadratische Form der unendlichvielen Variabeln 
Z,, &,, ... bedeutet, deren Koeffizienten stetige Funktionen von 
À sind. Diese Funktionen von 4 sind zunächst nur innerhalb J 
definirt; da wir aber statt J ein beliebig grof$es J enthaltendes 
Intervall wählen dürfen, so ist damit die Definition jener Funk- 
tionen für alle endlichen Werte von À gegeben. 

Die Werte irgend eines Abschnittes einer quadratischen 
Form mit unendlichvielen Variabeln sind als lineare Kombinationen 
derjenigen Werte darstellbar, die die quadratische Form für 
unsere speziellen Wertsysteme annimmt. Daraus folgt, da, wenn 
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wir in den Formen der Formenreihe (17) x,,...x, beliebig lassen, 
die übrigen Variabeln x,,,, æ,,,, ... sämtlich — O0 setzen, d. h. 
von jeder Form in (17) denselben Abschnitt nehmen, diese aus 
den Abschnitten gebildete Reïhe gewiB ebenfalls gleichmäBig kon- 
vergirt und zwar gegen denjenigen Wert, den der betreffende 
Abschnitt von x(4) annimmt. Wenn wir noch 


16 = mn, 2H on, 088 2e 900 


setzen, so gilt also die Gleichung : 
LL Q) = BG 
h= @ 


Der Kürze und Uebersicht halber wollen wir im Folgenden 
bei einer Gleichung oder einer Ungleichung die eckigen 
Klammern fortlassen, d.h. nach dieser Festsetzung ist eine 
Gleichung oder Ungleichung zwischen Formen mit unendlichvielen 
Variabeln stets so zu verstehen, daf dieselbe identisch für alle 
Variabeln gilt, wenn man in der Formel auf beiden Seiten die 
gleichen Abschnitte der Formen nimmt; so lautet die letzte 
Gleichung 


(18) L x) (1) = x (à). 


Zugleich bemerken wir, da die oben genannten Eigenschaften 
der Funktionen x’ (1) als Funktion von 4 sich sofort auf einen 
beliebigen Abschnitt [x(4)] der Form x(4) übertragen, wenn wir 
diesen als Funktion von À betrachten. Wir erkennen so, daf die 
Funktion [x (4)] ebenfalls nirgends negativ ausfällt und bei wach- 
sendem Argument À niemals abnimmt, ferner, daf der Differenzen- 
quotient dieser Funktion d. h. der Ausdruck 


[x ()] — [x (w)] 


Au, : 
wiederum nirgends negativ wird, und, wenn eines der Argumente 
1, u fest bleibt, während das andere wächst, niemals abnimmt. 
Wegen (12) folgt für jenen Differenzenquotient die Ungleichung 


(19) ÉILNE LE (x, +). 


Innerhalb eines Intervalles, das keinen Verdichtungswert der Form 
K enthält, wird [x(4)] eine lineare Funktion von 4. Auferhalb J 
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ist auf der negativen Seite [x (1)] identisch Null, auf der positiven 
Seite gleich 4 [(x,x)] + C (x). 

Wir denken uns nun in der Form x(4) das erste spezielle 
Wertsystem eingesetzt und bezeichnen die so entstehende Funktion 
von À mit x(4),. Nach den obigen Ausführungen wird, wenn wir 
A festhalten und w einen À übersteigenden Wert beilegen, der 
Differenzenquotient von x(4),, sobald w gegen 4 hin abnimmt, 
gewiB nicht wachsen und mithin, wenn uw nach À fällt, einem 
Grenzwert zustreben, d.h. x(4), besitzt gewiB für jedes 4 einen 
vorderen Differentialquotienten; wir bezeichnen denselben mit f(1).. 
In derselben Weise wird gezeigt, daB x(4), für jedes 4 einen 
hinteren Differentialquotienten besitzt; wir bezeichnen denselben 
mit (4). 

Aus den oben genannten Tatsachen über die Differenzen- 
quotienten von x(1), folgt zugleich, daB sowohl t*(1), wie F7 (4), 
Funktionen von 4 sind, die nirgends negativ ausfallen, mit wach- 
sendem Argument À nicht abnehmen und für welche überdies stets 


L (4), 19 (y), für 1£ uw 


(20) | 
E (4), £ 1° (y), für 4 < y 


ausfällt. 


Da ferner wegen (13) die Differentialquotienten © (4),, F7 (4), 
den Wert 1 nicht überschreiten kônnen, so gilt dasselbe umsomehr 
für die Differenz vom vorderen und hinteren Differentialquotient 
an der nämlichen Stelle À und wir ersehen hieraus, daBf, wenn » 
irgend eine ganze Zahl bedeutet, hôchstens » Stellen 4 vorhanden 
sind, für welche 


1 
) D Eu 
TC ES DT ES 
gilt. Wegen dieser Tatsache ist die Menge derjenigen Werte 
1, für welche vorderer und hinterer Differentialquotient von ein- 
ander verschieden ausfallen, notwendig abzählbar. 


Nunmehr denken wir uns in x(1) das zweite spezielle Wert- 
system eingesetzt, verfahren mit der so entstehenden Funktion 
x(4),, wie vorhin mit x(4), geschehen ist, und suchen diejenige 
Menge von Stellen 4, für welche der vordere und hintere Diffe- 
rentialquotient von einander verschieden ausfallen. Die Menge 
dieser Stellen 2 ist gewif wiederum abzählbar. Mit Benutzung des 
dritten speziellen Wertsystems erhalten wir entsprechend eine ab- 
zählbare Menge von Stellen 4 u.s.f. Die Gesamtheit aller solchen 
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Stellen ist wiederum abzählbar; sie môgen die Eigenwerte der 
Form X heifen und mit 4,, 4,, ... bezeichnet werden. Die Stellen 
1,, 2,, ... und ihre Verdichtungsstellen sind gewiB Verdichtungs- 
werte der Form X, da ja x(4),, x(4),, ... auBerhalb der Verdich- 
tungswerte lineare Funktionen von 4 sind und folglich die vorderen 
und hinteren Differentialquotienten daselbst einander gleich aus- 
fallen. Die Gesamtheit der Stellen 4,, À,, ... werde das Punkt- 
spektrum oder das diskontinuirliche Spektrum der Form 
X genannt. 

Da die Koeffizienten einer quadratischen Form sich linear aus 
den Werten zusammensetzen lassen, die die quadratische Form für die 
Reïhe der speziellen Wertsysteme der Variabeln annimmt, s0 schlieBen 
wir, daB die sämtlichen Koeffizienten x,, der Form x (1) ebenfalls 
sowohl vordere wie hintere Differentialquotienten besitzen und 
da dieselben für jede Stelle mit Ausnahme der Stellen 4,, À,, ... 
einander gleich sind; die vorderen und bhinteren Differential- 
quotienten von x,, môgen mit { bez. f bezeichnet werden. Für 
jede von 1,, 4,, ... verschiedene Stelle À stimmen diese beiden 
Differentialquotienten mit einander überein; wir setzen daselbst 


E. = Le l,; 


die quadratischen Formen mit den Koeffizienten f}, f, môügen mit 
#* (1) bez. F7 (4) bezeichnet werden. Für jede von 4,, 4,, ... ver- 


schiedene Stelle setzen wir 
10) = UE (2); 


Wir bilden nun allgemein für die Stelle 4, die Differenz 
f# —f, und nehmen diese Differenz als Koeffizient von x, x,; die 
so entstehende quadratische Form mit unendlich vielen Variabeln, 
deren Koeffizienten jedenfalls nicht sämtlich verschwinden, werde 
die zum Eigenwert À, gehôürige quadratische Eigenform 
von À genannt und mit Æ, bezeichnet. Offenbar ist für jeden 
Eigenwert 1, 
(21) (4,)-1°(4,) = E, 
und da auch zu (20) analog 
29: PPT IR) Ur A2 
Fi f# (1) < {0 (u) für 1<u 


gelten mul, so fällt gewif 


(23) E, 70 


P -- 
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aus. Andererseits folgt aus (19), wenn wir für w einen À über- 
steigenden Wert wählen und diesen gegen À konvergiren lassen 


(24) | POS (Lx) 


Wir betrachten nunmehr irgend » nach zunebmender Grôfe 
geordnete Eigenwerte der Form K, etwa 


Dm 


und die diesen zugehôrigen Eigenformen 


Wegen (21) haben wir 
25) PO) 7 An) = Ep, Gm=1,2... mn) 
und wegen (22) 


1 (A, )— OS) (4 #3) > 0, 
(26) 


a ET lp.) = 0. 
Die Addition von (25) und (26) ergibt 
(27) PO) O)EE, + +E, 


und diese Ungleichung lebrt, da [f©(1)] nirgends negativ ist, 
wegen (24) die weitere Ungleichung 


(28) E,,+:..+E, =(x,2). 


Aus (23) und (28) erkennen wir, daB die über alle Indizes p 
erstreckte Summe SX [E] ne VU und zwar Beer eine quadra- 
tische Form der n Variabeln %,, ..., x, die =x}+...+4? aus- 
fällt, d. h. es ist 


ZE, £ (a, &). 


Wir IN jetzt rer Formen der unendlichvielen Vari- 
abeln x,, z,, 


FD RAS ÈS 


(4, <1) 
n(Q) = Y E,(4-1,), 
(4, <À) 


wo die Summen rechter Hand über alle diejenigen Indizes p zu 
erstrecken sind, für die 1,<4 ausfällt. Die Koeffizienten von 


Re 
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n (à) sind stetige Funktionen von 4. Die Abschnitte [e(1)], [7 (4)] 
dieser Formen sind Funktionen von À, die, wie sich ohne Schwie- 
rigkeit mit Benutzung von (23) und der Konvergenz von ZE] 
ergibt, folgende Eigenschaften besitzen : : 

[e(2)] ist nirgends negativ und nimmt mit wachsendem 4 nie- 
mals ab; auferhalb J ist [e(1)] auf der negativen Seite Null, auf 
der positiven gleich > LE,]. 

[e (4)] ist an allen Stellen stetig, die nicht Eigenwerte sind; 
für den Eigenwert 4, besitzt [e(1)] einen endlichen Sprung und 
zwar ist bei positivem gegen Null abnehmendem : 


L,eG,—7) = e(À,) 
L,eG,+7 = e(4)+E,. 


[7 (4)] hat sowohl einen vorderen, wie einen hinteren Differential- 
quotient; dieselben stimmen an allen Stellen, die nicht Eigenwerte 
sind, mit einander überein und haben den Wert [e(4)]; für den 
Eigenwert 4, ist der hintere Differentialquotient = [e(4,)], der 
vordere — {e(4)]+[Æ,], so daf der UeberschuB des vorderen 
Differentialquotienten über den hinteren [E,] beträgt. 

Aus (27) folgt, wenn 1, 4” = 1' keine Eigenwerte sind: 

UE SENTE E; 
(12 15e 2) 
nun ist 
>  E,=e({")—e(4) 
d4'< ie 1") 
und folglich auch 
(29) É(4)—1(4)Z e (4) — e (4). 


Ist eine der GrôBen 4, 1” ein Eigenwert, bez. sind beide 
Eigenwerte von K, so folgt ebenso statt (29) eine entsprechende 
Ungleichung. Setzen wir nun 


0 (4) = x(4)—n(), 


so besitzt mit Rücksicht auf (21) die Funktion [o (4)] vordere und 
hintere Differentialquotienten, die für jede Stelle À miteinander 
übereinstimmen, und dieser Differentialquotient ist überdies, wie 
aus (29) bez. aus der entsprechenden Ungleichung folgt, eine mit 
wachsendem Argument nicht abnehmende Funktion von 1; daher 
stellt dieser Differentialquotient eine Funktion dar, die in À stetig 
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ist. Setzen wir also 


(80) CUNENS 0 tr Pas UE roy) 


so ist jeder Abschnitt der Form 6(1) eine stetige, nicht negative, 
mit wachsendem 2 nicht abnehmende Funktion von 4 Die Form 
6(1) der unendlichvielen Variabeln,-deren Koeffizienten 6,, stetige 
Funktionen von À sind, heife die Spcktralform von K. 

Wegen (24) gilt die Ungleichung 


(81) 6()+e() £ (x, x). 


Die Formen f(1), e(4), (4) werden für alle auBerhalb auf der 
negativen Seite von J liegenden Werte 4 identisch gleich Null; 
auf der positiven Seite gehen sie in bestimmte Formen über, 
die wir bez. mit fH co), €(+ oo), 6(+ cc) bezeichnen, _wollen. 
Wegen (30) haben wir 


(32) 6(+ 00) — f(+ oc) — e(+ co). 
a [x(1)] rechts von J in A[(x,x)]+ C(x) übergeht, so haben 
wir 
(33) f(Hoo) = (x, 2) 
und wie früher bemerkt ist 
e(+ co) — 2 Le 


Wir wählen jetzt solche reellen Werte À aus, in deren be- 
liebiger Nähe noch Punkte 4’ existiren, für die nicht identisch in 


allen Variabeln x,,x,,... 


o(4) = 61) 


ausfällt. Die Menge s aller solchen Punkte 1 ist perfekt (abge- 
schlossen und in sich dicht); sie heife das Streckenspektrum 
oder dus kontinuirliche Spektrum der Form X. Auferhalb 
der Verdichtungswerte von X sind die Koeffizienten von x(1) sämt- 
lich linear in 4, diejenigen von e(4) konstant und folglich werden 
auch die Koeffizienten von 6(1) konstant d.h. das Streckenspek- 
trum liegt gewiB innerhalb der Verdichtungswerte der Form X. 
Das Punktspektrum nebst den Häufungsstellen der Eigenwerte 
und das Streckenspektrum zusammengenommen heïife das Spek- 
trum der Form X. 

Setzen wir nun 


co Je. Lialiles fs do (à), 
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so erhalten wir aus (32), (33) 
(c,x) = e(+ ce) + fl da() 
(8) 


oder 


(34) (&,2) = Z E,+ ï de (A), 
(p) (8) 


wo die Summe über alle » zu erstrecken ist. 

Wir kehren nunmehr zu der quadratischen Form X, mit end- 
licher Variabelnzahl x zurück. Bedeutet À eine komplexe Grüfe 
oder eine von sämtlichen Eigenwerten 41! der Form X, ver- 
schiedene reelle Grôfe, so erhalten wir aus der Definition (11) 
der Funktion x® sofort die Gleichung 


+e xp (u) du == O0) 4 LR À, dure CLS (x))' ; 
iË (u—2) h (LF (x) 1h (u— (re 1) u TIRER 


die Integration ist hier reell von w — —c bis u = +oco, im 
Falle eines reellen 4 jedoch mit kurzer Umgehung des Punktes 4 
in der komplexen u-Ebene auszuführen, wobei man beachte, da 
x®(u) in der Umgebung des Punktes 4 als lineare Funktion auch 
für komplexe uw definirt ist. Durch Summation über p == 1,..., 
ñn finden wir 


c +e x (u) ms nltémEi (Lo (x))° 


wobei die Integration wie vorhin auszuführen ist. Andererseits 
ist, wie aus (3) und (5) folgt 


K, (4, æ) — (x, x),  — D 
À — À 


(2 (0) 
157271 


++ 


(86) 


Wenn wir in (35), (36) für n die besonderen Zahlen »”,, m,,.. 
einsetzen und auf beiden Seiten einen bestimmten Abschnitt nehmen, 
ferner unter À irgend eine komplexe GrôBe oder eine solche reelle 
GrôBe verstehen, die nicht zum Spektrum der Form X gehôürt, 
so erhalten wir wegen (18) durch ne die Formel 


[K Mn (4, æ)] — [(æ, T)m,) sr 
GE nées Le ; = ? fps ET du; 
die Integration ist hier wiederum reell von w = — co bis y = +00, 


im Falle eines reellen 4 jedoch mit kurzer Umgehung des Punktes 

1 in der komplexen u-Ebene auszufübren, wobei man beachte, daf 

x(u) in der Umgebung des Punktes 4 als lineare Funktion auch 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso 1006. Hoft 2. 13 
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für komplexe w- definirt ist. Infolgedessen stellt das Integral 
rechter Hand eine Funktion von À dar, die für alle komplexen 
und für die nicht zum Spektrum von Æ gehôrigen reellen 4 re- 
gulär analytischen Charakter in Bezug auf À besitzt. 

Wir setzen 


jt de gite à 

(38) K(4, 2) = (&, æ) + 24 f EL 

und nennen diesen Ausdruck die Resolvente der Form K; 
jeder Koeffizient oder Abschnitt derselben ist ebenfalls für alle 
komplexen und für die nicht zum Spektrum von X gehôrigen end- 
lichen reellen Werte von 4 regulär analytisch und man sieht auch, 
da derselbe für À — co regulär analytisch ist. 

Die oben gefundene Gleichung (37) geht über in 


L Km = KG, 2). 


Aus der Definition der Form (1) entnehmen wir die Gleichung 


ET AUD FRET MSIE 
Das ee dort He mar 
wobei unter À irgend eine komplexe Grôfe oder eine solche reelle 
Grôfie zu verstehen ist, die nicht zum Spektrum der Form XÆ ge- 
hôrt und die Integration nach uw im Falle eines reellen 4 mit 
kurzer Umgehung des Punktes À in der komplexen w-Ebene aus- 
geführt werden soll. 


Wegen 
o(4) = x(4)— (à), 
d 
6(À) = - ee ) 
erbhalten wir 
Te x(u) _fT® n({u) ia +e_ ou) 
fe (&—4y * Haras (&— 12) J° @—2 
“à +e_o(u) 
chi pr Gay 4 
— 1 f dy) 
5 ob 
Aus (38), (39) ergibt sich 
(40) K(A,x) = (x, 2) +15 Re HaEx 


SEE PRE EP UE SE DER TE NE NE SE CE RER "TE 
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und hieraus mit Rücksicht auf (34) 


E dé 
K(4,2) = D + 
(P) ti (UE TE be 
À, u 


Diese Formel ist das gesuchte Analogon zu der 
Partialbruchdarstellung (3) der Resolvente K,(1,x) 
der Form X, mit der endlichen Variabelnzahl n. 

Wir fassen die gefundenen Resultate in folgender Weise zu- 
sammen : 

Satz I. Die Resolvente einer quadratischen Form K, für welche 
À = © nicht Verdichtungswert ist, ist eine quadratische Form mit 
unendlichrielen Variabeln 


K(4, x) EE 2 Kat tu) 


deren Koeffizienten für alle auflerhalb des Spektrums der Form K 
gelegenen Argumente À regulär analytische Funktionen dieses Argu- 
mentes sind. 

Ist m,,m,,... eine gewisse Reihe ins Unendliche zunelmender 
ganzer Zahlen, so gilt für jeden Abschnitt der Resolvente die Gleichung 
(41) L Kknz) = KG) 


hk=o 
wo K,,, die Resolvente der Form K, bedeutet. 
Die Resolvente K gestattet folgende Darstelluny (für jeden Abschnitt) 


E do 
(42) KG A = 7 7 + PER 
À 


? 


dabei ist die Summe über das gesamte Punkispektrum von X, d. h. 
über alle Eïgenwerte von K zu erstrecken;, ÆE, bezeichnet allgemein 
die zu À, gehôrige quadratische Eïigenform; sie ist eine Form, deren 
Abschnitte für keinen Wert der Variabeln x,,2,,... negativ sind. 
Das Integral ist über dus Streckenspeltrum von K zu erstrecken. Die 
Spektralform o(à) ist cine Form, deren Kocffisienten stetige Funk- 
tionen in À, und deren Abschnitte bei wachsendem Argument À inner- 
halb des Streckenspektrums s nicht abnehmende nicht sämtlich konstante 
Funktionen von À, in jedem auflerhalb s geleyenen Intervalle aber 
sümtlich konstant sind. 
Endlich gilt die Gleichung (fix jeden Abschnitt) 


(43) @2 = 2 E,+ 1! do (à). 
F (s) 
13* 
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Wenn die sämtlichen Abschnitte einer quadratischen oder 
einer bilinearen Form mit unendlichvielen Variabeln x,,x,,..., 
Y1Y:5-.. absolut genommen unterhalb einer von der Wahl des 
Abschnittes unabhängigen endlichen Grenze liegen, sobald man die 
Variabeln den Bedingungen 


(44) (2) Z1, (y, y) <1 


unterwirft, so heife die quadratische bez. bilineare Form eine 
beschränkte Form. 

Die zu einer beschränkten quadratischen Form gehôrige bi- 
lineare Form ist ebenfalls eine beschränkte Form. 

Beispielsweise sind wegen (23) und (28) die Eigenformen E, 
stets beschränkte Formen und da nach (31) die Ungleichung 


c()+e(4)< (x, 2) 


gilt, so sind auch die Spektralform 6(1), ebenso wie die Formen 
f(4) und e(4) beschränkte Formen. Endlich ist, wenn À einen 
auferhalb des Spektrums von Æ(x) liegenden Wert bedeutet, die 
Resolvente K(4,x) und zwar sowohl der Summen- wie der Inte- 
gralbestandteil von K(1,x) für sich eine beschränkte Form. 

Die Begriffe ,Abschnitt“ und ,beschränkt“ kônnen offenbar in 
gleichem Sinne auch für lineare Formen mit unendlichvielen 
Variabeln angewandt werden. Eine lineare Form 


L(x) = 1,4,+1,x,+... 


ist dann und nur dann eine beschränkte Form, wenn die Summe 
der Quadrate ihrer Koeffizienten 

nee. 
endlich bleibt. 

Die Richtigkeit hiervon erkennt man leicht mit Hilfe der 
beiden folgenden Tatsachen: 

I Wenn ,,u,,... und v,,v,,... irgend welche GrüBen sind, 
so gilt stets die Ungleichung 

(u, 0) Z (u, u)(v, v). 

II. Wenn ,,%,,... irgend welche GrôBen sind, ferner M eine 
endliche positive Zahl bedeutet und überdies für alle der Be- 
dingung (44) genügenden Werte x,,x,,... die Ungleichung 

(4,2) £ M 
stattfindet, s0 ist stets 
(u,u) = M. 


(4 
! ! — 
= 0, ot 0, A He Li 


=0d,,.:,4,=0,, 9,4: —=0, Se OS 
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Fortan ziehen wir durchweg nur solche Wert- 
systeme der unendlichvielen Variabeln x,,x,,...,y,,y,,... 
u. s.f. in Betracht, die der Bedingung (44) genügen. Ist 
a, &,... ein solches Wertsystem, so existirt, wenn L(x) eine be- 
schränkte lineare Form ist, gewiB der Limes des nt Abschnittes 
[ZL(a)], derselben für n — co; wir setzen 


L() = L (L@; 


somit haben wir erkannt, daB eine beschränkte Linearform der 
unendlichvielen Variabeln x,,x,,... für alle in Betracht kommen- 
den Wertsysteme dieser Variabeln einen bestimmten endlichen 
Wert annimmt und demnach eine Funktion der unendlichvielen 
Variabeln x,,x,,... darstellt. 

Es heiïfe allgemein eine Funktion F(x,,x,,...) der unendlich- 
vielen Variabeln x,,x,,... an der Stelle à, a,,... stetig, wenn 
der Wert von F(a,+e,,a,+6,,...) gegen den Wert von F(a,,a,,...) 
konvergiert, sobald die Summe der Quadrate der Grôfen &,, &,, .… 
nach Null abnimmt, d. h. wenn 


PATES Ay+ Es) ) y ACTE 
(i+ei+... — 0) 
wird. 

Wir sehen sofort, daB die beschränkte Linearform L(x) eine 
stetige Funktion der unendlichvielen Variabeln darstellt. 

Die entsprechenden Sätze gelten auch für eine beschränkte 
Bilinearform. Um dies zu erkennen, bezeichnen wir mit A(x, y) 
eine beschränkte Bilinearform und mit a,,a,,... und b,,b,,... 
besondere Wertsysteme der unendlichvielen Variabeln, sodann 
setzen wir 


0,00) lu =0, 2,4 —=0, .…. 


0 b. 


! ! ! b, ! [] ! ' 
= (0, © HE); PH $ D nr CE PT gg Van © 0, Vs = 0, 


nm nm 


en = Vaitante + Bu = Vu + bat +0, 
worin # und m—># irgend welche ganze Zahlen bedeuten. Nun 


ist, wenn wir mit [4],, [A], die betreffenden Abschnitte von À be- 
zeichnen, 


1 d* 


(+, 2 = ! + ? — 
» Tite — ne ln — ) Ti 0j Es = 0, 
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[A(a, 0), = A(c+a,,z, y+8.y"), 
A(x,y) +o,, A(’,y) +8, A(, y) + un Ban A(&'; 9°), 
= [4(a,b)],+a,, 4(2',y)+8,,A(x, y)+ a, 8 A (x; y). 


Da Az’, y), A(x, y’), A(x', y’) absolut unterhalb einer von n, "m un- 
abhängigen Grenze bleiben und überdies «,,, 8, mit wachsenden 
n,m verschwinden, so folgt, daB [A(a,b)], mit wachsendem n 
gegen einen Grenzwert konvergieren muB; derselbe werde kurz 
mit A(a,b) bezeichnet. In analoger Weise folgt, daB die durch 
A(x, y) dargestellte Funktion der unendlichvielen Variabeln x,, x,, 
und %,, %,,... stetig ist. 

Insbesondere schliefen wir, daB auch eine beschränkte, qua- 
dratische Form unendlichvieler Veränderlichen x,, x,, ... stets eine 
stetige Funktion derselben darstellt. 

Wir entnehmen aus den eben bewiesenen Sätzen noch folgende 
Tatsache: Wenn auf beiden Seiten einer Formel eine endliche 
Anzahl quadratischer oder bilinearer beschränkter Formen von 
unendlichvielen Variabeln stehen und die durch die Formel dar- 
stellte Gleichung oder Ungleichung für alle Abschnitte beider 
Seiten gültig ist, so ist sie überhaupt für alle Wertsysteme der 
unendlichvielen Variabeln gültig — wobei stets nur solche Wert- 
systeme dieser Variabeln gemeint sind, die den Bedingungen (44) 
genügen. 

Wenn wir in der beschränkten Bilinearform A(x, y) die Va- 
riabeln y,,y,,... sämtlich Null setzen mit alleiniger Ausnahme 
der einen Variabeln y,, der wir den Wert 1 erteilen, so entsteht 
eine beschränkte Linearform der Variabeln x,,z,,...; dieselbe 


werde mit 1 4 (&, y) 


bezeichnet. 


Da A(x, y) beschränkt ist, so folgt auch, daB 


O[A (x, y)] O[A (x, y)], 
LT P Fe Fa op 


absolut unter einer endlichen von # und m unabhängigen Grenze 
liegt und mit Rücksicht auf die oben angeführte Tatsache II liegt 
mithin auch 


9[4G,Y)1.\.. (°! A(x, où) 
( dy, | À | À Ôy, 
unterhalb einer von x und m unabhängigen Grenze. Nehmen wir 


nun zuerst # — und dann # — c, so erkennen wir, daf die 


EDR 
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Quadratsumme 
04 (x, 2) (EE y) ] 
Pare oi LA PSE Peso AZ A OF 
( (UA 0Y 


gegen eine endliche GrüBe konvergiert. Ist nun B(x, y) ebenfalls 
eine beschränkte Bilinearform, so bleibt auch die Quadratsumme 


(2e D) + (AE y) + ” 


Ôx | 


Ôx, 
unterhalb einer endlichen Grenze und folglich muf mit Rücksicht 
auf die oben angeführte Tatsache I auch die unendliche Reïhe 


A (5) 8E (3) | 84,1) 089: 


1 


(A 0x, (JA Ôx, 
absolut konvergieren; dieselbe stellt dann notwendig wiederum 
eine Bilinearform der Variabeln x,,2,,..., y,,y,,... dar, die 
wir mit 
A(x,.) B(.,y) 


bezeichnen und die Faltung der Bilinearformen À, B nennen. 
Die Faltung ist gewiB eine beschränkte Bilinearform und 
zwar erkennen wir mit Rücksicht auf die oben augeführten Tat- 
sachen I und II aus der vorangehenden Betrachtung die Richtig- 
keit des folgenden Satzes: 
Hilfssatz 2. Wenn M, N zwei positive Konstante bedeuten, 
50 da für'allé 247. undiy 9, 


AGYISM, |B@YIEN 
ausfällt, so genügt die Faltung notwendig der Ungleichung 
(A(.) B(;DI< MN 
Zugleich stellen wir folgende Hilfssätze auf, deren Richtigkeit 
unmittelbar einleuchtet. 


Hilfssatz 3. Für jeden Abschnitt der Faltung zweier be- 
schränkter Bilinearformen À, B gilt 


[A(&,.)B(.; y), = LTA.(,.)B,(,9)1, 


wo rechts unter dem Limes der #t° Abschnitt der Faltung der 
nt Abschnitte von À, Z steht. Der Wert der Faltung ist demnach: 


A.) 869 L.LIA..) 2,0. 


Es folgt daraus insbesondere: 
A(r, )(C y) = À (x, y), 
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d.h. jede Bilinearform reproduziert sich durch Faltung mit (x, y); 
wir kônnen daher auch den Wert der Bilinearform darstellen als: 
0A ÔA OA OA 
AGE ES Ni rie lo pis 
Hilfssatz: 4 Wenn À, B, C,... beschränkte Bilinearformen 
sind und mit denselben wiederholt der ProzeB der Faltung aus- 
geführt wird, so ist das Resultat von der Reïhenfolge der ein- 
zelnen Faltungen unabhängig; es ist beispielsweise 


(A(z,.)B(.,.)) C(.,y) = A(.)(B(.,e) C(e, y). 
Wir entwickeln nunmebr die einfachsten Begriffe und Tat- 
sachen über orthogonale Transformationen unendlichvieler Variabler. 


Bedeuten 
US (p,9 = 1,2,...) 
irgend welche unendlichviele den Relationen 
0 ul 
=.) 7 ; 
> Us a Tr 0, (p + g) 
(CET RP AETS) 
und 
0, = 
7 Col 
oe 0,0 = 0, (» + q) 
G=11:9 0) 


genügende Konstanten, so definieren die Formeln 
di = Oidontt"r, 
(45) Ty = Otto te 


und 
à = Oidi+oOnda te, 


Ty = Op Di + Onda", 


je eine orthogonale Transformation; die letztere Transformation 
ist die Umkehrung der ersteren. Die Ausdrücke rechter Hand 
sind beschränkte Linearformen der unendlichvielen Variabeln 
LR DeZn LATE be 

Die Bilinearform 


O(&, & ) = di APE P z, 
heiBe die zur orthogonalen Transformation (45) zugehôrige Bilinear- 
form; dieselbe ist, wie man leicht aus der oben angeführten Tat- 
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sache I erkennt, gewiB eine beschränkte Form. Es gilt nach Hilfs- 
satz 3 die Formel 
(46) O(x,.)O(y,.) = (x, y); 
insbesondere wird: 
Surtout) = (e', 21, 
P 
2 rer ont) = (x, x). 
P. 

Wenn wir auf irgend eine beschränkte Linearform L(x) die 
orthogonale Transformation (45) anwenden, so entsteht die Linear- 
form 

L'(x) = L()0(.,+); 


mithin entsteht, wenn wir beide Variabelnreihen irgend einer be- 
schränkten Bilinearform A(x, y) jener Transformation unterwerfen 
die Bilinearform 


A'(x,y) = A(.;.)0(.,x)0(e, y). 
Sind A(x, y), B(x, y) irgend zwei beschränkte Bilinearformen, 
setzen wir ferner 
C(x, y) = A(, .) B(.,y) 
und berechnen die orthogonaltransformierten Formen 
A'(x',y) = A(.;.)0(.,æ)0(., y) 
B'(x", y) = B(, +) 0(, æ') O(x, y’), 
C'(&',y) = C(.,.)0(.,2)0(., y), 
so finden wir als Faltung der transformierten Formen 
A'(x, o) Bo, y) = A(.;e) O(. ,&)O(e, o) B(x, ») O(x, o)O(x, y) 
und mit Benutzung des Hilfssatzes 3 und 4 und der Formel (46) 
A'(&,e) B'(0,y) = A(.,0) B(,+)O(., x) O(x, y) 
a C(.; «) O(. ; z) O(x, y) 
und mithin 
(47) A'(x,.) B'(.,y) = C'(x, y); 
d. h. die Faltung zweier Bilinearformen ist eine Kovariante gegen- 
über einer orthogonalen Transformation. 
Wenn die Samme der Koeffizienten von x,y, einer Bilinear- 


form A(x,y) konvergiert, so bezeichnen wir diese Summe allge- 
mein mit A(.,.). 
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Wir erwähnen hier noch folgende ebenfalls leicht zu be- 
weisende Tatsache: 

Hilfssatz 5. Wenn 

QG) = 2, tt, 
(2/a=10;2, 2.) 
eine quadratische Form von solcher Art ist, daf 
Q(.,.)Q(,e) — > Cou 
(2,9=1,2,.) 
gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert, so stellt derselbe 
eine Invariante gegenüber einer orthogonalen Transformation von 
Q(x) dar; d.h. jener Grenzwert stimmt mit 
DONJOC = OZ 
(2: 9=172") 
überein, wobeï 
Qa)= Z ca!z 
(2,9=1,2,...) 
die durch orthogonale Transformation aus Q(x) hervorgehende 
quadratische Form bedeutet. 

Wir kehren nunmehr zu der oben entwickelten Theorie der 
quadratischen Form X(x) zurück und nehmen an, da diese 
quadratische Form X(x) eine beschränkte Form sei. 

Bedeutet wiederum 


K, (x) = [Æ(x)], 
den nt Abschnitt von K(x), so ist der grôfte Wert, den X,(x) 


absolut genommen annimmt, gleich , wenn 4 den absolut 


EM 
kleinsten der n Eigenwerte von X,(x) bezeichnet. Da X(x) eine 
beschränkte Form sein soll, so giebt es eine positive Konstante 
M, so da für alle Werte n und jedes Variabelnsystem | 


|, (@)|=£ M 
ausfällt und mithin gilt auch 


| ; | _ di 
1 
oder 
1 
PIE 7 


d. h. die absoluten Beträge der Eigenwerte von X,(x) bleiben 
sämtlich oberhalb einer von Null verschiedenen positiven GrôBe 
und es gehôürt somit À — 0 gewif nicht zum Spektrum von X(x2). 
Nehmen wir umgekehrt von einer quadratischen Form X(x) an, 
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daB 4 — O nicht zu ihrem Spektrum gehôre, so müssen sämtliche 
Eigenwerte 4” ihrer Abschnitte X,(x) von einem gewissen # an 
absolut genommen oberhalb einer von Null verschiedenen positiven 
Grenze » bleiben und hieraus wiederum folgt, daf die Maxima 


nn der absolut genommenen Abschnitte X,(x) unterhalb der 


Grenze _ bleiben müssen, d.h. die Form Æ{(x) ist notwendig 
eine beschränkte. 

Die vorhin gemachte und im Folgenden stets beibehaltene 
Annahme, daB K(x) eine beschränkte Form sei, ist also damit 
vôllig aequivalent, da8 4 — 0 nicht zum Spektrum von X(x) ge- 
hôüre, während die absoluten Beträge der Eigenwerte von Æ{(x) 
sehr wohl über alle Grenzen wachsen dürfen. 

Wir bestimmen nun eine GrôBe « so klein, daB auch À — « 
nicht dem Spektrum von X(x) angehôrt. Da dann die Nullstellen 
der Discriminanten der Abschnitte von 


(x, x) — 1 K(&) 

sich an der Stelle À — « nicht häufen, so werden diejenigen der 
Abschnitte von 

(x, 2) —1{(x, 2) — a X(x), 
absolut genommen nicht über alle Grenzen wachsen, d. h. die qua- 
dratische Form 

K*(x) = (x,x)—aK(x) 
hat À — co nicht zum Verdichtungswert; dieselbe ist zugleich 
auch beschränkt. Bezeichnen wir mit K,(41; x, y) die Resolvente 
von X,(x) und mit K*(4; x, y) diejenige von K*(x), so finden wir 
unmittelbar aus der Definition der Resolvente die Gleichung : 


1 À 
(48) KG a,0 = — fav). 
FE TMEnes 
Ë (74 


Wenden wir nun unseren Satz I auf die Form K*(x) an und 
bezeichnen die Eigenwerte, Eigenformen, ferner das Strecken- 
spektram und die Spektralform von A*(x) bez. mit 


Ar MATE AUDREY Uastio"; 
so ergibt sich für alle auferhalb des Spektrums von Æ* liegenden 
Werte von 4* die für jeden Abschnitt bestehende Gleichung 


HET do* (u*) 
DC GE a Pire 
u 


P 
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und ebenso : 
(x,«) = DE*+) ea 
(2) (s° 


Setzen wir in (49) 


À À u 
FES ‘à Mi » wi 
: 1— a? F 1,—a ï u—a@ 
ein, wobei 
À 
Le LL. 
AL, 11 
À 
D'ecifié pacs 
= 
dE ot rs 
u u 


wird und bezeichnen mit s die Menge der Punkte uw, die der Menge 
s* der Punkte u* entspricht, so ergibt sich mit Rücksicht auf (48) 
die für jeden Abschnitt bestehende Gleichung: 


F E, do(u) 
L Km, z) = À sed, 1? 


TS Por ONRER 
À Wu 


dabei sind dann 4, als die Eigenwerte, E, — E* als die zuge- 
hôrigen Eigenformen, s als das Streckenspektrum, 6(u) — 6*(u*) 
als die Spektralform der Form X(x) zu bezeichnen und es ist 
1 — © als Eigenwert und ÆE, als zugehôrige Eigenfunktion von 
K(x) mitzurechnen, falls 4* — 1 Eigenwert von X*(x) war. Aus 
der obigen Formel für (x, x) wird 


(50) (&, à) = ÈE Eee 2 do (à). 


Die beiden letzten Formeln stimmen mit (42), (43) überein, 
wenn K(x) À = co nicht zum Verdichtungswert hat; in der Tat 
folgt dann aus der Definition von KX*(x), daB 4* — 1 nicht Ver- 
dichtungswert und daher auch nicht Eigenwert von K* ist; dem- 
nach ist À — co gewiB nicht Eigenwert von Æ(x). 

Bleibt Æ(x, y) für alle Variabeln x absolut unterhalb der end- 
lichen Grenze M, so entnehmen wir aus (2) und Hilfssatz 2, daf 
auch für alle m 


K, (4; %, y) = (x, Yu + 1K, (x, y)+4X, K, (x, y) C3 Ds 


Ÿ, (à MS 


HAE KE, (y) +, 
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n < M, Fees —1<9,<+1 


ist. Mit Rücksicht auf Hilfssatz 3 erhalten wir dann, wenn wir 
für x, y solche feste Werte nehmen, die von einem endlichen Index 


an sämtlich verschwinden, für m — m, in der Grenze À — © 
die Formel 
EG)  LKknG; 9 = G9+2K(Y+PEE(Y+ 

Ÿ, (1 M)* 


+1'KK...K(x,y)+ 1197 


und hieraus für n — co 
L Km @5 2,9) = (9 +2K (9) +PKK (a, g)+ 


Die so gewonnene Formel sowie die Tatsache, da jeder Abschnitt 
der Resolvente auBerhalb des Spektrums regulär analytisch in 4 
ist, zeigt, da die Resolvente 


K(4; x, y) ef K, (À; æ, y) 


der Form X4(x,y) eindeutig durch X{(x) bestimmt ist, und hieraus 
wiederum folgt, indem wir auf den Beweis für die Existenz des 
Grenzwertes 


Le Km @3 % 9) 
zurückgreifen, daB auch allgemein der Grenzwert 
PL K, (4; T, y) 


existiert und dem obigen Grenzwert gleich sein mu. Die letzten 
Formeln gelten stets für jeden Abschnitt der in Betracht kom- 


menden Formen. 
Aus (61) schliefen wir, da die Differenz 


(82) K(;x,y)—{(x,y)+4K(x,9)+L'KK(x,y)+.+2"KK... K(x,y)} 
eine Form ist, bei welcher der absolute Betrag jedes Abschnittes 
für |A] < 7 unterhalb der Grüfe 

JAMIE 

1—-|1M| 
bleibt. Durch Faltung jenes Ausdruckes (52) mit Æ(x,y) ergibt 
sich dann nach Hilfssatz 2, daf der Ausdruck 


(53) K(x,.)K(4;.,9) 
—{ A(x,y)+4KX(x,y)+ AK (x,y) ++ l'KAK .. A(x,y)| 
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absolut genommien im gleichen Sinne die Grôe 
|aM |" 
1—|1M| 
nicht überschreitet. Setzen wir in (52) die Zahl #7 +1 an Stelle 


von # und subtrahieren dann davon das 4-fache des Ausdruckes 
(53), so entsteht der Ausdruck 


M 


KG; x,y)—4K(x,.)K(4;.,y) — (x, y) 


und dieser Ausdruck bleibt demnach absolut genommen unterhalb 
der Grôüfe 

2|11M/* 

1-4] 
Da nun diese Grôle für # — co gegen Null konvergiert, so ist 
damit die Gültigkeit der Gleichung 


(54) K(; x,y)—21K(x, .)K(4; -ÿ) = (x, y) 


für |A] < _ und für jeden Abschnitt und einer oben gemachten 
Bemerkung (S. 178) zufolge daher auch für beliebige Werte der 
unendlichvielen Variabeln bewiesen. 

Wir sind vorhin zu der Gleichung 


(b5) KG; 2,9) = (,y)+4XK (a, y) + LV K K(x, y) +... 
gelangt und haben die Gültigkeit derselben für jeden Abschnitt 


und für |A) < È erkannt. Aus diesem Umstande wiederum 


schliefen wir, daB für beliebige Werte der Variabeln jeder Ab- 
schnitt von 

66) K(G;2,y)—{(x, y) +A4K(x,y)+-.+1KK... K(x,y)] 
absolut kleiner als 

JAM" 

69 1-1] 

ausfällt und daher mu einer oben (S. 178) gemachten Bemerkung 
zufolge auch jener Ausdruck (56) selbst für beliebige Werte der 
unendlichvielen Variabeln absolut kleiner oder gleich der GrüBe 
(57) bleiben. Hieraus folgt, indem wir # ins Unendliche zunehmen 
lassen, daB die Gleichung (55) für beliebige Werte der unendlich- 


vielen Variabeln x,, x,, ... und y,, y,, ... und für || < .. gültig ist. 
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Die Gleichung 
E dé (u) 


Ka) = D —È + 
FILE 2 
u 


ist — ebenso wie (50) — vorhin nur in dem Sinne als gültig er- 
kannt worden, da man darin auf beiden Seiten die nämlichen 
Abschnitte genommen denkt; wir wollén nun zeigen, da diese 
Gleichung für beliebige Werte der unendlichvielen Variabeln gilt 
— vorausgesetzt, dafi À einen auferhalb des Spektrums von À 
gelegenen Wert bedeutet. 

Es sei a,,a,,... ein bestimmtes Wertsystem der unendlich- 
vielen Variabeln x,, x,, ...; dann bezeichne 


E, (a), LE, (a)],, [E,@I. 


den Wert, den E, bez. der nt° und mt° Abschnitt von ÆE, für jenes 
bestimmte Wertsystem annimmt. Wegen (60) liegt 


_2 LE). 


unterhalb einer von # und P unabhängigen endlichen Grenze; wir 
setzen 
E sn, P 
Pan CAT (a). AL TEA 
wo æ(n, P) eine GrüBe ist, die bei festem n für P — co nach 
Null konvergiert. Da bei festem À die GrôBen 
1 


À 
LS 


P 


sämtlich eine endliche obere Grenze G haben, so ist, wenn 


EG 2 ;6,p 


@=P41,P+2,..) 4 _ À 


4, 
gesetzt wird, die Grôfe mn(n, P) ebenfalls eine solche, die bei 
festem x für P = co nach Null konvergiert. 
Da andererseits 
> À 
(P=1,... P) san 
É À 


P 


eine beschränkte Form ist und zwar derart, dal die absoluten 
Beträge ihrer Werte sämtlich unterhalb der von P unabhängigen 
Grenze G bleiben, so folgt aus unseren früheren Betrachtungen 
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(S. 178), daf 


LE, @. _ Dr ÉD 
=?) 4 2 À np" HR = (G)Vau+ahate+a, 
A, 1, 
(m>— n) 


wird, worin (G) eine zwischen endlichen von #, », P unabhängigen 


Grenzen gelegene GrôBe bedeutet. 
Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich 


E E Te RS 
os E@l_ > EeL,Giararrre 
(PI 2) 1 2e (P=1,2,...) t LE 
1, 1, 
+ n(, P) 
und wenn wir hierin zuerst %” — co, alsdann P — © und zuletzt 
n —= © werden lassen, so erhalten wir 


Andererseits wenden wir dieselbe oben (S.178)zum Beweise der 
Konvergenz von A(a,b) dargelegte SchluBweise auf die Bilinear- 
form 6(1; x,y) an. Da mit Rücksicht auf (31) 


(ou; x, y] =1 

folgt und mithin für alle Werte von uw bei beliebigen x,, x,, 
und Yi, Ye. 

G(u; x, y) = 
sein muB, so folgt durch jene SchluBweise zugleich in Bezug auf 
alle w die Gleichmäfigkeit der Konvergenz von [o{u; x,y)|], gegen 
o(u; x, y); mithin stellt die Bilinearform ou; x, y) für jedes Wert- 
system der unendlichvielen Variabeln %,, x,, ... und Y,, y,,... eine 
stetige Funktion in w dar und hieraus wiederum folgt 


do(u) dou) 
ln) 

(ONE ES (CS ee 

[L U -n 

Mit den beiden letzteren Limesgleichungen ist unsere Behauptung 
erwiesen, d. h. die Gültigkeit der Partialbruchdarstellung von 
K(1; x) auf beliebige Werte der unendlichvielen Variabeln erweitert. 
Die socben als allgemeingültig erwiesene Partialbruchdarstellung 
von K(4; x) läft zugleich erkennen, daf der Wert der Resolvente 
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K(1,zx) für jedes beliebiges System der unendlichvielen Variabeln 
Z,,%,,.. eine in À auBerhalb des Spektrums regulär analytische 
Funktion ist. 

Setzen wir in K(4; x,y) allgemein an Stelle von x, den Aus- 


druck EE. so entsteht die Faltung: 
K(x,.)K(4;., y) 


und daher stellt auch diese für jedes Wertsystem der unendlich- 
vielen Variabeln x,, x,,... und %,,%,,... eine in À auferhalb des 
Spektrums regulär analytische Funktion dar. 

Aus diesen Tatsachen folgern wir die Gültigkeit der Gleichung 
(64) nicht nur für beliebige Wertsysteme der unendlichvielen Va- 
riabeln z,,x,,... und %,,7,,..., sondern auch für alle auBerhalb 
des Spektrums liegenden Werte von 1. 

Wir fassen die wichtigsten der gewonnenen Resultate, wie 
folgt, zusammen : 

Satz II. Es sei K(x) eine quadratische beschränkte Form der 
unendlichvielen Variabeln x,, x,, .... Die Resolvente K(1, x) vom K(x) 
ist eine eindeutig bestimmte quadratische Form eben dieser Variabeln 
CDALAÉEE 

K(4,z) = X K,,(4)z,z,, 
(P,9) 


deren Koeffisienten K,,(1) für alle auferhalb des Spektrums von K 
gelegenen Werte À regulär analytische Funktionen sind. 

Die Resolvente K(A, x) ist, wenn À einen auferhalb des Spektrums 
von K gelegenen Wert bedeutet, eine beschränkte Form; sie stellt für 
jedes beliebige Wertsystem der unendlichvielen Variabeln x,, x,, ... eine 
analytische Funktion von À dar. 

Die Resolvente K(1, x) gestattet für beliebige Werte der unendlich- 


vielen Variabeln x,,x,, ... und für genügend kleine Werte von À die 
Potensreilenentwickeluny 
(59) K(4,x) = (x, x)+4K{(x) + l'KK(x) +... 


und ferner gilt ebenfalls für beliebige Werte der unendlichvielen Varia- 
beln und überhaupt für alle auBerhalb des Spektrums von K gelegenen 
Werte À die Partialbruchdarstellung 


E de 
(60) KO = + | ee 
LL perds Mel 
4, u 
Dabei ist die Sumine über das gesamte Punktspektrum von K, «. h. 
über alle Eïigenwerte eventuell mit Einschluf des Eigenwertes oo zu 
Kg!. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math-phys. Klusse. 1906. Hoft 2. 14 
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erstrecken; ÆE, bezeichnet allgemein die zu À, gehürige quadratische 
Eïgenform; sie ist eine beschränkte Form, die für kein Wertsystem 
der Variabeln x,, x,,... negativ ausfällt. Das Integral ist über das 
Streckenspektrum von K zu erstrecken. Die Spektralform o(À) ist 
eine beschränkte Form der unendlichvielen Variabeln x,, x,, ..., und 
zwar stellt sie für jedes Wertsystem derselben in Bezug auf À eine 
Funktion dar, die stetig ist und bei wachsendem À innerhalb des 
Streckenspektrums s — von besonderen Werten der x, , x,, ... abgesehen — 
wächst, in jedem auferhalb s gelegenen Intervalle aber konstant bleibt. 
Insbesondere gelten die Gleichungen 


(61) Ga) = 2 E,+ [ de( 
ne () 
À d 
(&2) KG = 3%+f “0. 
(D) #» (s) u 
Die Resolvente K(A, x) ist mit K(x) durch die Relation 
(63) K(;x,y)—41K(x,.)K(;.,y) = (x, y) 


verknüpft, die für alle auferhalb des Spektrums von K liegenden Werte 
von À güllig ist. 
Setzen wir 
K(4; T, y) FE x +atit 
WO &,, @,... gewisse lineare Funktionen von Y,,y,,... mit kon- 
vergenter Quadratsumme sind, so folgt aus (63) durch Gleich- 
setzung der Koeffizienten von x, : 


ADR, = Yr) (p = 1,2,...) 
d. h. «,,a,,... lôsen diese inhomogenen aus der quadratischen 


Form (x,x)—4X(x) (wo À auferhalb des Spektrums liegt) ent- 
springenden unendlichvielen Gleichungen, wenn Y,,Y,,... irgend 
welche GrüBen mit konvergenter Quadratsumme sind; sie sind die 
einzige Lüsung mit konvergenter Quadratsumme. 

Wir wollen nunmehr das Verhalten der Resolvente K(1, x) 
für einen innerhalb des Spektrums von XÆ liegenden Wert von À 
untersuchen. 

Zu dem Zwecke setzen wir 


À = v+iv!, 
wo v,v' reelle Zahlen bedeuten, und fragen, ob das Produkt 
F, do pi 
D) SE PANIERS 
> 4, —71 () u—à 
für »' — 0 einem Grenzwerte zustrebt. 
14 
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Es sei zunächst » eine Verdichtungsstelle der Eigenwerte von 
K(x), aber nicht gleich einem Eigenwerte von K(x); dann setzen 
wir 

à A SA A PA 

P 
und bezeichnen mit », denjenigen unter den Eigenwerten 14,,...,4., 
der dem Werte » am nächsten liegt. Nehmen wir nunmehr » so 
groB, da gerade noch 


v' == (v #7 v) 


ist, so wird 

ss << Vi À = v' << ET 73 

Sa cou i=1S Dern. 7 eVe 

und für p = m gewif == 1 
und daher auch 
EDS ÈS WE ++ E)+R EVER 
Fu 
Dà nun für »’ — 0 notwendig » über alle Grenzen wächst und 
daher R, gegen Null konvergiert, so folgt 
E 
— À Pt = 0, 

Ce Le 2 


Die letztere Grenzgleichung gilt gewiB auch, wenn » weder 
Verdichtungsstelle der Eigenwerte von ÆK{x) noch selbst gleich 
einem Eigenwert ist. 

Aus diesen Tatsachen entnehmen wir andererseits, daf wenn 
y dem Eigenwerte 4, gleich ist, stets notwendig 

1520 38 
(65) L{@-03r 5) = E 
ausfällt. 

Es sei jetzt » ein Punkt des Streckenspektrums s und y! eine 
reelle Zahl > ». Nehmen wir alsdann 

= (vw), 
so erhalten wir durch eine ähnliche Abschätzung des bis u' er- 
streckten Integrales 


(+) lo ( ) 
| en il a Est 
(08 Le ) av) H—À 
Ebenso folgt auch 
‘9 do(u) 
1 —2t = 0. 
“4, Lt ni 


14* 
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Wegen 
K(4,2) = (7, +115 + ee 


@æ)4, —À 


folgt aus (64), (65), (66), (67), daë 
L(b—12) KG, x) = 0, 
(68) Es 
bez. = 1,E, 


ist, je nachdem » keiner der Eigenwerte von K(x) ist bez. dem 
Eigenwert À, gleich wird. 
Als Ergänzung hierzu tritt, wenn 


À = iv! 


gesetzt wird, die Grenzgleichung 
 L K(4, x) = 0, 


69 
bez. = E 


je nach dem 4 — © kein Eigenwert ist oder als solcher gerechnet 
werden muf. Um dies einzusehen, dienen die analogen Ueberle- 
gungen wie vorhin: man nehme bei der Untersuchung der Summe 
m s0 groB, daf gerade noch »’ => v}, wenn »,, den absolut grüBten 
der Eigenwerte 4,,... 4, bedeutet, und bei der Untersuchung des 
Integrals v' = uw”. 

Bedeutet y irgend einen auBerhalb des Spektrums von X lie- 
genden Wert, so folgt aus (63) durch Faltung mit K(u; x, y) 


A K(°,.) K(4; +, &) K(u, .) y) = K(1;.x) K(u; y) —K(u;x, y). 


Aus dieser Formel und derjenigen, welche aus ihr durch gleich- 
zeitige Vertauschung von 4; x,,2,,... mit w; y,,Y%,,... entsteht, 
finden wir die Formel 


(70) (QA—u)K(A;z,.)K(u;7,.) = 1K(:;x,y)—uK(u; x, y). 
Bedenken wir nun, da die Faltung 
K(4; x,.) K(u; y,.) 


denjenigen Ausdruck bedeutet, der entsteht, wenn wir in K(4; x, y) 
an Stelle der Variabeln y,, y,,... bez. die Werte 


K(u;z,y) dK(u;zy) 
Yi UM. 2081 n° 
eintragen, so erkennen wir aus (68), daf bei festgehaltenem u und 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. 193 
für À = À,+iv' die Limesgleichung 
GD  L(G—A)KG;2.)K(u;y,) = 4,8, (&.)K(u; y.) 


gelten muB. Da andererseits ebenfalls mit Rücksicht auf (68) in 
gleichem Sinne 


G2) L(G,-1) [AK (A; x,y)—uK(u; x,y)) = ME, (x, y) 


wird, so folgt aus (71), (72) wegen (70), wenn wir noch 4 statt w 
schreiben : 


(73) E,(2)KG; y) = RE, (9) 


Setzen wir in dieser Gleichung wiederum 4 — À,+iv', s0 
folgt aus derselben durch Multiplikation mit 4,—4 und Anwen- 
dung von (68) die Formel 


(74) E,(&,.) E,(,y) = E, (x, y). 


Nehmen wir jedoch zuvor in (73) an Stelle von p den von p 
verschiedenen Index g und verfahren dann in gleicher Weise, so 


folgt 
(75) E,(&,.) E,(.;y) = 0, (+9) 

Mit Benutzung von (69) erkennen wir in gleicher Weise, daf 
die Formeln (74), (75) auch gültig sind, wenn statt E, die ev. zu 
1 = © gehôrige Eigenform E, gesetzt wird. 

Setzt man den Wert von K(1;x,y) aus (60) in (73) ein, so 
folgt aus (74), (75), daB identisch in 4 die Gleichung 


6) E,(e,) [. er = 0 


erfüllt ist; dieselbe Gleichung gilt auch eventuell für die Eigen- 
form E.. 


In der nachfolgenden Betrachtung verstehen wir allgemein 
unter einer Einzcelform eine solche beschränkte quadratische 
Form E, deren Punktspektrum im Endlichen nur aus dem einen 
Punkte 1 besteht und die kein Streckenspektrum besitzt. Wenden 
wir unsere Darstellung (62) auf die Einzelform Æ an, so folgt, 
daf E selbst die zum Eigenwert 1 gehürige Eigenform ist und 
und mithin wegen (74) der Relation 


(77) E(x,.) E(.,y) = Ex, y) 
13x 
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genügen muB. Umgekehrt, wenn eine beschränkte quadratische 
Form Æ der Relation (77) genügt, so erhalten wir für ihre Re- 
solvente bei Anwendung der Formel (59) den Ausdruck 


(x, 2) +AE+VE+... — (x, mere ee 


und hieraus erkennen wir mit Rücksicht auf (68), (69), da E nur 
den einen endlichen Eigenwert 1 besitzt, und sodann folgt auch 
das Nichtvorhandensein eines Streckenspektrums; d. h. E ist eine 
Einzelform. 

Wenn 


L, (x) re Little, +, 
L, (x) = Lt, +l,2,+., 


irgendwelche Linearformen in endlicher oder unendlicher Zahl be- 
deuten, deren Koeffizienten den Relationen 


LOLO= ZE = 1 
LOLO = EL = 0 


genügen, so heïfe jenes Formensystem ein System orthogonaler 
Linearformen oder kurz ein orthogonales System. 

Der enge Zusammenhang des so definierten Begriffes mit dem 
Begriff der Einzelform wird erkennbar durch den folgenden Satz: 

Jede Einzelform ist als Summe von Quadraten der Linear- 
formen eines orthogonalen Systems darstellbar und umgekehrt 
stellt die Saumme der Quadrate der Linearformen eines orthogo- 
nalen Systems stets eine Einzelform dar. 

Zum Beweise der ersten Aussage bedenken wir, daB die 
Einzelform Æ, da sie selbst ihre Eigenform ist, notwendig definit 
ausfällt ; wenn daher die Variabele x, in Æ überhaupt vorkommt, 
so ist gewiB der Koeffizient von x? in Æ — derselbe werde mit 
€, bezeichnet — positiv. Setzen wir 


np GAL à 
Lit) == Ve ET 
so erhalten wir wegen (77) 
L,()E(a,.) = L(a), 
BL Over 
Bilden wir daher 


13% 
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so ergibt sich 
LOTS) = 0 

2 OE(&) 
E, (æ, ) E,(. ,9) = E, (x, ÿ), 
d. h. E, ist ebenfalls eine Einzelform; da Æ, als solche eine 
definite Form ist und wegen (78) der Koeffizient von zx? in E, 
den Wert Null hat, so kommt die Variable x, in Æ, überhaupt 
nicht vor. 

Wenden wir das nämliche Verfahren statt auf E nunmehr 
auf Æ, an, so gelangen wir zu einer Linearform L, und der Einzel- 
form 

E,(@) = E,(x)— L;(à) = E(x)—Li(x)— L(»), 
die die Variablen z,, x, nicht enthält; zugleich folgt aus (79) 
L() L() = 0. 

SchlieBlich ergibt sich der Ausdruck 

E(e)— IA(@)— L4(a)— 
als eine definite beschränkte Form, die keine der Variabeln x,, 
z,,... enthält und daher identisch Null ist d. h. es ist 

Er) = Li(a)+Li(0) + 

Um die umgekehrte Aussage des Satzes zu beweisen, bilden 
wir zunächst aus den ersten "» Linearformen ZL,,..., L, des vor- 
gelegten orthogonalen Systems den in %,,&,,...linearen Ausdruck 


Ms) = (&,y)— L(x) L(y)—:-— 2, (x) L, (y). 
Da die Quadratsumme der Koeffizienten von M(x) 


M()M() = (y) — L(y)—:— L, (y) 
wird, so folgt, daf hier auch die rechte Seite positiv ausfällt; 
mithin stellt auch die endliche bez. unendlich fortgesetzte Formen- 
reihe 
LE (y) + Lg) +. 

eine beschränkte Form dar und wegen der Orthogonalitätseigen- 
schaften der Linearformen L,, L,,... folgt sodann, da diese Form 
die Relation (77) erfüllt. 

Die Einzelform (x, x) und nur diese besitzt auch 4 — © nicht 
als Eigenwert. 


Wir wenden nun die vorstehenden Ergebnisse auf die Eigen- 
formen der quadratischen Form KX(x) an. Indem wir die sämt- 
lichen Eigenformen E, bez. E,, E, von X(x), die wegen (74) Ein- 
zelformen sind, als Summen von Quadraten linearer orthogonaler 
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Formen x!, «,,... dargestellt denken, gelangen wir in folgender 
Weise zu einer orthogonalen Substitution der Variabeln x,,x,,.... 
Wir bilden zunächst die Form 


(,æ&)—x"—a—..; 


dieselbe genügt der Relation (77) und ist daher eine Einzelform 
der Variabeln x,, x,,...; setzen.wir dieselbe in die Gestalt 
HE +..., wo Ë,, £,,... ebenfalls ein orthogonales System linearer 
Formen bedeuten, die auch zu x!,x,... orthogonal sind, so haben 
wir 
(2) = aa +E+E 

und mithin definieren die linearen Formen x!,x,,...,£,EË,,... zu- 
sammengenommen eine orthogonale Substitution der Variabeln 
D Le: 

Da die Gleichung (76) gewif für alle in genügend kleiner 
Umgebung von 4 = O0 liegenden Werte von À gelten soll, s0 
schliefen wir, da man jede stetige Funktion w(u) in dem O0 nicht 
enthaltenden Intervall s durch lineare Aggregate von Funktionen 


1— _ gleichmäBig approximieren kann, daf auch für jede stetige 


Funktion w(u) 
E, (x, Je (u)do(u;.,y) = 0 


und folglich auch für alle w 


(80) E, (x,.)6(u;.,y) = 0 

sein muf. Denken wir nun bhierin an Stelle der Variabeln x,, 
z,,... die Variabeln 2x!,x,,..., £,Ë,,... eingeführt, so lehrt 
(80), mit Rücksicht auf die Kovarianz der Faltung bei ortho- 
gonaler Transformation und den definiten Charakter von o(u; x), 
da$ die so transformierte Spektralform von den Variabeln x! , x, ,... 
frei ist; wir bezeichnen dieselbe mit £(u;Ë). Die Formel (60) 
nimmt alsdann die (restalt an 


an: fe de(s à) 
(81) K(4, x) FER 1261 a 1-4 ) 
u 
wo k,,k,,... die betreffenden reziproken Eigenwerte bedeuten, 


nachdem sie in eine einfach unendliche Reïhe gebracht worden 
sind. 

Um die charakteristischen Eigenschaften der Spektralform 
£(u; £) zu finden, tragen wir in (70) den eben gefundenen Ausdruck 
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(81) für die Resolvente ein; wir erhalten 


ep fur dé(e; n:-) 


8 LD ed 
Q 
mn Aa AL) dé(e; En) 
ag à tds ref 4-2 
e (0 
and mit Rücksicht auf die Identität 
TRE 3 
À (2 
fi re de fl 
folgt 
il ee £s A (SE f dé(o; 7.) ",.) URSS Lo En). 
ETES OM Es CE LE pa 
Q ( Q Q 


Da diese Gleichung für alle Werte von À, u gültig sein soll, so 
schliefen wir wie oben, daB auch für beliebige stetige Funktionen 


u(e), v(e) 
Jude (oi 8,10) (ei n,) = fu (e)v(@)dé(e; E, 


gilt; für w(e) — v(e), £ — n nimmt die gefundene Relation die 
Form an 


Jeu t@)' dE (ei 9 — Ju Q)dt(e: E, fu (e)dé(e: 8, 


Weiterhin folgt aus (81) für À = 0 
E,9 = J&(u: 9. 


Da umgekehrt aus der vorletzten Relation die vorhergehenden 
und mithin schlieBlich auch (70) and daraus mit Hilfe der letzten 
Gleichung auch (63) gefolgert werden kann, so erkennen wir, 
daf die beiden zuletzt gefundenen Bedingungen zur Charakteri- 
sierung der Spektralform € auch hinreichend sind. Aus (68), (69), 
(74) folgt die eindeutige Bestimmtheit von 4,, E, und andererseits 
schliefen wir, daB auch die Spektralform durch die obigen für 
sie charakteristischen Relationen und durch die Forderung, es solle 
K die Darstellang (62) gestatten, eindeutig bestimmt ist; denn 
die eben angedeutete von den Eigenschaften der Spektralform 
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ausgehende Betrachtungsweise ergibt, daB die Resolvente durch 
(60) dargestellt ist, und daB also wegen deren eindeutiger Be- 


stimmtheit auch + für alle À und daher auch die Spek- 
(CS EE 


tralform selbst Énaé ati Vostiunt ist. 
Wir fassen die gewonnenen Resultate wie folgt zusammen: 
Satz III. Jede beschränkte quadratische Form K unendlichvieler 
Variablen läft sich stets und nur auf eine Weise durch eine orthogo- 
nale Substitution in die Gestalt bringen 


K — hate ff TS, 
(8) 


wo k,,k,,... gewisse absolut unterhalb einer endlichen Grenze liegende 


Grüflen (die reziproken Eïgenwerte) bedeuten und die Spektralform 
G(u;Ë£) die zu ihrer Charakterisierung auch hinreichenden Relationen 


JC)" do (ue) — Ju (u) de(ui 8.) f u(u)do(u; 8.) 
EE) = Jdc(u;t) 


identisch für alle stetigen Funktionen u(u) erfüllt. 
Setzen wir in (63) À = 1,+1v', so folgt nach Multiplikation 
mit À,— 4 für »’ — 0 wegen (68): 


E, (x, y) — 1, K(x,.)E,(., y) = 0. 


Wenn wir E, als Quadratsumme eines orthogonalen Systemes dar- 
stellen : 
E, = 2 (Lu (æ)}, 


so ergibt sich durch Faltung mit L,, (y): 
LG) =L'K (a) LR) —="0 
d. h. die Gleichung 


(82) 


1L(.) K(x,.) = L() 


kann durch eine beschränkte Linearform L gewiB dann identisch 
in &,,2,,... befriedigt werden, wenn À einer der Eigenwerte von 
K ist. Ebenso folgt aus (69), daf 


LE Ge) = 
gewiB dann befriedigt werden kann, wenn À — © ein Eigenwert ist. 
Wir kônnen uns jetzt auch umgekehrt davon überzeugen, 


daB obige Gleichung nur in diesem Falle durch eine beschränkte 
Linearform lôsbar ist. Mit Rücksicht auf Satz III bedarf es dazu 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. 199 


nur des Nachweises, daB, wenn L eine beschränkte Linearform 
der Variabeln Ë,, £,,... ist, die Relation 


AL (.) J en = L(f) 


für keinen Wert von À statthaben kann. Bezeichnen wir die 
Koeffizienten von L mit !, so nimmt die letztere Relation die 


Gestalt an 
do(u; Ë, 
à f (u; E, 1) — (6,0. 

() FE 
Hiervon subtrahieren wir die Relation 

f do(u; É, D)] = (E, 1) 

(8) 
und erhalten so die Relation 


J — À) do (a DD: 


die ebenfalls identisch in £,, Ë£,,... erfüllt wäre. Nehmen wir nun 


in GS) (y) = 1 +, so folgt hieraus 


[6-5 œt:n 25 


['astu;n = @0 
(s) 


und dies ist wegen 


und da 6 nie abnimmt, nur môglich für ({,1) = 0; wir gewinnen 
so folgende Tatsache : 

Satz IV. Wenn K irgend eine beschränkte quadratische Form 
ist, so ist die Relation 


1L(.) K(x,.) = L(+) 


durch eine beschränkte Linearform L dann und nur dann lüsbar, wenn 
À ein Eïgenwert von K ist. 
Insbesondere ist die Gleichung 


LÉO K (x == ,0 
dann und nur dann lôsbar, wenn À — co ein Eigenwert von X ist. 


Ist À — co kein Eigenwert, diese Gleichung also nicht 1ôsbar, so 
heife die quadratische Form abgeschlossen. 
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Wir wollen uns fortan in diesem Abschnitte XI 
mit gewissen zwei Spezialfällen des Satzes III aus- 
führlicher beschäftigen. 

Wir nennen eine Funktion F(x,,x,,...) der unendlichvielen 
Variabeln x,, x,, ... für ein bestimmtes Wertsystem derselben 
vollstetig, wenn die Werte von F(x,+6,,x,+6,,...) gegen den 
Wert F(x,,x,,...) konvergieren, wie man auch immer &,,8,, 
für sich zu Null werden läBt, d. h. wenn 

1 F(a,+e,,2,+6,,...) es F(x,,2,,...) 
En 0e — 0e 


wird, sobald man &,,6,,... irgend solche Wertsysteme &£, &, 


durchlaufen läBt, daB einzeln 
L&#=0 Le& =0, 
h= h= oo 


ist. Wenn eine Funktion für jedes Wertsystem der Variabeln 
vollstetig ist, so heïfe sie schlechthin vollstetig. An den Be- 
griff der Vollstetigkeit knüpfen sich unmittelbar folgende Schlüsse. 

Hat eine vollstetige Funktion F die Eigenschaft, absolut ge- 
nommen für alle Werte der Variabeln unterhalb einer endlichen 
GrôBe zu bleiben, so besitzt — wie leicht durch das bekannte für 
endliche Variabelnzahl angewandte Verfahren bewiesen werden kann 
— die Funktion F ein Maximum. Bedeuten ferner L,(x), ..., L,(x) 
noch "m weitere vollstetige Funktionen der Variabeln x,,x,, 
und werden nur diejenigen Wertsysteme dieser Variabeln zuge- 
lassen, die den Bedingungen 


L,(&) = 0, .…, L.(&) = 0 


genügen, so besitzt F ein relatives Maximum; dabei sind die Va- 
riabeln stets an die Ungleichung 


(at) =1 
gebunden. 

Eine beschränkte Linearform der Variabeln x,, x,, ... ist, wie 
man sofort sieht, auch vollstetig in diesen Variabeln. Wir schliefen 
daraus leicht, daB eine vollstetige Funktion der Variabeln x,, x,, 
durch orthogonale Transformation derselben wiederum eine voll- 
stetige Funktion der neuen Variabeln wird. 

Ist eine beschränkte quadratische Form X vollstetig, s0 ist 
offenbar, daB ihre Eigenwerte sich im Endlichen nicht häufen: 
zugleich läBt sich zeigen, daB ein Streckenspektram überhaupt 
nicht vorhanden sein kann. Aus Satz IIL gewinnen wir mithin 
folgendes Resultat: 
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Satz V. Wenn eine beschränkte Form K vollstetig ist, so làfit 
sie sich stets durch eine orthogonale Substitution in die Gestalt bringen 
(83) Ka) = kha+kai+e.,; 
dabei sind die Grülien k,,k,, ... die reziproken Eïgenwerte von K 
und besitzen, falls sie in unendlicher Anzahl vorkommen, Null als ein- 
sige Verdichtungsstelle. 

Wegen der mannigfaltigen und wichtigen Anwendungen dieses 
Satzes gebe ich hier einen sehr einfachen und von der obigen 
Theorie unabhängigen Beweis desselben. 

Wir nehmen zunächst an, daB X eine positiv definite Form 
sei; alsdann seien 

2, = 1, x, = 1, 
solche Werte der Variabeln, für welche KX(x) das Maximum 4, 
erlangt. Offenbar fällt die Quadratsumme dieser Werte gleich 1 
aus, da wir ja sonst den Wert der Form ohne Verletzung der 
Bedingung (x, x) 1 vergrôBern kônnten. 

Wir setzen 

L, (x) Fr PE An où 7 ja none 

und bestimmen, indem wir nunmehr den Variabeln die Bedingung 
L,(æ) = 0 


auferlegen, das relative Maximum #, von X(x); dasselbe werde für 
die Werte 


4, = Le LE ; 


erlangt, deren Quadratsumme wiederum gleich 1 ausfallen muf. 
Ferner setzen wir 
L, (x) = 1,,2,+1,2%,+:: 
und bestimmen, indem wir den Variabeln die Bedingungen 
Lx) = 0, L; (0) =20 
auferlegen, das relative Maximum #, von Æ(x); dasselbe werde für 
Lim le, il, 
erlangt. Wir setzen dann 
L, (x) = 1,2,+lt+ 


und erhalten durch Fortsetzung dieses Verfahrens ein System von 
linearen Formen L,, L,, L,,... mit den Orthogonalitätseigenschaften 


L,(.) L,() = 1, 
L,(.)1,() = 0. (D+9 
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Auf Grund der früheren Betrachtungen (S. 196) bestimmen wir 
zu diesen Linearformen ein solches System von Linearformen 


M, (x), M,(à), .…., 


daf 
æ = L,(x), 
ds = -L, (x), 
Y = M, (x), 


Y = M, (&), 


eine orthogonale Substitution der Variabeln x,, x,, ... bilden. Die 
vermüge dieser orthogonalen Substitution transformirte Form X(x) 
bezeichnen wir mit X(x'y). Der Koeffizient von x}° in K(zx'y) muf 
offenbar gleich k#, ausfallen. Andererseits dürfen weitere x! ent- 
haltende Glieder in X(x'y) nicht vorkommen, da ja die Differenz 


Kay) +a + +yi+yite.) = K(x)—k,(x, x) 
für alle Werte der Variabeln x:,4,,..., y,,y,,... negativ oder 


Null ausfallen soll. Da die nämlichen Ueberlegungen für x}, x}, .… 
gelten, so baben wir 


K(x'y) a k, % + k, 2 GE E(y), 
wo R(y) eine quadratische Form bedeutet, die allein die Variabeln 


Yi) Yas ee enthält. 
Da X vollstetig ist, so gilt dies auch von der Form 


K(x'0) = k,x° +, +... 


und mithin müssen die GrôBen #,, k,,..., falls sie in unendlicher 
Anzahl vorkommen, gegen Null konvergieren; denn sonst würde 
es eine Reïhe von Werten von X{(x'0) geben, die gegen einen von 
Nall verschiedenen Wert konvergiert, während jedes der Argu- 
mente x, %,,... für sich gegen Null konvergiert. 

Gäbe es nun ein Wertsystem y, — m,, y, — m,,..., für welches 
R(m) > 0 ausfiele, so kônnte man q so bestimmen, daB auch 
R(m) => k, wird. Alsdann würde für 


RSS lee — —— 
x, = 0, 2, = 0, ee Ys = M; Yes = M, + 


auch X > 4, ausfallen; die Gleichungen 
L\(e) = 0, L(s) = 0, ..., M(d = m, M,() = m, 


würden mithin ein Wertsystem der Variabeln x,, x,, ... bestimmen, 
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für welches insbesondere die Bedingungen 
L,(æ) = 0, ..., L,,(x) = 0 


erfüllt sind und zugleich X => k, ausfällt; dies widerspricht der 
Bestimmungsweise von #, und mithin ist R(y) nicht positiver Werte 
fähig. 
Wegen 
K(0y) — R(y) 
ist R(y) gewiB auch negativer Werte nicht fähig und folglich ist 
R(y) identisch gleich Nall; d. h. es ist 


K(a) = k, L(2)+ 8, Li(e) + 


Wird X(x) nicht als eine definite Form angenommen, so fübrt 

die nämliche Ueberlegung auf die Darstellung 
Ka) = k, L{(&) +8, Li(2) +++ R(y), 

wo R(y) positiver Werte nicht fähig ist. Da sodann — R(y) als 
positiv definite Form eine Darstellung derselben Art zuläft, so 
erhalten wir schlieSlich auch für X eine Darstellung durch die 
Quadrate orthogonaler Linearformen und damit ist der Beweis 
für den Satz V vollständig erbracht. 

Ein hinreichendes Kriterium für die Vollstetigkeit einer Form 
gewinnen wir durch folgenden Satz. 

Satz VI. Wenn für eine quadratische Form K eine der Summen 


= AK, = 2h, 
D to 


pg 97 rs sp) 
| eo 


endlich bleibt oder wenn für eine definite quadratische Form K 
eine der Summen 


8; FE à k,,, 
(p) 
Ss Gé 2, gr k,, 


endlich bleibt, so ist K eine beschränkte volistetige Form. 
In der Tat, ist X eine quadratische Form, deren Koeffizienten 
eine endliche Quadratsaumme besitzen, so folgt wegen 
OK(x, y) OK(x, y) Le = (&, y) ] (ie (@ D)+. 
ÉR one en og era | PAT) ET Ge 


OK(x, y)\ rs Pngé 
ss dy, )= —= ki + ks+ 


204 David Hilbert, 


notwendig 
IK@IZVE E. 
Cp, 9) 


Durch Anwendung dieser Tatsache auf die quadratische Form 
K (x) Le Æ, (x) — > k,, x, 
(P, 9) 


wo rechts p, g alle ganzzahligen Wertepaare, abgesehen von solchen, 
für die zugleich p Zn und qg = n, durchläuft, finden wir 


| Æ(x) — Æ, (x)| = VE” k,, 


und hieraus entnehmen wir, da doch 


LVSPE = 0 
n—® (p,9) 
wird, die verlangte Vollstetigkeit von X{(x). 
Ist X eine definite Form, so muf 


RSR, 


RTE PPT 


sein und es ist mithin 
1e dE ce me 
2 n =(2 »r) ? 
wenn also bei einer definiten Form > #4, endlich bleibt, so haben 


ihre Koeffizienten gewiB auch eine He Quadratsumme und 
die Form ist nach der vorigen Betrachtung wiederum eine voll- 
stetige Funktion der Variabeln. 

Nunmehr erkennen wir leicht der Reiïhe nach folgende Tat- 
sachen: 

1. Wenn eine beschränkte quadratische Form XÆ nicht voll- 
stetig ist, so ist sie auch für das besondere Wertsystem 0, 0, ... 
nicht vollstetig. Diese Behauptung folgt durch Anwendung der 
Formel 


K(xc+a) = K(x)+2K4(x, a)+ K(a), 


wenn darin für &,,4,,... ein Wertsystem genommen wird, für 
welches Æ nicht vollstetig ist — mit Berücksichtigung des Um- 
standes, daB X(x, a) als eine beschränkte Linearform gewiB voll- 
stetig ist. 

2. Wenn X eine vollstetige quadratische Form ist, so ist es 
auch die Form XX; dies ergiebt unmittelbar der Satz V. 

8. Wenn Æ eine vollstetige, K* irgend eine quadratische Form 
ist und für alle Wertsysteme x,,x,, ... die Ungleichung 


| K*(&)| ZT A(&)| 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. 905 


gilt, so ist auch X* vollstetig; denn aus dieser Ungleichung folgt 
die Vollstetigkeit für das Wertsystem 0,0, .... 

4 Wenn X eine vollstetige, KX* eine beschränkte Form ist, 
so ist die Faltung beider Formen vollstetig; wegen 


(x, .) K*(x,.)| = V(KX(x))(K* K*(x)) 


ist nämlich diese Faltung für das Wertsystem 0,0,... gewiB voll- 
stetig, da nach 2 die Form XX vollstetig ist. 

5. Wenn die Faltung XX einer quadratischen Form Æ voll- 
stetig ist, so ist es auch die Form X selbst; dies ergiebt sich 
ebenso vermôüge 1 aus der Ungleichung 


|K()|= VKX (x). 


6. Ist eine der Formen, die durch wiederholte Faltung aus 
der beschränkten Form X entstanden sind: 


RP NKEKK, KQ= KKKK K*—KKKKK, 


vollstetig, so ist auch X vollstetig. Denn ist etwa K° vollstetig, 
so sind wegen 4 auch die Formen 


(+1) +13) 
K#, K0H .., 


vollstetig: wählen wir unter diesen eine Form aus, für die die 
Faltungszahl eine Potenz von 2 ist, etwa Æ°, so schliessen wir 
durch g-malige Anwendung von b. auf die Vollstetigkeit von X. 

7. Wenn X eine beschränkte definite Form ist, so sind auch 
die Faltungen X®, K®,... definit; dennes entsteht beispielsweise 
K°® aus X, indem wir in KX(x) an Stelle der Variabeln x, die 


Ausdrücke K(,9) einsetzen. 


P? 
Da nun allgemein s, nichts anders als die Invariante K°(.,.) 


d.h. die Summe der Koeffizienten von x, in K°_ ist, so folgt aus 
6. und 7. und da der Fall f — 1 bereits zuvor erledigt worden 
ist, die Richtigkeit des Satzes VI allgemein. 

Aus Satz V und VI entnehmen wir die folgende Tatsache: 

Satz VII. Eine quadratische Form K, die eine der Voraussetzungen 
des Satzes VI crfüllt, gestattet gewif die orthogonale Transformation 
(83) auf eine Quadratsumme. 

Ein Gegenstück zu dem in den Sätzen V—VII behan- 
delten Fall bildet die Annahme, da die Form XÆ kein 
Punktspektrum, sondern nurein Streckenspektrum be- 
sitzt. Um hier nur den einfachsten Fall — der überdies typisch 
ist — ins Auge zu fassen, fügen wir dieser Annahme noch die wei- 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasso. 1906. Heft 2, 15 


1 + 
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teren hinzu, daf das Streckenspektrum s aus einer endlichen Anzahl 
von Intervallen bestehen môüge, daf ferner die Koeffizienten der 
Spektralform 6(u, x) stetig differenzierbare Funktionen von g seien 
und endlich, daf, wenn 


dé (u, x) 


du = Y(u, x) = 2 à Ve (u) x, X, 


1,2,. 


gesetzt wird, #,,(u) innerhalb s nirgends verschwindet und, wenn 
der Kürze halber 


pie Vi (u) _ Va) 
1 TAN 2 
Vo: (u) VY(u) 
ist, diese unendlichvielen Funktionen w,(u), w,(u),... linear von 


einander unabhängig ausfallen, in dem Sinne, daB bei willkürlicher 
Wahl von w(u) zwischen den Integralen 


(84) . ,“(u) #, (a) du, Je (u) v, (u) du, 


keine lineare Relation bestehen soll, deren Koeffizienten Konstante 
mit endlicher Quadratsumme sind. 
Fübren wir in die Relation (82) diese Annahmen ein und 
setzen 
E = 1, £, = O0, &, = 0, 


und an Stelle von «{u) die Funktion 


_uQu) 
| Vo:(u) 
so ergibt sich 
(85) J'@Ydu = ZX fu, (du, 
(8) D = 277); "(8) 
und hieraus entnehmen wir die allgemeinere Formel 
(86) Ju (u)v(u)du = 2. 7," v,(u) du j v(u) 4, (u) du. 
Für 
v(u) = ,(u) 


folgt mithin 
87) Ju@)4,@du = 5 J v.@)v.(@)duf v,(u) u(u) de. 


Aus unserer Annahme über die lineare Unabhängigkeit der Inte- 
grale (84) erkennen wir, daf die Relation (87) identisch für alle 
Funktionen #(u) nicht anders erfüllt sein kann, als wenn 


1 
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, (,(w)) du = 1, 


(88) ; 
J v (u) v,(u) du = 0 +9 
ist. 
Wegen des positiv definiten Charakters der Form y(u,Ë) ist 
(Yi on ph 414 7 ta DR D Z v(u, £) (2m 
oder 


(89) (y, E,+ Ÿ, Ë, + i .…) a v(u, 3} 
Andererseits haben wir wegen (88) 


JE ++ )'du = (EE 
und, da auch 
JV E du = (68) 
ist, so wird 


ACC ED) — (UE +vË, +.) } du = 0. 


Da aber der hier unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck 
nach (89) für keinen Wert von u negativ ausfällt, so ist derselbe 
stets gleich Null, d. h. es ist 


Y(u, ë) == (pË ++). 


Wir ersehen hieraus, dafi unter den gemachten Annahmen 
die charakteristische Eigenschaft der Spektralform 
6(u,Ë) darin besteht, daf ihre Ableitung nach uw das 
Quadrat einer Linearform wird, deren Koeffizienten 
die Orthogonalitätseigenschaften (85) und (88) besitzen. 
Da umgekehrt eine solche Form alle charakteristischen Eigenschaften 
einer Spektralform erfüllt, so ist es hiernach leicht, eine quadra- 
tische Form X zu konstruieren, deren Spektrum aus einer Zahl 
gegebener Intervalle besteht: man bestimme für die Intervalle s 
ein vollständiges System von orthogonalen Funktionen #,, y,, .…. 
d. h. ein System solcher Funktionen, die den Relationen (85) und 
(88) genügen — was leicht geschehen kann — und setze dann 


ee f LE LEE EN 
(s) 


Als einfachstes Beispiel diene die quadratische Form 
(90) K(x) = 4,%,+A,r,+a a+"; 
dieselbe besitzt kein Punktspektrum und ihr Streckenspektrum 


107 
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besteht aus den Intervallen 

À = — co bis —1 und +1 bis +0. 
Wir finden 


cos { . 


4,0) = WE SE sin pe 
P u LA Vsint ? 
wo t den zwischen O und x gelegenen Wert von arc cos u be- 
deutet. In der Tat bestätigt sich dann durch Rechnung 
J (y, (u) Li+Ÿ: (u),+ : ) du qE (x, œ), 
Ée) 
.. 3 
[ 
De] 
E 1...+ s 
In Bestätigung von Satz IV haben ferner, wie man erkennt, die 
unendlichvielen Gleichungen 


%— ÿ (+) = 0, 


À 
Ty — 5 (+2) = 0, 


für keinen Wert von À Lôüsungen x,,x,,..., deren Quadratsumme 
endlich bleibt. 
Ein anderes Beispiel liefert die quadratische Form 


91 É 6 
(91) WT Age pet Spas; 


das Spektrum ist das nämliche, wie im ersten Beispiel. Wir finden 


2p—1 1, (5) 
ne UE a pére 
v, (u) HO mi 
wo die P die Legendreschen Polynome sind. Setzen wir noch 
_ y/2r-11 =) 
A0) RE Fa 


wo die Q die zugehôrigen Kugelfunktionen zweiter Art bedeuten, 
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so erhält die Resolvente von Æ folgende Gestalt : 
K(4, x) FF 2 4 Ÿ, (4) x (4) x, x, 4 
(p, 42 p) 


Die beiden quadratischen Formen (90) und (91) lassen sich 
durch eine orthogonale Substitution der Variabeln in einander 
überführen, wie aus ihrer Darstellung durch die Spektralform 
hervorgeht. 

Läft man die oben gemachte Annahme der linearen Unab- 
hängigkeit der Funktionen y,(u), #,(u), ... fallen, so wird die Ab- 
leitung der Spektralform nicht ein Quadrat, sondern eine Summe 
von Quadraten linearer Formen von entsprechender Art. 


XII. 


Simultanes System quadratischer Formen, die Hermitesche Form, 
die schiefsymmetrische Form und die Bilinearform mit unendlichvielen 
Variabeln. 


Die in Abschnitt XI entwickelten Methoden und Resultate 
lassen sich ohne prinzipielle Schwierigkeit auf allgemeinere For- 
men mit unendlichvielen Variabeln ausdehnen. Wir betrachten 
zunächst den Fall eines simultanen Systems zweier quadratischer 
Formen, von denen die eine definiten Charakter hat, die andere 
als Aggregat von positiven und negativen Quadraten der Varia- 
beln vorgelegt ist. Mit Hülfe meiner Methode des Grenzüber- 
ganges, ausgehend von Formen mit endlicher Variabelnzahl kônnen 
wir leicht die entsprechende Theorie entwickeln; wir heben nur 
folgendes Resultat hervor: 

Satz VIII Es sei eine positiv definite vollstetige abgeschlossene 
quadratische Form K(x) und auferdem eine quadratische Form von der 
Grestalt 

V(a) = nai+ua+. 

vorgelegt, wo v,, v,,.… bestimmte Werte +1 oder — 1 sind: alsdann 
giebt es stets eine unendliche Reihe von Null verschiedener Grüflen 
#11 #3 +, deren Vorzeichen bez. v,,v,,... sind und die gegen Null 
konvergieren — îhre reziproken Werte mügen Eïigenwerte von K in 
Bezug auf V heiflen — und von zugehôrigen beschräniten Linear- 
formen L,(x), L,(æ),... — sie mügen die zugehürigen Ligenformen 
heiflen — von solcher Art, daff die , Polaritätsrelationen“ 


AOUODIAOEET 
L,()V(+)L(e) = 0, b+0 
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erfüllt sind und dafj ferner die vorgelegte quadratische Form die Dar- 
stellung 

Ka) = |x,1(L(@)) +12,1(L(@) +: 
gestattet. 

Man kann diesen Satz VIII auch ohne den Grenzübergang 
von endlicher zu unendlicher Variabelnzahl lediglich auf Grund 
des Satzes V mit Ausschluf neuer Konvergenzbetrachtungen be- 
weisen. 

Zu dem Zwecke setzen wir zunächst die vorgelegte Form 
K(x) als abgeschlossen voraus: wir bringen dann diese Form X(x) 
nach Satz V durch eine orthogonale Transformation der Variabeln 
Z,, Æ,, .. in die Gestalt einer Quadratsumme; wir bezeichnen die 
neuen Variabeln mit x, x;,... und finden 

K(a) = ka +Ek a+. 

wo dann 4,,k,,... lauter positive GrôBen sind, die gegen Null 
konvergieren. Ferner bezeichnen wir mit V'(+’) die durch jene 
orthogonale Transformation aus V(x) hervorgehende quadratische 
Form der Variabeln zx!,x!,... und endlich mit V'(VKE) diejenige 
quadratische Form der Variabeln Eë,, £,,..., die aus V'(x") hervor- 
geht, wenn wir in derselben an Stelle von x!, x!, ... die Ausdrücke 
VAE, VA, E,, ..… einsetzen. 

Wir kônnen nun leicht zeigen, daf V'(V£E) eine vollstetige 
Form der Variabeln £,,£,,... ist. In der Tat ist, wie man sieht, 
V'(z") als Differenz zweier Einzelformen E,(x') und E,(x') dar- 
stellbar; dieselben genügen als solche den Ungleichungen 


E()<(a,#) E,(a) <(#', 2) 
Setzen wir an Stelle von x!,x/,... wieder V4,£,, VK,E,, ... ein, so 
gehen diese Ungleichungen über in 
E,(Vht)SRE+RE +, 
E,(Vht)SRE+RE +... 
Wären nun diese Einzelformen nicht vollstetig in den Variabeln 


Ë,,Ë,,..., so müBten sich auch Wertsysteme «!”, «,... finden 
lassen, für die 


Lé&=0 La =0, 


n = n = 
wird, während die Einzelformen, die ja positiv definit sind, für 
(n) (n) 
EE — a", Ë, = «;, 


Werte erhalten müfBten, die oberhalb einer positiven von # unab- 


14 
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hängigen GrüBe bleiben; dies aber widerspräche den obigen Un- 
gleichungen, da Æ(x) vollstetig ist. Da demnach E,(V#t), E,(V#E£) 
vollstetig in £,,£,,... sind, so ist q auch p'(VKE). Die Tat- 
sache der Vollstetigkeit von E,(VKE), E,(VKÉ) in den Variabeln 
£,, &,,... folgt auch unmittelbar aus 4. auf S. 205. 

None transformieren wir nach Satz V die Variabeln 
Ë,, &,.. orthogonal in die neuen Variabeln Ë!, £},... derart, da 
die Form V'(V#t) die Gestalt 


V'(VKE) = #64 x, + 
erhält, worin x,, x,,... gewisse reelle GrôBen sind, die gegen Null 
konvergieren. Bezeichnen wir nun diejenigen Linearformen von 
z;, ZX, .., die aus den Formen E/(£) hervorgehen, wenn wir darin 
für £,,£,,... bez. die Ausdrücke Vhz x, V,æ!,... einsetzen, mit 


E' (VE zx"), so …. da jene Formen eine orthogonale Transformation 
bilden: 


K(x) = Neue (rx) 
= (E (VE DER +; 


ferner wird: 


EC)P'(VEE, VE.) — FES UNE VE ee . UE “4 


= É(VE)V'(VEE,.) 
und folglich wird: 
E(VE.)P'(VEE,.) = x,8,(8). 
Aus dieser Formel schliefen wir in gleicher Weise 
B(VE)P DE(VE) = LE 0OEC). 


Wenn wir nun wieder zu den Variabeln 4,,%,,... zurückkehren 
und allgemein mit 4,(x) diejenige Linearform von 2,,x,, ... be- 
zeichnen, die dabei aus £!(V#zx') wird, so erhalten wir 


A,()V(,:)4,() = %,8,()8() 


und das ist wegen der Orthogonalität der Formen Ë,(£) gleich 
x,(p = 9) oder gleich Null (p + Qq); andererseits wird 


K(x) = A}(x) + 4;(x) +-- 
Wäre x, — 0, so mülte für alle x,,x,,... 
AVC.) K(e,2) = 0 


sein, was der Abgeschlossenheit von A und von F wider- 
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spräche; folglich sind x,, #,, ... lauter von Null verschiedene 
Grôben. 

Wir kônnen nunmehr die Summanden x,£!°, #,Ë/,... in der 
obigen Darstellung von V'(VK£) derart angeordnet denken, daf 
allgemein x, das Vorzeichen von v, besitzt. In der Tat: eine solche 
Anordnung jener Summanden wäre nur dann nicht ausführbar, 
wenn entweder die Anzahl der negativen (bez. positiven) Einheiten 
in der Reiïhe v,,v,,... endlich und zugleich die Anzahl der nega- 
tiven (bez. positiven) Grôssen, die in der Reihe x,,%,,... vor- 
kommen, grôBer als die erstere Anzahl ausfiele oder wenn die 
Anzabl der negativen (bez. positiven) GrôBen in der Reïhe x,,%,,... 
endlich und zugleich die Anzahl der negativen (bez. positiven) 
Einheiten in der Reihe v,,v,,... grôBer als die erstere Anzahl 
ausfiele. 

Wenn wir nun mit x,(V#E\, x, (VKE),... diejenigen Linear- 
formen in Ë,,Ë,,... bezeichnen, die aus x,(x'), x, (x'),... entstehen, 
wenn wir für æ!,x!,... die Ausdrücke V#K,£,, V4, E,,... einsetzen, so 
ist identisch in £,,£,,... 


v, (2, (V4 €) +v% (x, (VE 2) pt w, ( (E))° + % (£; (E)) + n 
da beide Seiten dieser Gleichung V'(V4E) darstellen. 

Wir nehmen — entsprechend dem ersten Falle — an, es seien 
v,,...,%, negativ (bez. positiv), v,,,,%,,,,... sämtlich positiv (bez. 
negativ), ferner x#,,...,%,,, negativ (bez. positiv). Da die Formen 
E'(E), E(E),... eine orthogonale Substitution bestimmen, d.h. eine 
vollständiges orthogonales System von Linearformen 
— wie wir sagen wollen — bilden, so ist jede beschränkte Linear- 
form von Ë,,Ë,,... als lineare Kombination der Formen E/(£), 
E(E),... darstellbar; wir setzen insbesondere 


%; IVKE) = da 8: (E) + u,, É, (E) HF, 


LÂVRE) = a, EE) +a, EE) +... 


WO &,, dy Us 43... gewisse Koeffizienten bedeuten. Sodann 
bestimmen wir solche nicht sämtlich verschwindende GrüBen a,,... 
a, die den « Gleichungen 


; 
On Hubs = 0, 


ds dite +de = 0 


genügen und bilden die (Gleichungen 
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. Y = 4; 
e,@ = dy 
(8) = 0, 
(4 e 0, 


Die durch Auflüsung dieser Gleichungen entstehenden Werte von 
Ë,,&,,... würden einen Widerspruch ergeben, da sie in die vorhin 
aufgestellte Identität 


v, Cr (VAE) + 0, (x, (VE EE) +. = x, (EL (8) + 2, (EE) + 


eingesetzt, der linken Seite einen nicht negativen (bez. nicht po- 
sitiven) Wert, der rechten Seite dagegen gewif einen negativen 
(bez. positiven) Wert erteilen würden. 

Um den zweiïten der oben genannten Fälle zu behandeln, gehen 
wir von der in &,,x,,... identischen Gleichung 


en nee + = a (EE) en (EE) + 


aus, wo : . diejenigen Linearformen von x;, x 
$ t} É me h one 


bedeuten, die aus E'(£), EC). Fa D wenn wir an Stelle 


von Ë,,Ë,,... die Ausdrücke re ru 
VE VE, 


Linearformen £! (SE de 3 (5 VE a ... nicht notwendig beschränkte 


- setzen. Da jedoch die 


Jänearformen in x!,x,,... werden, so hat obige Identität nur als 
Abschnittsgleichung einen Sinn und das im ersten Falle einge- 
schlagene Verfahren bedarf der folgenden Modifikation. 

Wir nehmen an, es seien %,,...,x, negativ (bez. positiv), 
Hu %us - Sämtlich positiv (bez. negativ), ferner v,, ..., v,,, negativ 
(bez. positiv). Alsdann setzen wir 


u( Te) = CAPE 2 OP ln RE 
x’ 
Fe (=) Ur x, + da Z, PRO 


Ferner denken wir uns die Gleichungen 


Li (x') ri Œ; A UC] Lei (x”) F3 Li) Lite (x") 3 0, Le+s (x) ms 0, Cr 20 
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nach x;,x},... aufgelôst und stellen die Lôsungen als Funktionen 
von 4,,...,@,,,, Wie folgt, dar: 


De = Onde + Opus Gus 

œ, — 0 Te né 6+1 
Endlich bestimmen wir für jedes x solche e + 1 GrüBen a!”, ..., a}, 
da8 nach Eintragung dieser Werte von x!,x!,... die e+1 Glei- 


chungen 
nes M: Er 0, 


! = 
alt + un Lu = 0, 


3 
dtut = 1 

für 
Pr () EN (0) 
D = A, ...) y = Ah 


erfüllt sind. 
Wäblen wir nun solche n — n, aus, daB die Grenzwerte von 


atu) Fa. ae) für k — oo existieren und setzen die durch diese 
Werte at) : a) vermittelten GrôBen x,,...,x,, in den n,*° 
Abschnitt der obigen Identität 
2 
ren = (EE nf) 
ein, so erkennen wir, daf die linke Seite dieser Identität, da 
sie eine beschränkte Form der Variabeln z!, x!,... darstellt und 


als solche nach ;S. 178 stetig in diesen Variabeln ist, in der 
Grenze für hk — co den Wert —1 erhält, während die rechte 
Seite beständig = 0 ausfällt. 

Hiernach sind beide Fälle als unmôglich erkannt und wir 
dürfen also von vorneherein allgemein x, vom selben Vorzeichen 
wie v, annehmen. 

Setzen wir daher jetzt 

Frretes LAC 
Vix, | 
so sind die Linearformen L,(x), L,(x),... von der im Satze VIII 
verlangten Beschaffenheit. 

Das nämliche SchluBverfahren ermôüglicht die Behandlung einer 
nicht abgeschlossenen Form X. 

Um dies einzusehen, bringen wir wiederum die Form XÆ nach 
Satz V durch eine orthogonale Transformation der Variabeln x,, 
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æ,,...-in die Gestalt einer Quadratsumme. Wir setzen 
K(x) = ha" +kzt +... 


wo k,, k,,... teils positive teils verschwindende GrôBen sind. 

Wir bezeichnen wiederum mit V'(x') die durch jene ortho- 
gonale Transformation aus V(x) hervorgehende quadratische Form 
der Variabeln x,,x,,... und endlich mit V'(VÆË) diejenige qua- 
dratische Form der Variabeln £,, £,, ..., die aus V'(x') hervorgeht, 
wenn wir in derselben an Stelle von x!,x;,... die Ausdrücke 
VAE, VAE, .. einsetzen. Da V'(VEE) eine vollstetige Form in 
£,,£,,..ist, so kôünnen wir nach Satz V die Variabeln Een 
orthogonal in die neuen Variabeln £/, £!,... transformieren der- 
art, daf 1 

V'(VEE) = ++ 


sind, worin x,,x,,... gewisse teils positive oder negative teils ver- 
schwindende GrôBen sind, die, wenn in unendlicher Anzahl vor- 
handen gegen Null konvergieren. Bilden wir endlich entsprechend 
wie vorhin die Ausdrücke £!'(V#z') und bezeichnen allgemein mit 
A, (x) diejenige Linearform, die aus £'(V£z') wird, wenn wir darin 
statt der Variabeln x;, x;, ... wieder die ursprünglichen Variabeln 
Z,, %,,.. einführen, so wird wie vorhin 


K(a) = A(x)+ 4 (2) +: 
A,(.)V(.,.)4,() = 0, (p49 bez —= x, (p=9). 
Wir sprechen dieses den Satz VIII ergänzende Resultat wie 
folgt aus: 
Satz VIII*. Es sei eine positiv definite vollstetige quadratische 
Form K(x) und auferdem eine quadratische Form von der Gestalt 


V(x) = v,ai+v,xi+... 


vorgelegt, wo v,,v,,... bestimmte Werte +1 oder — 1 sind: alsdann 
giebt es stets eine Reihe von teils positiven oder negativen teils ver- 
schwindenden Grüllen »,, x,,..., die, wenn in unendlicher Anzahl vor- 
handen, gegen Null konvergieren und von zugehôrigen beschränkten 
Linearformen A,(x), À,(x), ..… derart, daf die Polaritätsrelationen 
A,()V(,+)4() = %, 
4,(.)V(.,.) 4,0) = 0, (P+# 9) 


erfüllt sind und dal ferner die vorgelegte quadratische Form die Dar- 


stellung 
K(x) = A(x)+ 4x) +: 


gestattet. 
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Unter einer Hermiteschen Form der unendlichvielen Va- 
riabeln %,,%,, ..., ÿ,, Y,, .. verstehen wir eine Bilinearform dieser 
Variabeln von der Gestalt 


H(x, y) = > h,,x,Y,; 
(P: 9) 


deren Koeffizienten ,, komplexe der. Bedingung 


k,, er Ets, Fr h, 


DE k,— is, 

genügende GrôBen sind. Stellt sowohl Real- wie Imaginärteil von 
H(x, y) eine vollstetige Funktion der reellen Variabeln x,, x,, ... 
Yi Vas -. dar, so lassen sich reelle im Endlichen nirgends sich ver- 
dichtende Werte 4,,4,,... — die Eigenwerte von H — und zu- 
gehôrige Linearformen mit komplexen Koeffizienten L,(x), L,(x), … 


— die Eigenformen von À — finden, so daf 


(x, y) Te L, (x) L, (y) “5 L, (x) LA() rt 
6,5 = LOLO, LOL... 


2 


wird und dafi die Orthogonalitätseigenschaften 


L,(O)L()=1, LOL(O)=0 (+9 
erfüllt sind; die horizontalen Striche deuten die Vertauschung von 
i mit —i an. Der Beweis dieser Tatsache kann analog wie unten 
der Beweis des spezielleren Satzes IX geführt werden. 


Nehmen wir die Koeffizienten der Hermiteschen Form rein 
imaginär an und unterdrücken alsdann den Faktor à, so entspringt 
die schiefsymmetrische Form; unter einer schiefsymmetrischen 
Form verstehen wir mithin eine Bilinearform der Variabeln 
D er iris Von. deraCrestalt 


S(x, y) — >2 Spy Ly Ya) 
CP: 9) 


deren Koeffizienten reelle der Bedingung 


CR  — U 


Py PE 


genügende (trô8en sind. Die vorhin für eine Hermitesche Form 
ausgesprochene Tatsache drückt sich für den besonderen Fall der 
schiefsymmetrischen Form, wie folgt, aus: 

Satz IX. Wenn die schiefsymmetrische Form S(x, y) vollstetig ist, 
so gibt es eine orthogonale Transformation der Variabeln 


is Mas Lgj Lu ce 
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in die neuen Variabeln 


Bis Bis Én Es, ... 


so daf, wenn die Variabeln y,, y,, y,, y, .. mittelst derselben orthogo- 
nalen Transformation simultan in die Variabeln n,, n}, 3, %,, ... über- 
gehen, die Form S die Gestalt 


S(x, y) = RE, ni— Ein) + 4, (Em — Em) + 


erhält; dabei sind k,, k,, ... Grüflen, die, falls sie in unendlicher Zahl 
vorkommen, Null als einzige Verdichtungsstelle besitzen. 

Zum Beweiïse betrachten wir 2$(x,y) als quadratische Form 
der unendlichvielen Variabeln x,, ,, x,, y,, .. und erkennen sodann 


aus Satz V das Vorhandensein von GrôBen #,,k,,... und zuge- 


hôürigen Linearformen L,(x, y), L,(x, y), ... jener Variabeln, so daf 
28(x, y) > k, (Z, (x, y) d k, (Z, (x, y) 2 2 0 
(x, æ) + (y, y) = (Z, (x, y) + (L, (x, y) + 0) 
wird. Mit Rücksicht auf die Eigenschaften der schiefsymmetrischen 
Form 
S(x, y) = — S(y; æ), 
S(x, y) = —S(-—x, y) 


folgt leicht, daf in der obigen Darstellung für 2S(x,y) zu jedem 
k,, L, stets noch die Eigenwerte und zugehôrigen Linearformen 


und 


k, CRE k,, L, (x, y) = L, (y, x), 
k,, mt v k,, L,» (x, y) Œ I, (— Z, y), 
kr Co k, — k,, L, (x, y) É L, — T, y) = z; (y, — &) 


vorhanden sein müssen, deren Vereinigung in der Darstellung 
von 2S(x, y) die Glieder 


k, |(L, (&, 9) —(L, (, 2) — (2, (2, y) + (L, (y, —-x))} 
und in der Darstellung von (x, x) + (y, y) die Glieder 
(Z, (@, y) + (L, (4, 2) + (2,2, y) +(L, (y, —-2)) 


liefert. 
Setzen wir nun . 
L, (5,9) = © (0.2)+ 0/0) 
wo 0, (x) eine lineare Form von t,,2,,... und 0(y) eine lineare 


Form von y,,Y,,... ist, so gehen die obigen Darstellungen über in 
S(x,y) = Zk,(0,(x) 0, (y) — 0, (x) 0, (y), 
(,2)+(4,y) = Z(0,(@)) + (0, (x) + (0, (y) + (0, (y), 


218 David Hilbert, 


und da Z,(x, y), L, (x, y),... zu einander orthogonal sind, folgt 
leicht auch die Orthogonalität der Formen 0,,0,,...; mithin be- 
stimmen 
ë, = 0,(), Ë& = 0,(x) 

eine orthogonale Transformation von der verlangten Beschaffenheit. 

Aus dieser Darstellang folgt durch eine einfache Ueberlegung, 
wie sie später ähnlich angestellt werden wird ($S. 224), daf die 
aus (x,y)—AS(x, y) entspringenden inhomogenen Gleichungen ein- 


deutig lôsbar sind, aufer wenn À — --. ist; für diese rein 


CE 
0 Ta 
imaginären Eigenwerte der Form S(x,y) haben die homogenen 
Gleichungen eine nicht identisch verschwindende Lôsung und zwar 
ist die Anzahl der von einander unabhängigen Lôsungen stets 
endlich. 


Was schlieflich die Theorie der Bilinearform betrifft, so sehen 
wir zunächst ohne Schwierigkeit folgende Tatsachen ein: 

Wenn die Bilinearform A(x,y) eine vollstetige Funktion der 
unendlichvielen Variabeln x,,x,,..., y,,y,,... darstellt, so ist, 
wenn À, den #t* Abschnitt der Bilinearform À bezeichnet, für 
jedes Wertsystem der unendlichvielen Variablen 


L 4,(,4) A, x) — Al,0) A2) 
und zwar im Sinne gleichmäfiger Konvergenz, d. h. es ist 
(92) LAC AG D=A(S 2) A, (.,2)1<%; 


wo €, gewisse von den Variabeln x,,x,,... unabhängige mit un- 
endlichwachsendem » gegen Null abnehmende Grôfen sind. Daraus 
folgt, da die quadratische Form 4(.,x) A(.,x) stets vollstetig 
ist, wenn die Bilinearform A (x, y) vollstetig ist. 

Eine Bilinearform A(x, y) ist stets vollstetig, wenn die qua- 
dratische Form A(.,x) A(.,x) vollstetig ist, also beispielsweise 
gewiB, wenn die Summe der Quadrate der Koeffizienten von À 
endlich bleibt. In der Tat, fassen wir A(x,y) als quadratische 
Form der Variabeln x,, x,, ..., y,, y,, ... auf, so folgt aus der Un- 
gleichung 


PACRIIES VA(.,2) A(., à), 
durch die in 4. und 6. ($S. 205) angewandte Schlufweise, daf 
A(z, y) vollstetig ist. 
Diese Mitteilung môchte ich mit der Entwickelung eines Satzes 
beschliefen, der — wie ich in der folgenden Mitteilung zeigen 
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werde — auf die einfachste Weise zur Auflôsung der Integral- 
gleichungen zweiter Art mit unsymmetrischem Kern verwandt 
werden kann; derselbe lautet: 

Satz X. Wenn 


A(x, y) == n> Av T, Yo 
(P, 9) 
eine volistetige Bilinearform der unendlichvielen Variabeln x,,x,, .….; 
Vis Vars. St, S0 haben gewif entweder die unendlichvielen Gleichungen 
(+a,,)x, + Ga Lt = 4, 
(93) LT + (+a)t,+. e-U) 


für alle môüglichen Grüllen a,, a,,... mit konvergenter Quadratsumme 
eine eindeutig bestimmte Lüsung x,, x,,... mit konvergenter Quadrat- 


summe — oder die entsprechenden homogenen Gleichungen 
(+a,)z,+ dy Bt = 0, 
(94) An D+(+a)t+.. = 0, 


lassen eine Lüsung x,, x,, ... mit der Quadratsumme 1 zu. 

Zum Beweise betrachten wir zunächst irgend ein System von 
n linearen Gleichungen und # Unbekannten mit nicht verschwin- 
dender Determinante von der Gestalt 


b,x,+...+b,x, = b,, 
D, +... +b,x, = b,. 
Bezeichnen B,, ..., B, die Lüsungen dieser Gleichungen, so ist gewif 
Glitter Bat BY 
= DO, Bi+:-+ 0,8.) ++8,(6,8,+..+08,8.) 
und folglich wird 
GuBi+e +0 BJ ++ B+ +88) 
Nunmehr sei #7 das Minimum der quadratischen Form 
Cur+- +, a) + +, ++ 0,2) 
bei der Nebenbedingung 
(95) dite +ai = 1 
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und M das Maximum der quadratischen Form 


Out,+...+0,2) +... +(b,2x,+...+0,,2x) 


bei derselben Nebenbedingung: dann folgt aus der vorigen Un- 
gleichung die Ungleichung 


(96) Bit +R ++ 2. 
Wir wenden dieses Resultat auf die Gleichungen 


ner +. + a, , = 4, 
(97) 


set Ode: 


an und bezeichnen zu dem Zwecke mit "”, das Minimum der qua- 
dratischen Form 


((+a,,)x,+-.+a, 2) 35 + (az, LÉ +(1+a,)2) 


bei der Nebenbedingung (95) und mit M, das Maximum der qua- 
dratischen Form 


(+a,)x,+...+a,x) + ces + (a,,x t+° “(4 +4,)2, | 


bei derselben Nebenbedingung. 
Wegen der vorausgesetzten Vollstetigkeit der Bilinearform 
A(x, y) ist die Form der unendlichvielen Variabeln x,, x,, .…. 


((L a 1) T; QE dy +: +) WT (a,,z, se” (1 r VAE A ai +) + 


gewiB eine beschränkte Form und daraus ersehen wir, daB auch 
die Maxima M, unterhalb einer endlichen von # unabhängigen 
GrôBe M bleiben. 

Was die Minima », betrifft, so sind zwei Fälle zu unter- 
scheiden: 

Erstens gebe es unendlichviele », wofür die Minima », 
sämtlich grôfer als eine feste positive GrôBe m» sind: dann sind 
für solche n die Gleichungen (97) lôsbar und es folgt aus (96), 
daB die Quadratsamme ïhrer Lôsungen unterhalb der endlichen 
von # unabhängigen GrôBe 


(98) CES 


liegt. 
Bezeichnen wir nun für solche #n mit 


(n) 
Air, 


(n) 
a a, 


die Lôsungen von (97), so kônnen wir aus jenen # nach einem oft 
angewandten Verfahren solche ganzen Zahlen #,,n,,... heraus- 
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greifen, daf die Grenzwerte 
(0?) (07) 
CRI FE Mae a = La”, 
h= © h= © 


existiren; die Grôüssen «,,a«,,... haben eine ebenfalls unterhalb 
der Grenze (98) liegende Quadratsumme und müssen wegen der 
Vollstetigkeit der Linearformen 


CPE 2 EE le 
gewiB jede der Gleichungen des vorgelegten Systems (93) be- 
friedigen. 
Zweitens môügen die Minima m,,m",,... gegen Null kon- 


vergieren; die Werte der Variabeln mit der Quadratsumme 1, für 
welche diese Minima eintreten, seien 


(n) (n) 
7 RE | uX. 
Nan ist 


(+a,)x, +: +a,2,) +... # Gz,+-..+(1+a,,)x,) 


Try Ask ) x) À, (: ) x) AL 24, (x, x) =" (æ, x), 
und folglich 


(99) A, (A, u°) +24, (u°, a°)+1 = me, 
Nun denken wir uns wieder eine solche Reïhe ganzer Zahlen 
ñn,, n,, .… herausgegriffen, daB die Grenzwerte 

W; = Lu”, U; = Lu”, 
existieren; die GrüBen u,,u,,... genügen dann der Bedingung 
(100) (u, u) = 1. 


Mit Rücksicht auf (92) und wegen der Vollstetigkeit der 
quadratischen Form A(x, x) folgt aus (99), wenn wir darin », an 
Stelle von # einsetzen und zur Grenze h — oo übergehen 


(101) Au) Au) +2A(uu)+1 = 0. 
Wir betrachten nun die quadratische Form 
(02) ((+a,)x,+a,a,+.) +(asx,+(1+a,)a, +...) 
= A(.,2)A(, DefP2 Aa) (PR); 


da dieselbe positiv definit ist, so folgt insbesondere 


(108) A(.,u) A(.,u)+24(u, u)+(u, u) 20; 
hieraus entnehmen wir wegen (101) 
&u)Z=1\; 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Muth.-phys. Klusse. 1906. Heft 2, 16 
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mithin ist wegen (100): 
(u,u) = 1. 


Nunmehr erkennen wir wegen (101), daf auch 


A(.;u)A(;u)+24{(uu)+{(uu) = 0 


ist, d.h. im Hinblick auf (102), die GrôBen w,,u,,... befriedigen 
die homogenen Gleichungen (94). Damit ist gezeigt, daB stets 
mindestens einer der in Satz X unterschiedenen Füälle stattfindet. 

Wenn die homogenen Gleichungen (94) eine Lüsung mit der 
Quadratsamme 1 besitzen, so kônnen die durch Transposition ent- 
stehenden inhomogenen Gleichungen 


(L+a,)x, + dy + = à, 
(104) dis LH +as)ti+ RU T 


gewiB nicht für alle à, «,,... mit endlicher Quadratsumme eine 
Lüsung von endlicher Quadratsumme besitzen, da ja zwischen ihren 
linken Seiten eine lineare Identität besteht; es müssen daher 
dem eben Bewiesenen zufolge alsdann die transponierten homogenen 
Gleichungen 


Ha TE, + de; L,+ 
dis 2, +(l+as)t +. 


0, 


105 
(10) s 


eine Lüsung mit der Quadratsumme 1 zulassen. Also kônnen die 
inhomogenen (xleichungen (93) gewiB nicht für alle «,, a,,... eine 
Lüsung mit endlicher Quadratsumme besitzen; daher schlicfen 
sich die beiden Füälle des Satzes X wirklich aus, und die Lüsung 
im ersten Falle ist eindeutig. Damit ist der Beweis für unsern 
Satz vüllig erbracht. 

Um die Mannigfaltigkeit der Lôsungen der homogenen Glei- 
chungen (94) festzustellen, haben wir nur nôtig die in Ab- 
schnitt XI entwickelte Theorie der orthogonalen Transformation 
der quadratischen Formen auf die Form (102) anzuwenden. Da 
A(.,z) A(.,x) und A(x,x) vollstetige quadratische Formen sind, 
so ist dies auch die Form 

A2) Al a) +24 (xx); 
dicselbe besitzt daher den Wert — 1 hôüchstens als Eigenwert von 
endlicher Viclfachheit; mithin besitzt die quadratische Form (102) 
den Wert nur als Eigenwert von endlicher Vielfachheit, d. h. 
es giebt eine orthogonale Transformation der Veränderlichen 
ÿ 
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Lis op eee IN Zi, y...) 80 af jene quadratische Form (102) die 
Gestalt 

k,æ° +hu Ce M 
erhält, wo k,, 4,,,... lauter positive von Null verschiedene gegen 


1 konvergierende GrüBen und e eine endliche ganze Zahl bedeuten. 
Die Lôsungen der homogenen Gleichungen (94) erhält man aus 


LES ! IA RC RSS ! —. 
T; a U;; 2e 09 x, ET L, ES 0, Le cu 0, s0,9 


wo 4,,..., 4, Willkürliche Konstante sind und wir ersehen daraus, 
daf es nur eine endliche Anzahl und zwar genau € — 1 von linear 
unabhängigen Lôüsungen von (94) giebt. 

Bei der Voraussetzung, da A(x, y) eine vollstetige 
Bilinearform ist, kommen also dem Gleichungssysteme 
(93) alle wesentlichen Eigenschaften eines Systemes 
von endlichvielen Gleichungen mit ebensovielen Un- 
bekannten zu. 

Zum Schlusse mûüge noch gezcigt werden, mit welch’ über- 
raschender Eleganz und Einfachheit der Satz X ohne irgend 
eine neue Konvergenzbetrachtung bewiesen werden kann, 
indem man sich der Sätze V und IX bedient. 

In der Tat aus Satz IX leiten wir sofort folgende Tatsache ab: 

Hilfssatz 6. Wenn x,,x,,... eine unendliche Reiïhe positiver 
Grülen ist, die gegen 1 konvergieren und 


Sa, y) = 2,8, 
(p, 9) 
eine vollstetige schiefsymmetrische Form der unendlichvielen Va- 


riabeln x,,x,,..., y,,Y,,... bedeutet, so gibt es stets eine voll- 
stetige Bilinearform J'(x,y) der nämlichen Variabeln, sodaf 


(106) PICHERICOINIONES IGN) ERNCT) 
wird, wo x(x) die quadratische Form 
(ic) = Ai +a, +... 


bedeutet. Die Relation (106) ist damit gleichbedeutend, daf das 
Gleichungssystem 


Res dE ler. 
(107) Sd TT li Sos = Us 


Sas da À Son Lo F Hada T'Y; 


die Auflüsungen 
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OT(x, y) 
TL = D, 
L Ôx, 
OT(x, y) 
VER + —— 
2 CE CEA 
besitzt. $ 
Zum Beweise setzen wir in S(x, y) 
ZX, — . do Res 
1 Vx, 1? 2 Va, 2 Paire 
core Lier racer 
VA Ve, Yi: Ye Vz, Ya) 


ein und erhalten dann eine schiefsymmetrische vollstetige Form 
S'(x',y"), während x(x) in (x’,x’) übergeht. 
Gleichungssystem von folgender Gestalt 


(108) 


Lit Sidi + Sidi 
Sat Bts = 


! 1 ! ! ’ 
Soi Li + 832 Le + Lt: 


Aus (107) wird ein 


* 

Yi 
* 

Ya 


Ÿ;; 


Fübren wir nunmehr auf S’ nach Satz IX die orthogonale Trans- 
formation aus, so geht das zu S’ gehôürige Gleichungssystem (108) 
in ein Gleichungssystem von folgender Gestalt über: 


ERA = }ÿ 
—k, Ë. + 2 = “és 
E, +4, & dl 


Re ( — M 


Dieses Gleichungssystem besitzt, wie man sieht, die Auflôsungen 


T ’ ! 
k = m,+ TEEN), 

ÔT(ÉE/, mn 
ge = m4 TEE, 

oT ds ! 
E = MCE “HE, 


b = ne TE, 
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wenn 


TE nn) = — pe (im En) — re Em En) — 


k, ! ! k, ! ' 
et 1%) Tee Gb) 


gesetzt wird. Da die GrôBen £4,, k,,... gegen Null konvergieren, 
so ist T eine vollstetige Form. 

Die Rückkehr zu den Variabeln x!, x}, ..., y}, y!,... und von 
diesen zu den ursprünglichen Variabeln x,, æ,, ..., y,, Y,,..., wobei 
aus T die Form T ensteht, lehrt die Richtigkeit des Hilfssatzes. 

Um nunmehr Satz X zu beweisen, bedenken wir daf das 
Gleichungssystem (93) in Satz X seine Gestalt behält, wenn wir auf 
die Variabeln x,,%,,... irgend eine orthogonale Transformation 
ausführen und zugleich entsprechend die linken Seiten jener Glei- 
chungen orthogonal kombinieren, da dies ja auf eine simultane 
orthogonale Transformation beider Variabelnreïhen in À (x, y) hinaus- 
läuft. Der Einfachheit halber nehmen wir an, es sei bereits eine 
solche orthogonale Transformation der Bilinearform A(x,y) aus- 
geführt, daf die aus A(x, y) entspringende quadratische vollstetige 
Form A(x,zx) nur die Quadrate der Variabeln enthält und dem- 
nach in der Gestalt 


A(x, x) = a +ati+::. 


oder 
(109) A(x, y) + A(y, æ) on 22 y+ary+.:) 
erscheint. Da hierin «,, «,,... gegen Null konvergierende Grôfien 


sind, so gibt es gewiB nur eine endliche Anzahl derselben, die 
Æ<—1 ausfallen; es sei etwa e eine ganze Zahl, so daf 


(110) à ts, (p = 1,2, ...) 


ausfällt. 

Alsdann sondern wir von den Gleichungen (93) in Satz X 
zunächst die ersten e Gleichungen ab und schreiben die übrigen 
in der Gestalt: 


(a + i) C2 + Lots, 4e Carr Æ SE Yeti 


(111) Ayo, +1 Cm rx (@ is, e+2 + 1) XL AR Use) 


wobei zur Abkürzung 


VAR C0 0) 


(112) Yets = Bige — Dis La" — ets o Les 


19 * 
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gesetzt ist; diese Gleichungen (111) sind dann, da wegen (109) 
Lg + Up EE 0, (p+9 


Up —= 


wird, mit Rücksicht auf (110) von der Gestalt (107) und gestatten 
demnach die Anwendung des vorhin bewiesenen Hilfssatzes. 
Diesem zufolge giebt es eine vollstetige Bilinearform (x, y) 
der Variabeln x&,,, &,,,..., ÿ.,, Y., .. derart, daB die Gleichungen 
(111) die Auflüsungen 
Li: == VE 
(113) M: 


er = Yu Q4 


besitzen. Tragen wir diese Auflôsungen unter Berücksichtigung 
der Werte (112) von Y,,,,Y4:... in die e ersten vorhin abge- 
sonderten Gleichungen des vorgelegten Systems (93) ein, so ent- 
steht ein System von e Gleichungen mit den e Unbekannten x,,...,x,, 
wie folgt 

. 4, +: Ce . = E,, 
(114) 


TRS +, x, = 


wo Æ,,..., 1: homogene Linearformen von «,, u,,... sind, während 
Æ,,..., 1%, in bekannter Weiïse durch die Koeffizienten von A (x, y) 
sich ausdrücken. Haben nun diese Gleichungen Lôsungen &,, ..., x, 
so berechnen sich daraus vermüge (112) und (113) die Werte 
is Lys. und wir gelangen so zu den Lôüsungen des ursprüng- 
lich vorgelegten Gleichungssystems (93); im anderen Falle lassen 


sich gewif die homogenen Gleichungen 


L 


ess +. «+ ZE, x L, TT 0, 

1e , +. + Lier —— 0 
durch solche Werte à,,..., x, Fer die nicht alle Null sind; 
nehmen wir alsdann an Stelle von «,,4,,... überall die Werte 
Null, wodurch in der Tat 

Li, OCEAN) 
wird, so gelangen wir vermüge (112) und (113) zu solchen Werten 
Luis Lure ve. die zusammen mit den gefundenen %,, ..., x, ein 


fat 
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Lüsungssystem der homogenen Gleichungen (94) in Satz X aus- 
machen. 

Damit ist Satz X vollständig bewiesen. 

Da oben auch der Satz IX über die schiefsymmetrischen Formen 
lediglich mit Hilfe des Satzes V über die orthogonale Transfor- 
mation vollstetiger quadratischer Formen ohne irgend eine neue 
Kouvergenzbetrachtung bewiesen worden ist, so ergiebt sich, daf 
auch die Theorie der Gleichungen von der Gestalt (93) und damit 
überhaupt die Theorie der vollstetigen Bilinearform lediglich auf 
die Theorie der orthogonalen Transformation vollstetiger qua- 
dratischer Formen ohne neue Konvergenzbetrachtungen begründet 
werden kann — eine bemerkenswerte Tatsache, die der 
Theorie der vollstetigen Formen von unendlichvielen 
Variabeln eine wunderbare Durchsichtigkeit und Ein- 
heitlichkeit verleiht. 


€ D A 
A Es 
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Die Bewegung eines Elektrons unter dem Einflusse 
einer longitudinal wirkenden Kraft. 


Von 
Paul Hertz. 


Vorgelegt in der Sitzung am 12. Mai 1906 von Herrn D. Hilbert. 


Die Elektronentheorie verdankt unter vielem andern ihre Be- 
deutung auch dem Umstande, daB sie einen Weg zu einer rein 
elektromagnetischen Begründung der Mechanik erôffnet. Daher 
ist es von Wichtigkeit die Bewegungsgesetze der Elektronen einer 
môglichst eingehenden Betrachtung zu unterwerfen. Nun besteht 
aber die Mechanik des einzelnen Elektrons in nichts anderm als 
in der Behandlung der zwei Fragen: 

1) Welche Kraft ist nôtig, um eine gegebene Bewegung 
zu unterhalten? (oder, in der Sprechweise der gewôhnlichen 
Mechanik, ,hervorzurufen“.) 

2) Welche Bewegung wird von einer gegebenen Kraft 
hervorgerufen ? 

Die erste dieser beiden Fragen ist elementarerer Natur und 
schlieft sich enger an den elektromagnetischen Vorstellungskreis 
an, in dem die Bewegung gewissermafen als das prius angesehn 
wird. Die zweite Frage hingegen erscheint für unsere allgemeine 
Naturanschauung bedeutungsvoller und nähert sich mehr der Denk- 
weise der alten Mechanik, die sich zur Aufgabe stellt, die zu einer 
gegebenen Kraft zugehôrige Bewegung zu finden. Dabei wird die 
Lüsung des ersten Problemes zweckmäBiger Weise der Lôüsung des 
zweiten vorangestellt werden müssen, da hier ein äbnliches Ver- 
hältnis vorliegt, wie das der Differentialrechnung zur Integral- 
rechnung und der elliptischen Integralen zu den elliptischen Funk- 
tionen. 

Die erste Frage wurde zuerst für den Fall unendlich kleiner 

Egl. Ges. d. Wise. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse 1006. Heft 8. 17 
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Beschleunigungen — sogenannter quasistationärer Bewegung — er- 
schôpfend von Herrn M. Abraham!) behandelt. Die Fortschritte 
der experimentellen Untersuchungen machten jedoch ein Ueber- 
schreiten der quasistationären Theorie erforderlich. Vom Ver- 
fasser der gegenwärtigen Mitteilung wurde ein zwar ganz spezieller, 
aber nicht quasistationärer Fall behandelt ?). 

In voller Allgemeinheit indes wurde von Herrn A. Sommer- 
feld*) eine Lôsung der ersten Frage gegeben, in einer Reiïhe von 
Arbeiten, auf die wir uns im folgenden durchaus zu beziehn haben. 

Hiernach scheint es nun erwünscht, eine môglichst allgemeine 
Lôüsung auch der zweiten Frage zu finden. Auf diesem Gebiete 
liegen bereits Untersuchungen von Herrn G. Herglotz‘) vor, 
der kräftefreie Bewegungen behandelt hat. Wir stellen uns da- 
gegen — allerdings unter Beschränkung auf geradlinige Trans- 
lationsbewegung — die Aufgabe, die von einer beliebig vorge- 
schriebenen äufern Kraft erzeugte Bewegung zu untersuchen. Auch 
in der Methode weichen wir von Herrn G. Herglotz ab. Um die 
Existenz von Lôüsungen gewühnlicher Differentialgleichungen zu er- 
weisen, kann man sich dreier Methoden bedienen: der Potenzreihen- 
methode, der Methode von Cauchy und Lipschitz, und der Me- 
thode der successiven Approximation®). Auch auf die Funktionalglei- 
chungen der Elektronentheorie lassen sich diese Verfahren übertragen. 
Während nun Herr G. Herglotz die Potenzreihenmethode benutzt 
hat, werden wir die Methode der successiven Approximation zur 
Anwendung bringen, werden aber auch kurz das Cauchy-Lipschitz- 
sche Verfahren besprechen. Daneben geben wir einen Eindeutigkeits- 
beweis, der einem von Herrn C. Jordan herrührenden nachgebildet 
ist. Wir werden den Satz beweisen, daB sich die Bewegung 
eines Elektrons bei vorgeschriebener Anfangsvorge- 
schichtef) und bei für die Folgezeit vorgeschriebener 
äuBerer longitudinaler Kraft, auf eine und nur eine 
Weise fortsetzen läft, wofern nur nicht ein gewisser 
mit der Anfangsvorgeschichte zusammenhängender 
Ausdruck verschwindet. 

1) M. Abraham, Anm. d. Physik 10. 1903. S. 153#. 

2) P. Hertz, Physikalische Zeitschrift 5. 1904. S. 109f. Untersuchungen 
über unstetige Bewegungen eines Elektrons, Dissertation 1904, Gôttingen. 

3) Gôüttinger Nachrichten 1904, Heft 1, S. 99; Heft 5, S. 363; Heft 3, $. 201, 

4) G. Herglotz: Gôttinger Nachrichten 1903, Heft 6, S. 1. 

5) Alle 3 Methoden sind dargestellt in: E. Picard, traité d'Analyse tome II 
Chap. XI p. 322 fr. 

6) Wir setzen voraus, daB das Elektron früher einmal in Ruhe war, 

Eine weitere Kinschränkung wird später eingeführt werden, 
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Die hier erwähnte Singularität verhindert es, daf die äufere 
Kraft eine gewisse obere Grenze überschreitet. Diese Tatsache, 
die Herr A. Sommerfeld schon für Ueberlichtgeschwindigkeits- 
bewegungen hervorgehoben hat), werden wir hier allgemein be- 
weisen. Wir werden ferner zeigen, daf keine dauernde kräftefreie 
Ueberlichtgeschwindigkeitsbewegung môglich ist, was Herr Som- 
merfeld ebenfalls auf Grund numerischer Ausrechnung einer hin- 
reichenden Zahl von Beispielen gefunden hat ?). 

Wir werden unsere Aufmerksamkeit vorzugsweise der Annahme 
räumlicher Ladung zuwenden. Zum Schlusse besprechen wir jedoch 
kurz auch die Annahme flächenhafter Ladung und vergleichen die da- 
bei obwaltenden Verhältnisse mit den bei Volumenladungen vor- 
liegenden. Es tritt eine Reïhe von Unterschieden auf, namentlich in 
Bezug auf Stetigkeitsfragen. Interesse dürften auch die gerad- 
linigen Translationsschwingungen verdienen, die unter Annahme 
von Flächenleitung kräftefrei môüglich sind. Jede periodische 
Bewegung mit der Schwingungszeit Elektronen- 
durchmesser dividiert durch Lichtgeschwindigkeit 
ist kräftefrei. 

Wir haben unser Hauptaugenmerk auf die Führung des Exi- 
stenzbeweises gerichtet. Doch gestatten unsere Methoden auch 
die numerische Durchrechnung einzelner Fälle. 

Daf ein Elektron auf eine bestimmte es antreibende Kraft 
durch irgend eine Bewegung antworten mu, wird dem Physiker 
als unzweifelhaft und darum der Untersuchung unwert erscheinen. 
Indes handelt es sich darum gar nicht; die Frage ist vielmehr, 
ob diese für unsere Naturanschauung unerläfliche Forderung auch 
im Gebiete der mathematischen Nachkonstruktion erfüllt ist, und 
diese daher geeignet ist, die Naturvorgänge zu beschreiben. In 
der Tat, würden wir in ihr jenes Existenztheorem als nicht im 
Allgemeinen gültig gefunden haben, so hätten wir daraus nichts 
über das Verhalten der Elektronen geschlossen, sondern nur, daf ihre 
bisherige Theorie zum mindesten einer Revision zu unterziehen sei. 

Wenden wir uns jetzt der Darstellung der Sommerfeldschen 
Methode zu. Ueber sie kann hier nur berichtet werden; bezüglich 
der Beweise muB auf die Arbeiten des Herrn A. Sommerfeld 
selbst verwiesen werden. 

1) Physik. Ztschr. 7, 1906, S. 23; Jahresb. d. d. Math.-Vgg. XV. S. 51. 

2) Gôüttinger Nacbrichten, Ileft 3, 1905, S. 201. 

Vgl. auch P. Hertz, Physik. Zeitschrift 7, 1906. S. 347. 
Bei dieser Gelegenheit seien zwei Druckfehler in jener Mitteilung berichtigt : 
Seite 349 Spalte 1 Z. 14 v. u. lies BDO statt EDO. Ferner: die FuBnote 
auf Seite 350 soll zu Seite 349 Spalte 2 Z. 16 v. u. gehôren. 
17* 
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sui. Berechnung der von einer gegebenen Bewegung 
erzeugten ,innern“ oder der zu ihrer Unterhaltung 
erforderlichen ,äussern“ Kraft. 


Dieser Paragraph stellt sich auf den Boden der ersten in der 
Einleitung erwähnten Fragestellung: die Bewegung des Elektrons 
ist das Gegebene, die zugehôürige Kraft wird gesucht. Die von 
einem bewegten Elektron erregte Kraft heïft innere Kraft und 
werde mit XÆ, bezeichnet. Die Elektronentheorie in ihrer rein 
elektromagnetischen Gestalt nimmt an, daB ihr gleich aber ent- 
gegengesetzt gerichtet die ,äufere“, d. i. die auf das Elektron 
ausgeübte Kraft ist, so da wir haben 


1) H=  K. 


wenn À ohne Index die äufere Kraft bezeichnet. Konsequenter 
Weise sollten wir in den Formeln dieses Paragraphen die GrôBe 
K, bevorzugen, in den späteren, der zweiten Fragestellung ent- 
sprechenden dagegen X, doch ziehen wir es der Einfachheit halber 
vor, uns schon jetzt des Ausdruckes X zu bedienen, der hier zu- 
nächst für uns nichts weiter bedeuten môüge als — X,. 

Wir nehmen dabei das Elektron vorerst als gleichmäfBig über 
sein Volumen geladen an und beschränken uns auf gerad- 
linige rotationsfreie Bewegungen. Ferner gestatten wir 
uns einige Abweichungen von der Sommerfeldschen Bezeichnungsweise. 

Wir führen als Längeneinheit den Radius des Elektrons und 
als Zeiteinheit die GrôBe: Elektronenradius dividiert durch Licht- 
geschwindigkeit ein. Die Bewegung des Elektrons erfolgt nach 
Voraussetzung geradlinig und somit wird auch die Kraft in die 
Bahnrichtung fallen. Wir haben auf der Bahngeraden zwei Rich- 
tungen zu unterscheiden und wollen eine davon als Vorzugsrichtung 
auszeichnen; dann sei Æ positiv oder negativ, je nachdem die 
äufere Kraft mit der Vorzugsrichtung gleich oder entgegengesetzt 
gerichtet ist. Es wird häufig bequem sein als Vorzugsrichtung 
die Richtung der augenblicklichen Geschwindigkeit zu wählen. 
Der Ausdruck X läft sich nun in jedem Augenblicke aus der , Vor- 
geschichte“ des Elektrons berechnen. Die zu einem bestimmten 
Augenblicke gehôrige Vorgeschichte wollen wir uns durch eine in 
einer X— Y-Ebene verlaufende Vorgeschichtskurve versinnbildlichen!). 
Es soll nämlich x eine Zeit bedeuten, und y die Entfernung die 
die Lage des Elektronenmittelpunktes vor x Zeiïteinheiten von 
der jetzigen Lage besaf; dabei sei y positiv, wenn die jetzige 
Lage auf die frühere im Sinne der Vorzugsrichtung folgt, im 


1) Vgl. A. Sommerfeld, II, Note, Figur 11 und 12, 
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andern Falle negativ. Falls wir also die augenblickliche Ge- 
schwindigkeitsrichtung zur Vorzugsrichtung machen, so wird die 
Kurve zunächst einmal in der Halbebene der positiven y verlaufen. 
Solche Vorgeschichtskurven kônnen in den mannigfachsten Ge- 
stalten auftreten: immer werden sie doch der einen Bedingung 
unterworfen sein, da8 jede Parallele zur Y-Achse sie nur einmal 
schneidet, oder daB ihre Abscissen stets wachsen, weil im andern 
Falle das Elektron sich gleichzeitig an verschiedenen Punkten befinden 
müBte. Insbesondere kônnen die Kurven nie in die Halbebene der 
negativen x eindringen. Sehr wohl kônnen sie dagegen in die Halb- 
ebene der negativen y gelangen; solchen Vorgeschichtskurven be- 
gegnen wir z. B. bei schwingenden Elektronen. 

Von Wichtigkeit ist die Tangente der Kurve. Eine hori- 
zontale Tangente — wir denken uns die X-Achse horizontal, die 
Y-Achse vertikal orientiert — bedeutet Ruhe des Elektrons, eine 
im Winkel von 45° geneigte die Lichtgeschwindigkeit, und eine ver- 
tikale würde unendlich grof$e Geschwindigkeit bedeuten. Letztere 
ist aber auszuschliefen und nur gelegentlich als Grenzfall zuzu- 
lassen. Allgemein giebt die Neigung der Tangente durch ihren 
Tangens die Geschwindigkeiït des Elektrons in der Vorzugsrichtung. 

Indem wir also die früher vorhandenen Geschwindigkeiten des 
Elektrons, die Herr Sommerfeld v,, schreibt, gleich dem Diffe- 


rentialpotienten ee oder y' setzen, kôünnen wir die Sommerfeld- 


sche Formel!) auf die Form bringen: 


K = mf}A(x, y) + B(x,y) y} dx 
oder 
2) K = mfA(x,y) dx + B(x, y) dy. 
Hier bezeichne » eine von der Ladung des Elektrons abhhängige 
Zahl, es sei nämlich 
3e° 
827 ? 
unter & die Ladung in rationellen Einheiten verstanden. Ferner 
werde die Integration über die ganze unendliche Vorgeschichtskurve 
erstrekt, und A(x, y) und B(x,y) seien bekannte Ortsfunktionen in 
der X—Y-Ebene. 

A und B sind aber nicht durch einheitliche analytische Aus- 
drücke gegeben, vielmehr ergeben sich verschiedene in verschie- 
denen Teilen der Ebene: 

Man denke sich (Figur 1) eine im Winkel von 4b° gegen OX 
geneigte Gerade OA gezogen. Die Linie OA als Vorgeschichts- 


1) Güttinger Nachrichten 1904, Heft 5, 5. 398, GI. G4. 


3) m = 
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kurve würde der stationä- 
ren Lichtgeschwindigkeits- 
bewegung entsprechen. Eine 
Bewegung die stets mit 
Unterlichtgeschwindigkeit 
verlaufen ist, wird durch 
eine ganz in AOX liegende 
Kurve dargestellt, eine 
stets mit Ueberlichtge- 
schwindigkeit erfolgte Be- 
wegung durch eine Kurve 
in YOA. Sei ferner 0B — 
OC = 2, D der Schnitt- 
punkt von BC und 04, und 
seien BE und CF parallel 
OA. Endlich bezeichnen wir 


das Gebiet ODC mit I 
das Gebiet ADCF mit IT 
das Gebiet BOD mit III 
das Gebiet EBDA mit IV 
das Gebiet XCF' mit V 
das Gebiet YBE mit VI. 
Dann ist nach der eben erwähnten Formel des Herrn Sommerfeld 


in V und VI 


A =D —\Ù. 


Dagegen ist, wenn 


4) QD = 5 + 4e) 


20 


gesetzt wird, und f’(u) die Ableitung dieser Funktion bezeichnet : 
in I (Unterlichtgeschwindigkeit; erstes Intervall) °) 


A = ST G+D- 


6) - 
B — vtr) 


ef (1) 


1)L c. 8. 377, GL 51°. 
2) L c, S. 398, GL 64. 


G+0) 


+ D +0 
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in II (Unterlichtgeschwindigkeitsgebiet, zweites Intervall) 


AT TG-D+ D 
6) f 
B=-f(-1) 


in IT (Ueberlichtgeschwindigkeitsgebiet, erstes Intervall) 
1 1 
Es UE author Vi nc) 
y y 
rl U-d+ QU 
L, 
Di TYPE) 
y 
+ fx 
1 y — x) 
und in IV (Ueberlichtgeschwindigkeitsgebiet, zweites Intervall) 


1%) 1 
: Al G-0+ fus) 
B=f(G-0) 


Endlich definieren wir À und B auch für negative y, und zwar 
durch die Gleichungen 

A(x, —y) = —A(x,y) 

B(x,—y) = B(x,y), 

die aus Symmetriebetrachtungen leicht zu erhalten sind. 

Hiermit ist unsere erste Frage allgemein gelôst. Die Kurve 
mag ganz beliebig verlaufen, immer wird X durch das über die unend- 
liche Kurve erstreckte Integral “e Adz + Bdy gegeben. In vielen 
Füällen, aber nicht immer, wird sich die Integration nur über ein 
endliches Kurvenstück erstrecken, nämlich dann, wenn die Vor- 
geschichtskurve in V oder VI eindringt und dort dauernd ver- 
bleibt. In diesem Falle künnen wir sie uns auch als auf BE oder 
CF endigend vorstellen !). 

Es ist jetzt eine genauere Diskussion der Fanktionen À und 
B erforderlich. Zunächst bemerken wir, daB die durch 4) eingeführte 
Funktion f samt ihren ersten beiden Ableitangen an der Stelle 


9) 


1) Ihrer Schreibweise nach beziehen sich die Sommerfeldschen Formeln nur 
auf diesen Fall. 
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u = 2 verschwindet, daB auf BC der Ausdruck y + x — 2 ist, und da 
f'(0) — Oist. Hierauf lehrt eine aufmerksame Betrachtung der 
Gleichungen 6)—8): Die Funktionen À und B samt ihren 
ersten Ableitungen nach x und y, sind in der ganzen 
Viertelebene der positiven x und y, dort wo sie end- 
lich sind, auch stetig. Auf BE und CF verschwinden 
sie. Wir wollen jetzt À und B in I und III berechnen. 
Wir erhalten aus 5), 4), 7) 


für I: : 
A = (-4+2r —Y 
10) C4+2r)y + 
B = (8—-12x+22")+2xy 
und für III: 
e 1 D (20 2° — x) + (— 60 + 10°) y° + 15} 


Te _ LC 122 + 0) + 16y + (12 +62) + y). 


Bei Annäherung an den Punkt O bleiben nach diesen Formeln 
À und B durchaus endlich und stetig. Dasselbe Iläft sich von 
diesen Funktionen bei Annäherung an C zeigen, was später noch 
nachgewiesen werden mag. Ferner verhalten sich wegen 9) B, 


0A O0B : 7: ë 0A 0Ô0B ; 
PES an OX stetig, während sich À, RE ne beim Ueber- 


schreiten dieser Linie mit —1 multiplizieren. Nun verschwinden 
aber nach 10) die letzten drei GrôüBen für y = 0, so daB wir den 
eben ausgesprochenen Stetigkeitssatz so erweitern kônnen: Die 
Funktionen Aund B sind in der ganzen Halbebene der 
positiven x samt ihren ersten Ableitungen, überall 
dort wo sie endlich bleiben, stetig; À und B selbst 
sind in der ganzen Halbebene endlich und stetig. 

Schliefilich bemerken wir noch daf im Unendlichen À und B 
unendlich klein werden. 

Aus diesen Stetigkeitsverhältnissen ziehn wir einen wichtigen 
Schluf. Betrachten wir ein Elektron in zwei benachbarten Zeit- 
punkten, so kônnen die zugehôrigen Vorgeschichtskurven nur sehr 
wenig von einander abweichen. Aus dem eben Gesagten folgt aber 
dann weiter, da$ sich die zugehôrigen X nur sehr wenig von einander 
unterscheiden werden, so daB wir behaupten dürfen: Bei der Be- 
wegung einesElektrons verändert sichdieKraft Xzeit- 
lich stetig. Auch durch Geschwindigkeitsunstetigkeiten in der Be- 
wegung des Elektrons kônnen keine unstetigen Kräfte hervorgerufen 
werden; eine Geschwindigkeitsunstetigkeit in der Bahn des Elektrons 
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bedeutet nämlich nur einen Knick in der Vorgeschichtskurve, durch 
den unsere Betrachtungen keineswegs ihre Gültigkeit verlieren. 

Wird also die äufere Kraft unstetig vorgeschrieben, 
so lä8t sich keine zugehôürige Elektronenbewegung 
auffinden, weder eine stetige noch unstetige. Auf 
diesen Punkt habe ich bereits in der Physikalischen Zeitschrift 
aufmerksam gemacht !). 

Wir schliefien diesen Paragraphen indem wir drei später 
wichtig werdende Integrale auswerten, die der Ruhe, der statio- 
nären Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit und der Bewegung mit 
unendlich grofer Geschwindigkeit entsprechen. 

Das längst OX genommene Integral L Adx + Bdy liefert, da 
hier dx — 0 zu setzen ist und À nach 10) — O0 ist, den Wert Null: 


12) K = m.f Adx+ Bdy = 0. 
OX OX 


Das Integral längs OA genommen, läft sich schreiben: 
A + B)d À dx. 
she + B) z+.f ( + B)dx 
Im ersten Integrale erhalten wir übereinstimmend aus 10) und 11), 


indem wir x — y setzen: 


A+B = 8—167+ 27. 


Im zweiten Integrale dagegen ist nach 6) oder 8) 


1 8 
ADI ST ONE re 
Hieraus erhält man 
13) ie mn [ Adzx + Bdy = (. 
04 04 


Endlich ist nach 11) 


2 
[ Adx + Bay = [ (B8—6y+ 4 y°) dy = 6, 
07 0 
also : 
14) FE — mn f Adzx + Bdy = 6. 
0 or 


8 2. Die E-Funktion. 
Wir haben jetzt alle Môüglichkeiten von Vorgeschichtskurven 
berücksichtigt, sind aber noch zu keiner rechten Uebersicht ge- 


1) Anm. bei der Korr.: Herr Van der Waals jr. hat diese Bemerkung schon 
früher in einer Note gemacht, von der ich erst bei der Korrcktur der gegen- 
wärtigen Mitteilung Kenntnis hatte: IX. Akad. v. Wetenschappen te Amsterdam 
Dec. 21. 1905. S. 477ff, 
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langt. Und doch ist eine solche unumgänglich nôtig, wenn spezielle 
Aufgaben an uns herantreten. Eine wichtige von Herrn A. Sommer- 
feld aufgeworfene Frage besteht z. B. darin, zu unterscheiden, ob 
sich ein stets mit Ueberlichtgeschwindigkeit bewegtes Elektron 
kräftefrei bewegen kann. Auf Grund numerischer Auswertung einer 
Anzahl von Integralen hat Herr Sommerfeld die Unmôglich- 
keit dieses Vorkommnisses festgestellt !). Hier hat man sich vor 
einem MiBverständnisse zu hüten: Es ist nicht gemeint, daf nie- 
mals eine Elektronenbewegung mit Ueberlichtgeschwindigkeit 
kräftefrei vor sich gehen kônnte — in diesem Umfange wäre der 
Satz durchaus nicht richtig — sondern nur soviel soll behauptet 
werden: Hat während der ganzen Vorgeschichte Ueberlichtge- 
schwindigkeitsbewegung stattgefunden, so beansprucht die Be- 
wegung in der Gegenwart zu ihrer Aufrechterhaltung eine Kraft. 
Für diesen Satz wollen wir im folgenden einen exakten Beweis 
geben. 

Vorgeschichten, die durchweg Ueberlichtgeschwindigkeit be- 
sitzen, werden durch ganz im Sektor YOA verlaufende Kurven 
dargestellt. Umgekebrt aber liefert nicht jede in YOA verlaufende 
Kurve eine reine Ueberlichtgeschwindigkeitsbewegung. Wenn wir 
indes allgemein beweisen, daf jede in YOA verlaufende Kurve 
ein positives Æ liefert, so gilt dieses Resultat im Besonderen 
auch von allen reinen Ueberlichtgeschwindigkeitsbewegungen. Um 
zu einer Uebersicht über die müglichen Werte von ÆÀ zu gelangen, 
fragen wir nach seinen grôfiten und kleinsten Werten, d. h. be- 
dienen uns der Variationsrechnung. Will man das Integral 
(4 + By') dx untersuchen, so ist nach Lagrange die Gleichung zu 
bilden : 


ô Cr Le 
0 = ag + ne (or +8] 
0A 0B 
em 
FYOAE QD 
TO y  dœ 
Die rechte Seite dieser Gleichung setzen wir — E: 
0A Oo 
15) E — BE PEs D 


und bezeichnen diese Funktion als Æ-Funktion, in Erinnerung an 


1) Güttinger Nachrichten 1905, Heft 3, S. 216. 
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die gleichbenannte Weierstrassische Funktion, mit der sie ge- 
wisse Analogieen besitzt, ohne jedoch mit ihr identisch zu sein. 
Wir werden sie bei der Beantwortung einer Reïhe von Fragen 
gebrauchen, und unsere nächste Aufgabe muB daher sein, sie für 
die ganze X—Y-Ebene aufzustellen und zu diskutieren. 

Natürlich erhalten wir wieder für die verschiedenen Teile 
der Ebene verschiedene analytische Ausdrücke. Nach b), 7), 15) ist 


in Î) 


16) E = 4(10—Bx—#"), 
und in III) 
17) ee E {( 20° + at) + (60 — 10x°) y? — 18y'}. 


Zur Berechnung der E-Funktion in Il empfeblt sich eine Varia- 
belntransformation. Sei (Fig. 1) Px ein Punkt in I, Qn der Fuf- 
pur des von Pu e CD gefällten Lotes. Wir wollen CQux mit 


—- und PrQn mit —- 1 bezeichnen, so da wir haben: 


". 


Tr = 2—4E+4 

y = Fé+in 
18) x—y = 2—E 

dE = dy— dx 

dn = dy + dx 


und Ë£ kann hier von O bis 2, 7 von 0 bis & variieren. 
Setzen wir dann noch 


f@+0 = (0) 


à 1 
+ 3 — * ms 
20) ph) = + 5 h‘ + 20 h5 
für h — O0 dreifach verschwindet, so schreiben sich die Glei- 


chungen 6) 


_ 29'(E) , 4u(—E 
1 £T Etn Et 
B— =D. 
(E+ 7) 


Mit Hülfe dieser Gleichangen und mit 20) holt man sehr leicht 
den auf Seite 236 versprochenen Nachweis nach, daf À und B bei 
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Annäherung an den Punkt C endlich bleiben. Ferner ist nach 
15) und 18) 


g = °U+B) | 24-B) 


OË (0}}) 
also nach 21) “ 
 : | 
22) = En (E + (E+28 (D), 
oder näch 20) 
:___—28. [(60—406+56£6)1 
5) — HET Lene-me res) 


In entsprechender Weiïse berechnen wir Æ für das Gebiet IV. 
Hier bedienen wir uns eines ganz ähnlichen Koordinatensystemes. 
Es sei gestattet, auch diese neuen Koordinaten £ und 9 zu nennen, 
da eine Verwechselung nicht zu befürchten ist. Sei Pr ein Punkt 
in IV und Qrw der Fufpunkt des von ihm auf BD gefällten Lotes. 


Dann môge die Strecke BQry — Pr Qu = de gesetzt 
werden, oder analytisch: 
x = in+3iË 
re À lo à 
24) y—x = 2—E 
dé — dx — dy 
| dn = dx + dy. 


Wieder kann £ von O bis 2, 7 von 0 bis co variieren. 
Es ist nun nach 8) und 19) 


— 24" (—Ë) A (—Ë) 
. | A = nd tro 
B _29' CE). 
(4 En 6) 
Ferner ist nach 15) und 24) 
0(4—B) d(4+8B) 


ER Mon PT dE à 


also nach 25) 
26 e — ver 25 HSE) — 
26) B = 7 é+n-0vtD-28 CE}, 


oder nach 20) 
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27 HE 2£° AE 40£+5£)n L 
B(4+n—EË) (+ (240 — 1808 + 40438 
Für die Halbebene der negativen y gilt schliefilich nach 9) 
28) E(x,—y) — E(x,y), 


d. h. die ÆE-Eunktion nimmt in der Halbebene der negativen y die- 
selben Werte an, wie an den zur X-Achse spiegelbildlich gelegenen 
Punkten. , 

Stellen wir noch einmal die Formeln für die E-Funktion zu- 
sammen. Wir haben 


in I) 
16) = 4(10— Bay) 
in ID) 

___—2# ((60—40E+5E)1 
mb me Na 
Wo 
18) nee 

n=—2+y+x 
ist, 
in II1) 


TAN gr LC 2027 + 21) + (60 — 102*)9" — 15 y} 


* 24 (60 — 408 +5E*) 7 
27) É (240 — 1804 + 40£ — sw 


— 54+n-# 
wo 
24) E—2+x-y 
n = —-2+2x+y 
ist, 
in V und VI) 
E = 0 


und schlieflich 
28) E(x,—y) = E(x, y). 

_ Die so definierte E-Funktion ist in der ganzen Ebene end- 
lich. Dagegen besitzt sie in den Punkten O und C Unbestimmt- 


heitsstellen, bleibt jedoch bei Annäherung an diese Punkte 
unter einer obern Grenze. Dies folgt für III) aus der Un- 


gleichung er 1; was IL betrifft, so beachten wir, daf hier die 


16 * 
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2 3 
Fanktionen LA EE und rar ns unter einer obern Grenze bleiben. 


(E+n) (E+ 17) 


Um das z. B. für zu zeigen, bilde man den reziproken 


Es à 
QE) 6 
Wert p (£+m) = £+8+8(À) +(£) de Devis 


und y stets > 3 ist, woraus folgt, daf Er mL selbst < - ist. Hier- 


nach lehrt die Betrachtung von 17) und 23) daB die E-Funktion 
bei Annäherung an O und C' unter einer obern Grenze bleibt. 

Ziehn wir jetzt noch den auf Seite 236 ausgesprochenen Stetig- 
keitssatz über À, B und ihre ersten Ableitungen heran, und be- 
rücksichtigen wir die Definition der E-Funktion durch 15), so 
kônnen wir behaupten: 

Die E-Funktion ist eine in der ganzen Halbebene 
der positiven x definierte stetige Funktion der Va- 
riabeln x und y, die nur für die Punkte 0,0 und 2,0 (0 
und C)unbestimmt wird, ohne jedoch dortunendlichzu 
werden. Auf den Geraden BE und CF'verschwindet sie. 

Es kommt uns nun noch auf das Vorzeichen der E-Funktion 
an. Untersuchen wir es zunächst für das Dreieck III. Der Aus- 
druck in der geschweiften Klammer von 17) ist für endliche y und 
für kleine x sicher positiv. Künnen wir daher zeigen, da$ die durch 
Nullsetzung dieser Klammer dargestellte Kurve auferhalb des 
Dreieckes III fällt, so ist damit gezeigt, da die E-Funktion in 
III durchweg positiv ist. Untersuchen wir also die Kurve 


(—20x° + x°) + (60 — 10x°) y —15y* = 0 


oder 
_ + V30 — 5x? + V900 — 600 ° + 40%. 
In der Nähe des Punktes x — O erhalten wir die beiden Ent- 
wickelungen 
und 


y = DE Lx° +... 
Der durch O gehende Ast dieser Kurve läuft demnach, weil in © 


der Tangens seiner Tangente — V4 ist, zunächst in I, der durch 
B gehende Ast wegen der Horizontalität seiner Tangente in B 
zunächst in IV. Ferner überzeugt man sich leicht, dass beide 
Kurvenäste im Intervalle x — © bis x — 1 reell sind. In III 


16+ 
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kônnte die Kurve daher nur eintreten, wenn sie einen Schnitt- 
punkt entweder mit O0D oder BD gemeinsam hätte auBer O. Beides 
ist nicht der Fall. Ihr Schnittpunkt mit der Geraden y = x be- 
stimmt sich nämlich aus der Gleichung 402°— 24% — 0, die 
offenbar keine positive Wurzel unter 1 besitzt, und setzen wir 
in die Gleichung unserer Kurve y — 2—x, so erhalten wir: 


240 x — 360 x° + 160 2° — 242 = 0, 
oder 
32° — 207? + 45x — 30 = 0. 


Auch diese Gleichung besitzt, wovon man sich mittels des Budan- 
Fourierschen Satzes!) leicht überzeugen kann, keine Wurzel zwischen 
0 und 1. Somit verschwindet die E-Funktion im ganzen Innern 
von III nicht, und muf, da wir sie für kleine x als positiv er- 
kannt haben, in III durchweg positiv sein. 

Wenden wir uns jetzt IV zu. Für kleine £ ist nach 27) 
Æ sicher positiv. Untersuchen wir also noch die durch Nullsetzen 
der geschweiften Klammer von 27) bezeichnete Kurve: 


(60 — 408 + BE?) + (240 — 1808 + 4OE' — 3E) — 0. 


Denken wir uns nach dieser Gleichung % als Funktion von Ë ge- 
geben. Für £ — 0 wird n = — = — — 4, also negativ. Lassen 
wir £ von O bis 2 wachsen, so kann 7 nur positiv werden, wenn 
vorher einer der beiden Ausdrücke: 


60—40£ +5£?, 
240 — 180£ + 40 Ë* — SE 


verschwindet. Nun belehrt uns wieder der Budansche Satz darüber, 
da der zweite dieser Ausdrücke im Intervalle £ — 0 bis £ — 2 
nicht verschwindet. Der erste Ausdruck dagegen verschwindet 
für £ — 2 und £ — 6, also nicht vor E — 2. Mithin verläuft die 
Kurve, wenigstens für £< 2, auBerhalb von IV, und da für kleine 
positive £ jedenfalls Æ positiv ist, so mu £ auch im ganzen Gebiete 
IV, solange £ <2 ist, positiv sein. Aber auch für £ — 2 ist E in 
IV positiv, wie wir durch direktes Einsetzen &£ — 2 in 27) nach- 
weisen. Fassen wir also zusammen, was wir über das Verhalten 
der E-Funktion im Gebiete EBOA wissen: 

Die Æ-Funktion ist im ganzen Gebiete ZLO À end- 
lich und stetig, ausgenommen in 0, wosieunbestimmt 


1) Vgl. z. B. H. Weber, Algebra I, S. 341. 
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wird, ohne jedoch unendlich zu werden. Am Rande 
EBO, mit Ausschluss des Punktes O verschwindet sie. 
In allen andern Punkten des Gebietes ist sie positiv. 

Die Bestimmung des Vorzeichens der E-Funktion in 4AOCF 
ist für uns von geringerer Bedeutung. Ohne nähere Rechnungs- 
ausführung sei daher nur mitgeteilt, daf dieses Gebiet in zwei 
Teile zerfällt, die verschiedene Vorzeichen der E-Eunktion besitzen. 
Diese Teile werden durch eine Grenzkurve E — O getrennt, und 
jede O mit einem Punkte von CF verbindende Kurve muf jene 
Grenzkurve mindestens einmal schneiden. Der positive Teil ist 
natürlich der EBOA anliegende, 


$ 3. Unmôglichkeit der dauernden kräftefreien Ueberlicht- 
geschwindigkeitsbewegung; obere Grenze der Kraft. 


Die bisher gewonnenen Resultate setzen uns in den Stand die 
Frage nach der Môglichkeit der kräftefreien Ueberlichtgeschwindig- 
keitsbewegung ohne weitere 
Rechnung zu entscheiden. Be- 
trachten wir zunächst (Fig. 2) 
zwei ganz in EBOA verlau- 
fende Kurvenstücke c, und €,, 
die im selben Punkte S endi- 
gen, und sei €, ganz rechts 
von €, gelegen. Untersuchen 
wir jetzt die Differenz der 
Integrale längs c, und c,: 


Î  Adx+ Bay 
0€S 
— [  Adr+ By. 
Oc:1S 


Fig. 2. Wir kôünnen sie offenbar durch 

ein längs der geschlossenen 

Kurve Ot,Sc,0 genommenes Integral ersetzen, und dieses läft sich 
nach dem Stokesschen Satze in das Flächenintegral 


: ir (-S 2 
Ôy se) Ÿ 
umformen, wo do das Flächendifferential bedeutet, und die Inte- 


gration über den von den Kurven umschlossenen Flächenraum zu 
erstrecken ist. Da nun dieses Integral, das wir auch 


— JE do 
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schreiben kônnen, nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen 
negativ ist, so folgt der allgemeine Satz: Von zwei in EBOA 
verlaufenden Kurven, die ohne sich sonst zu schneïden, O mit ein 
und demselben Punkte dieses Gebietes verbinden, liefert die rechts 
liegende ein kleineres Integral 

JAdx + Bay. 

Betrachten wir jetzt eine ganz in YOA verlaufende Vorge- 
schichtskurve. 

Wir ersetzen sie zunächst durch eine ganz in EBOA ver- 
laufende unendliche Kurve, indem wir, sollte sie in VI eindringen, 
durch ein geradliniges längs BE laufendes Stück ersetzen, das 
sich entweder unendlich weit erstreckt, wenn nämlich die gegebene 
Kurve in VI verbleibt, oder nur bis zum nächsten Schnittpunkt 
läuft, wenn die gegebene Kurve wieder in IV eintritt. Ent- 
sprechend ist zu verfahren, wenn die Kurve die Grenze BE noch 
ôfter schneidet. Durch diese Ersetzung kann jedenfalls nach dem, 
was wir über die Funktionen À und B wissen, der Wert des 
Integrales 1F Adzx + Bdy nicht geändert werden. Betrachten wir 
also jetzt eine unendliche in EBOA verlaufende Kurve, von der 
wir noch voraussetzen wollen, daf sie von den Rändern OBE und 
OA verschieden ist. Sei U ein variabler Punkt auf der Kurve, 
UV das Lot von U auf BE und UW das Lot von U auf O4. 
Die Strecken UV und UW kônnen auch Null werden. Wir wenden 
dann auf die zwei durch U gehenden Kurven OBVU, OU, und 
auf die zwei durch W gehenden Kurven OUW, OW den eben be- 
wiesenen Satz an, und haben 


Î Adx+ Bdy <[  Adx+ Bdy+f Adx + Bdy 
ou OBV L4/4 

Î Adx+ Bay <J Adr+ Bdy+f Adx + Bdy 
(24 ou UW 


oder 
p Adz + Bdy— Je Adr+ Bdy < [ Ad + Bûy 


<[ Adr+Bdy+[ Adx+ Bay. 
OBY 4/4 


Diese Ungleichungen schlieBen das Gleichheïitszeichen aus, selbst dann, 
wenn Ü mit W oder U mit V zusammenfällt. Rücken wir mit U 
immer weiter hinaus, so rücken auch V und W ins Unendliche. 


Dabei nähern sich J Av FBdy und J 4% + Bây den end- 
lichen Grenzwerten J Adz + Bdy und ï dE Adzx + Bdy d. i. nach 
A 


Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso 1906. Hoft 8. 18 
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13) und 14) den Werten 0 und 6, ferner streben f Adx + Bdy 

und J Adx + Bdy gegen Null, da À und B im Unendlichen un- 
L4/ 

endlich klein werden. Hieraus folgt aber, daf J Ad + Bdy 


nicht über alle Grenzen wàchsen kann, vielmehr mu 
0<Limf Adx + Bdy <6 
U 


sein ‘) unter Ausschluf des Gleichheitszeichens. 

Wir haben hiermit den Satz bewiesen: Der einer dauern- 
den Ueberlichtgeschwindigkeit zukommende Kraft- 
wert K ist positiv und kleiner als 6m Herrschte also in 
der ganzen Vorgeschichte der Bewegung Ueberlichtgeschwindig- 
keit, so kann die Bewegung in der Jetztzeit nicht kräftefrei von 
statten gehn. Hieraus folgt aber keineswegs, da stets, wenn 
Ueberlichtgeschwindigkeit vorhanden ist, zur Aufrechterhaltung 
dieser Bewegung eine Kraft erforderlich wäre. Es giebt vielmehr 
sebr wohl Vorgeschichtskurven die anfangs in IIT verlaufen, dann 
in I eindringen und ein verschwindendes X liefern?). Als obere 
Grenze für die môglichen Kräfte fanden wir 6» oder nach 3) 

9 &° 
167% 
In dieser Angabe ist nicht die Abhängigkeit vom Elektronenradius 
ausgedrückt, was daher rührt, daB wir ihm die GrôBe 1 zuge- 
schrieben haben. Benutzen wir gewôhnliche Längeneinheïten, und 
setzen den Radius — a, 50 erhalten wir als obere Grenze der Kraft 
9 e? 3) 
167 
Diese Grenze ist indes nur für den Fall abgeleitet, daB man die Kurven 
auf das Ueberlichtgeschwindigkeitsgebiet beschränkt. Es entsteht 
nun die Frage, ob auch unter Aufhebung dieser Beschränkung für 
die Gesamtheit aller in der X—Y-Ebene verlaufenden Kurven eine 
solche Grenze existiert. Diese Frage ist offenbar sofort ent- 
schieden, wenn man gezeigt hat, daf das Integral der E-Funktion, 
genommen über die ganze unendliche X—Y-Ebene, absolut kon- 


1) DaB‘wirklich ein Limes vorhanden ist, kann durch ganz ähnliche Be- 
trachtungen erwiesen werden. 

2) Weil in I nämlich ÆE auch negativ werden kann. Uebrigens darf die 
Theorie das Vorkommen kräftefreier Ueberlichtgeschwindigkeitsbewegungen in der 
Natur auch schon deshalb noch nicht abweisen# weil sie bisher nur Flächenladung 
und gleichfôrmige Volumenladung untersucht hat. 

3) A. Sommerfeld, zweite Note, S. 402. K. Akad. van Wetenschappen te 
Amsterdam Dec. 21, 1904, S. 366. 
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vergiert, d. h. daB ihr absoluter Betrag über die ganze Ebene inte- 
griert einen konvergenten Grenzwert liefert. Und das ist in der Tat 
der Fall. Zunächst erinnern wir uns daran, da die E-Funktion, 
wenn sie auch zwei Unbestimmtheitsstellen besitzt, doch in der 
ganzen Ebene endlich bleibt. Betrachten wir weiter 23) und 27) 
so sehn wir daB alles auf die Abschätzung der Integrale 


fa ag lala 


La fan vû flat fan ankomnt 
oh “EtnE j ef AUSTE SS 
Es mag genügen das erste dieser Integrale auszuwerten. Das 


Integral 1 ET dn geht durch die Substitution £+ — « 
0 


über in “ 
RE PP TO A ET 
fus) = 27 
ë £ 
Also ist 


jafar = fat 


Aehnlich bestätigt man die Endlichkeit der drei andern Inte- 
grale, und hieraus folgt sofort, daB das Integral f |E|do über den 
ganzen Definitionsbereich erstreckt, einen Grenzwert besitzt. 
Dieser Grenzwert, mit » multipliziert, kann aber von keinem der 
Integrale K — m JAGz + Bày überschritten werden, wie man 
leicht unter Anwendung des Stokesschen Satzes, aus 13) und dem 
Umstande schlieBt, daf À und B im Unendlichen verschwinden. 
Also muf die Gesamtheit der Integrale K = m 13 Adzx + By eine 
obere Grenze besitzen. Damit ist aber die obere Grenze selbst 
noch nicht bestimmt. Wir wissen nur, daf sie kleiner als if; |E| do 
sein muB und grüBer oder gleich 6». Um sie genau zu bestimmen, 
hätte man alle môglichen Maximalkurven aufzustellen. Eine solche 
Maximalkurve kann nur aus Teilen bestehn, auf denen E = 0 ist, 
oder die vertikal verlaufen. Wäre nämlich an einer Stelle weder 
E — 0, noch die Kurve seénkrecht, so kôünnte man das Kurven- 
integral sowohl vergrôBern als auch verkleinern, indem man die 
Kurve nach der einen oder andern Seite ausbauchte; wir hätten 
also kein Extremum. Eine solche Ausbauchung nach beiden 
Seiten ist an senkrechten Stellen nicht müglich, wegen der Neben- 
158 
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bedingung, die stets wachsende Abscissen fordert, so daB die Extremal- 
kurven auch solche senkrechte Stücke enthalten kôünnen, wo E nicht 
— O'ist. Solcher Extremalkurven gibt es nun eine grofe Mannig- 
faltigkeit, und unter ihnen hätte man die Kurve zu suchen, welche 
die absolut grôfite Kraft liefert. Hierauf wollen wir jedoch ver- 
zichten. Soviel haben wir aber bereits festgestellt, daB eine obere 
Grenze vorhanden ist. Würde man die wirkende Kraft diesen 
Wert übersteigen lassen kôünnen, so würde ihr keine Bewegung des 
Elektrons entsprechen, weder eine mit Ueberlichtgeschwindigkeit 
noch mit Unterlichtgeschwindigkeit. Es bleibt nur der Ausweg 
übrig, anzunehmen, daB solche Kräfte auf keine Weise erzeugt 
werden kônnen. 


$ 4 Zeitliche Aenderung der Kraft; Kraftanstieg. 


Nachdem wir den Ausdruck für die Kraft, die in einem be- 
stimmten Zeitpunkt wirkt, aufgestellt haben, fassen wir jetzt die 
Veränderung der Kraft während einer Reïihe von Zeitmomenten 
ins Auge. Bei diesen Betrachtungen werden wir uns einer Um- 
formung des Ausdruckes für die Kraft bedienen. Beschränken 
wir uns der grüBeren Einfachheït halber auf solche Bewegungen, 
bei denen früher einmal dauernd Ruhe geherrscht hât, so da8 alle 
in Betracht kommenden Vorgeschichtskurven mit einem horizon- 
talen Aste endigen werden. Dann haben wir nach 2), 12), 15) 
unter Benutzung des Stokeschen Satzes 


29) K = mfEdo, 


wo do ein Flächendifferential bedeutet, und die Integration über 
den ganzen unendlichen Raum zwischen der ZX-Achse und der 
Vorgeschichtskurve zu erstrecken ist resp. über den endlichen Teil, 
der nicht zum Gebiete V oder dessen Spiegelbild an OX gehôrt. 
In der Halbebene des negativen y hat man das Flächendifferential 
do negativ anzusetzen. 

Zweïtens müssen wir einige neue Festsetzungen treffen und 
neue geometrische Vorstellungen einführen. Denn während wir 
bisher nur einen festen Zeitpunkt und die dazu gehôrige Vorge- 
schichte zu betrachten hatten, sollen wir uns jetzt eine Folge 
solcher Zeitpunkte vorstellen und zu jedem die Vorgeschichte 
konstruieren. 

Folgendes sei unsere analytische Darstellung: Unter £—0 
verstehn wir einen bevorzugten Zeitmoment; ein positiver Wert 
von { bedeute einen auf diesen Moment nach { Zeiteinheiten folgenden 
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Zeïitpunkt, und für jeden Zeitpunkt { denken wir uns die Vorge- 
schichtsfunktion gegeben, die bestimmt, welche Entfernung y das 
Elektron vor x Zeiïteinheiten — also zur Zeit {—x — von der 
zur Zeit { eingenommenen Lage besaf. Und geometrisch: Zur 
Zeit 0 ist eine durch O gehende Vorgeschichtskurve gegeben, die 
V, heïfien môüge. Diese Kurve ändert mit der Zeit ihre Gestalt 
und geht stetig in immer neue durch O gehende Kurven über. 
Die zur Zeit { gehôrige Kurve môge V, heïfen. 

Gibt es nun nicht ein einfaches geometrisches Gresetz nach 
dem die Kurve V, in die Kurven V, übergeht? Ein solches ist in 
der Tat nicht schwer aufzufinden. Wir müssen hierzu die auf die 
Zeit O folgende Bewegung ebenfalls durch eine Kurve darstellen, 
.. welche die Nachgeschichtskurve heifen und mit N, bezeichnet werden 
môüge (vgl. Fig. 3). Diese Kurve wird zweckmäfig in die Halb- 
ebene der negativen x eingezeichnet werden; das der Abscisse 
x = —|x| zugehôürige y bedeutet die Entfernung die der Elek- 
tronenmittelpunkt |x| Zeiteinheiten später von seiner gegenwärtigen 
Lage besitzen wird. Diese Kurve N bildet die nach rückwärts 
gerichtete Fortsetzung der Kurve V,; AN, und V, zusammen als 


Figur 3. 
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ein Gebilde môügen C, heifen. Entsprechend werden N, und C, de- 
fniert. Nun gewinnt man die C, aus C, durch einen einfachen 
geometrischen ProzeB, den wir als das Hindurchschieben oder 
Hindurchgleiten durch © bezeichnen wollen. Wir denken 
uns nämlich C, als starres Gebilde und verschieben es trans- 
latorisch so, da es stets durch O bhindurchgeht, und seine 
Translationsrichtung in jedem Augenblicke mit der Richtung 
seiner Tangente in O übereinstimmt !). Man sieht leicht, daf es 
gerade dieser ProzeB ist, der die C, in die successiven C, über- 
fübrt. Endlich wird jede C, durch die Vertikale in O in die 
rechts befindliche V, und die links befindliche N, zerschnitten ?). 
Diese Ueberlegungen verbinden wir mit der Formel 29). Da- 
“durch gelangen wir zu einem Ausdrucke für den Differential- 


quotienten der Kraft nach der Zeit: den wir kurz X’ schrei- 


dK 
‘dt ? 
ben und als Kraftanstieg bezeichnen. 

Betrachten wir nämlich die beiden zu den benachbarten 
Zeiten O und ô{ gehôrigen benachbarten Kurven V, und Vy. Die 
Differenz der beiden ihnen entsprechenden X, die GrüBe ÔX läft 
sich nach 29) durch ein Flächenintegral über den schmalen zwischen 
ihnen gelegenen Raum ausdrücken: 

OK = m fEdy dx. 

Bezeichnet nun v, die zur Zeit 0 vorhandene Geschwindigkeit 
des Elektrons, oder die Neigung der Tangente der Kurve V, im 
Punkte x — 0, so ist klar, daf V5, aus V, durch eine Translation 
nach oben um v, ôf und nach rechts um ôdf entstanden ist. Es ist 


also 
dy — v,0t—y'ôt, 


wo y resp. y + dy die Ordinate von VW, resp. Vs: bedeutet, also 
OX — m JE (v,— y!) dt dx 


und dabher: 
K' = m f E(,—y) dx 
oder auch < 
30) ' m {of Edx - [ Edy]. 
0 Vo 
Wir setzen nun 
31) [ Edx = a 
Vo 


1) Mechanisch: ein aus zwei sehr nahen Schienen bestehendes Gebilde gleitet 
translatorisch, nic rotatorisch über einen dazwischen befindlichen festen Stift. 

2) Man hätte natürlich auch die Kurve fest lassen und das Koordinaten- 
system an ihr entlang gleiten lassen künnen. 
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32 = CEdy'= 

) [ Ed = b 
und kôünnen dann auch schreiben 

33) Æ' = mla,v,+b,]. 


Die Integrationen in 31) und 82) sind über die Kurve V, zu er- 
strecken, und 33) liefert dann den Kraftanstieg zur Zeit 0. Will 
man X'({), den Kraftanstieg zur Zeit f, erhalten, so muB man na- 
türlich über die Kurve V, integrieren. Wir werden also setzen: 


34) J Edx = a(t) 
35) — iL Edy = b(t) 
36) KÆ'(t) = mfa(tv(t)+06(6)]. 


Wir wollen nun unsere Kurvenintegrale wieder in Flächeninte- 
grale verwandeln. Berechnen wir das über die X-Achse genommene 


Integral JEdx so erhalten wir nach 16) den Wert 2 und 
finden daher unter Benutzung des Stokesschen Satzes, der in 
diesem Falle auf eine einfache Integration hinauskommt, 


16 ÔE 
37) a = + 11 CL 
Vo, 0X 
ÔE 
38) b, = j Fra do, 
Yo, 0X 


wobei die Integrationen über den von den Kurven V, und OX 
umschlossenen Flächenraum zu erstrecken sind, und entsprechend 


16 ÔE 
39) a(t) = on Fr do 
V:,0X 
ÔE 
40) b() = 1h 2 do. 
"M, 0X 
Diese Formeln nôtigen uns zu einer Diskussion der beiden Funk- 


e Ô0E 
tionen se und oi 


Wir beginnen damit zu zeigen, da diese Funktionen, überall 
dort, wo sie endlich sind, auch stetig sind. Für die Grenzen 
zwischen II und V und zwischen IV und VI folgt das aus 22) und 
26), da nach 20) y an der Stelle O dreifach verschwindet. Um 
dic Stetigkeit an der Grenze von IT und IV zu erweisen, mu 


gezeigt werden, daf _ beim Ueberschreiten von DA stetig bleibt, 


_ aber auf beiden Seiten gleich, doch von entgegengesetzten Vor- 
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zeichen ist (weil £ in II und IV nach verschiedenen Richtungen 
gerechnet wird). Auch das bestätigen die Gleichungen 22) und 
26), wenn man noch bedenkt, daf #’(—2) — O0 ist. Aus 5)—8) 
erkennt man, daf beim Ueberschreiten von BC [wenn man von 
der Innenseite des Dreiecks O0BC RuiT in dem Ausdrucke der 
E-Funktion der Summand 


= ++ À f&+y) 


verloren geht. Hieraus, und aus : (2)"= f'O) =" (2) = 08r 


kennt man die Stetigkeit der Funktionen _. und _ an BC, und 


in ganz ähnlicher Weise folgt ihre Stetigkeit an | OD. Endlich 
kann auch an OX kein Sprung stattfinden, wie sich aus 16) und 
28) ergibt. Wir haben also gefunden, daf die Funktionen 


= und À überall dort, wo sie endlich sind, auch 


stetig sind. 


Ein Unendlichwerden dieser Funktionen ist nur an den Punkten 
O und C môglich. Wir haben in O und zwar in III nach 17) 


ÔE _ 1 
Ge = gg | 604 +62) + (60 — 80a1)y — 159) 


und 
ÔE 1 à 
Se. ge (602 — 82*)+(— 60+ 10z*)y° — 15}. 
Es sind also und _ in O nicht endlich, dagegen bleiben die 


Fanktionen x ee und x: _ um 0 herum unter einer obern Grenze. 


Aebnliches gilt für die Umgebung von C. Bilden wir nach 23) _ 


und _ . Die hierin auftretenden bei C unendlich werdenden Sum- 


manden sind — abgesehen von stetigen Faktoren, mit denen sie 
multipliziert sind —: 
LED But MN En 
+)” E+n)" E+n)" E+n) 
Setzen wir nun 


41) dr te d 


Die Bewegung eines Elektrons etc. 253 


und untersuchen die Funktionen 
—Ô0E dE -60E ÔE 
La 0x ? OT) 5 -oy' Toy : 
Diese enthalten, wenn man die Umrechnung nach 18) vornimmt, 
die Summanden : 
E* ES 2 ,,2 8 En 2 
jeden noch mit einer stetig bleibenden Funktion multipliziert. 
Alle diese Funktionen bleiben für positive £, 7 durchaus endlich, 


ne de 
ŒE+n) 
wie wir das von den andern Funktionen in genau entsprechender 
Weise zeigen môgen. Somit besitzen die Funktionen 

— Ô0E ÔE —0E 0E 


DU — BE — ss 
NA ETAT 


wie wir das auf bereits auf Seite 242 gesehn haben, und 


in der Nähe von C eine obere Grenze. 
Sei nun um O herum = grôBer als die gemeinsame obere 


Grenze der Funktionen 


also: 


so folgt, wenn x = y ist, aus der ersten, und wenn x Ty ist, aus 
der zweiten Ungleichung : 


n] 


Ô0E 
Vz° + y° dx “9 


Entsprechendes gilt von el bei O und von den Funktionen 


0y 
: ÔE AS O0p 
Vérins rh 


bei Annäherung an C. 
Damit ist gezeigt, daf in der Nähe von O und C die Funk- 


und 2 a benne dont betaud 


x 
von diesen Punkten verstanden. Und hieraus folgt, daf die nächste 
Umgebung von O und C keinen endlichen Beitrag zu den Inte- 
gralen 37) und 38) liefern kann. 


#7 
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$ 5. Existenz und Eindeutigkeit einer Bewegung die zu 
einer vorgeschriebenen Kraft gehôürt. 


Jetzt sind wir vorbereitet einen allgemeinen Existenz- und 
Eindeutigkeitssatz zu beweisen, den wir zunächst genau formu- 
lieren wollen: Ein Elektronruhtzunächst. Darauf führt 
es eine endliche Zeit hindurch eine gegebene Be- 
wegung aus mit stetsendlicher Geschwindigkeit. Aus 
der Bewegung kann auch die Kraft berechnet werden. 
Von einem bestimmten Zeitpunkte an, ist die Bewe- 
gung nicht mehr gegeben, sondern eine Zeitfunktion, 
so jedoch, daB sie sich zeitlich stetig an die vorhin 
wirkende Kraft anschliefSt. Wir behaupten, daB wir 
eine kleine, wenn auch endliche Zeit hindurch die Be- 
wegung auf eine und nur eine Weiïise so fortsetzen 
kônnen, daB während dieser Zeit die aus ihr berech- 
nete Kraft gerade die vorgeschriebene Zeitfunktion 
wird. 

Zwei Einschränkung müssen wir noch machen. Erstens soll 
das zur Anfangsvorgeschichte gehôrigeIntegral a, von 
Nullverschieden sein. AuBerdem führen wir noch eine zweite 
Beschränkung ein, von der wir nicht wissen, ob sie notwendig ist. 
Wir setzen voraus, daB die gegebene Vorgeschichtskurve des An- 
fangszustandes nicht durch C' geht. 

Sei V, (Figur 3) die Anfangsvorgeschichtskurve. Wegen des 
horizontalen Astes, mit dem sie endet, mu sie CF oder deren 
Spiegelbild schneiden. Wir umgeben V, mit einem Schutzgebiete 
T, das von einem Stücke von CF oder deren Spiegelbild, einem 
Stücke der Vertikalen OY und zwei Grenzkurven y’ und y” be- 
grenzt ist und den folgenden nach Voraussetzung erfüllbaren Be- 
dingungen genügt : 

1) V, hat keinen Punkt mit den beiden Grenzkurven von 

gemein. 

2) T° enthält nicht den Punkt C. 

8) Jede durch © gehende in T' verlaufende Kurve liefert bei 

der Integration 37) ein von Null verschiedenes 4, 

Nach der Bedingung 1) besitzt der Abstand in senkrechter 
Richténg der Grenzkurven von PV, eine untere Grenze. Sei d eine 
positive Zahl, kleiner als diese. Ferner sei L grüBer als alle x 
in TZ, und G grôBer als der Absolutwert der Funktionen 

Be, QE 
1% ox "a "409 
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in I. Endlich sei 8 grüfer als der absolute Wert aller Integrale 
b, die nach 38) von Kurven durch O in T° gebildet werden, und « 
sei eine von Null verschiedene positive Zahl, kleiner zu wählen, 
als der absolute Wert aller Integrale a,, die nach 37) zu Kurven 
durch © in I" gehüren. 

Zu der so umgebenen Kurve V, suchen wir eine passende 
Nachgeschichtskurve N,. Für 4<0 ist die Geschwindigkeit v(t) 
als Funktion der Zeit gegeben und damit indirekt auch: X(+), 
a(t), b(®. Für t>0 ist von diesen Funktionen nur X(t) oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, X'({) gegeben, v() dagegen gesucht. Unsere 
Methode besteht nun darin, die unbekannten Funktionen v(f), a (f), 
b(t) zusammen zu bestimmen, wobei wir der Gleichung 36) 

36) K' = mla(t)v(t) +b(t) 

Genüge leisten müssen. Diese Bestimmung gelingt mit Hülfe der 
von den Herrn H. A. Schwarz und E. Picard!) ausgebildeten 
Methode der successiven Approximation. 

Als erste Annäherung v'”(f) für v(f) wählen wir eine Konstante 
und zwar die zur Zeit O0 vorhandene Geschwindigkeit »,. Also: 
42) VOS) = 20) = 10, 

Die dieser Annäherung entsprechende erste Annäherungskurve 
N;° ist eine geneigte Gerade die sich ohne Knick in x = 0 an 
V, anschlieft. 

V, und N° zusammen bilden die erste Annäherungskurve 
C. ,Schieben“ wir C# ,durch“ O hindurch, so erhalten wir die 
Schaar der C®, V®, N°®, Wir nehmen nun ét nicht grôfer als 
eine endliche GrôBe tr, und müssen rt rücksichtlich seiner GrüBe 
einer Reïhe von Einschränkungen unterwerfen. Eine derselben sei 
bereits jetzt aufgestellt : 

D) + sei so klein, da8 die VV alle in T° enthalten sind. 

Nach 39) und 40) liefern nun die Kurven V” Integrale a” (4), 
b®(#). Wir setzen nämlich 


16 0E 
(4) a us 
av(i) = 3 le, Gr do 
43) 
0E 
(1) = 
HEAR ke a do. 


Im AnschluB an 36) setzen wir sodann 


1 
— K' (D — 0 (9 
44) | v® (6) be d =D ü 


1) Vgl. z. B. E. Picard, Traité d'analyse, 2 éd. tome IL{p. 340. 
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und wissen wegen der Bedingung I für r und der Bedingung 3) 
für 1, dafi v°(t) für é zwischen 0 und 7, stets endlich bleibt. Aus 
v® erhalten wir die Kurve N° und damit die Schaar der C°, p°, 
N°. Wir nehmen nun 

ID) sx so klein, da alle V® in T° enthalten sind. 

Sodann konstruieren wir, wie oben a°(t), b”({) und v®(#), und 
wissen, daB a°(f) durchweg + 0 und da8 v®(é) endlich ist. Weitere 
Beschränkungen dieser Art legen t wir nicht auf. Zu v°®(f) kon- 
struieren wir die Schaar V® und, falls diese durchweg in l liegen 
sollte, was wir aber nicht wissen, kônnen wir v*(f) bilden. So 
fahren wir fort und zwar solange, als wir noch durchweg von 
Null verschiedene a(f) erhalten. Wir haben allgemein 


KO 
(#+1) rs 228 
45) Or ue 
16 ik Ô0E 
(n) =) SV VAEU 
46) VE = + pes do 
(n) Es ÔE 
47) po (t) = 1 be do 
vorausgesetzt dai PV, V®,.,, V® für 0O<ét<7zr in T enthalten 


sind, eine Voraussetzung die nach der Bedingung I) und II) 
wenigstens für n — 2 erfüllt ist. 

Schätzen wir nun die Differenz a” (t) — a%-°(t) ab. Dazu ist 
eine geometrische Hülfsbetrachtung erforderlich. Seien v"”({) und 
v"°”(t) zwei Funktionen aus der Reïhe der Funktionen v®(f), v°(f)… 
v"(t) und seien y” und y"” die Ordinaten der zugehôrigen V‘"” und 
V®”, Wir wollen das Maximum der Differenz |y"” — y"”?| an einer 
gegebenen Stelle für alle £ von O bis + bestimmen, welches wir 
M\y"° — y""”| schreiben, indem M allgemein ein Maximum für alle 
t von O bis + bedeute. 

Sei erstens 

AT: 
Betrachten wir V‘” und V“” an der Stelle æ—# zur Zeit 0. Sie 
fallen zusammen, weil zur Zeit O überhaupt alle V zusammen- 
fallen, nämlich mit V,. Jetzt setzt der Durchschiebungsprozef 
ein. Er bringt die vorhin zusammenfallenden Punkte um # nach 
rechts, also gerade nach x und entfernt sie um 


Jo 0" (6) dt 


in vertikaler Richtung. Es wird also sein 
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ITEM 0 (0 — 0°) 
und a fortiori 
48) Hp SM 0 (0 — 0" (0). 
Sei zweitens 
D te 
Ist 
a) é < x, so schliefen wir, wie eben, daf 
LÉ EM jo (6 — 0 (|, 
also a fortiori 
Lu 12 1000 — 0 (9) 
ist. Ist dagegen 
b) é—x, so betrachten wir V®*” und V"”? zur Zeit é—x an 
der Stelle O. Hier finden wir die Obuendirerns 0, weil in 
O alle V, zusammenfallen. Die Punkte, die sich zur Zeit t—x an 


der Stelle O befinden, sind zur Zeit £ um x nach rechts gerückt, 
befinden sich also in x, und sind um 


t 


[1090 —0"° 0} dt 


senkrecht gegen einander verschoben, so daf man hat 


49) ZM [0° 0 — 00). 

Wir dürfen also zusammenfassend behaupten: Für 
48) c>vist [y |=r. Mio) — 06] 
und für 
49) a<vist (y Mo (D — 06]. 


Setzen wir nun für *’ und #’ die Indizes » und #—1 ein 
und berücksichtigen, daB in I nach Voransetzung Des ist, 


so erhalten wir nach 46) 


ae) Ace ne J £ M [0° (6) — vv (+) | de 


+f| 


50) 


8|Q 


M | 0 (6) — o-" (6) } de 
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ja (6) — a" (91 < ÊM | (D — "(0 1}G. lr+ tin . 


oder 
51) ja (9) — a] < R+ [M] ot (9 — o°-" (0) || 
wo 
52) hR = G[r+eim 
ist. 
Ebenso ist 
53) [D (4) —0" 2 (1)| <R: M Fo (6) — o (6) | } : 


Schätzen wir zweitens die Differenz v*°({) — v"(#) ab. Zunächst 
wissen wir, da V®, P®..,V{ in I' verlaufen, daB sowohl v**”({) 
als auch v°”(£) im Intervalle O bis r endlich bleiben. Sei x grôBer 


als das Maximum von _ K'(t) im Intervalle 0 bis r. Dann folgt 


aus 45) und den Festsetzungen auf S. 25b 
10" (6) — 0° (8) | < + M ja ()— a" (t)] 


ns = M | 6° (t) — pen (f) | 

+ M 1009 — a] 
oder 

; è a (6) at ( 

54) pote — 001 < SM Ts Ib 
wenn M das Maximum von den beiden Argumenten bedeutet und 
wenn 
bb) SNA Er 
a œ œ 


ist. Hierbei ist x eine feste positive Zahl, und sollten wir später 
genütigt sein, r noch weiter zu verkleinern, so werden wir doch 
x und damit S ungeändert lassen. Verbinden wir 4) mit 51) und 
53) so erhalten wir: 
b6) [on () — (| <R.S.M Fo (8) — 0" (6)], 
und das gilt, wenn Vi°... V® in l'enthalten sind, also wenigstens 
noch für # — 2. Man hat also auch 

Fo (—0% (| <R.S.M |0°(#) — (6) 
oder 


17# 
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[0 ® (8) — 0% (f)| < R.S.1 
wenn unter w das Maximum von |v®(f)—v%({)] im Intervalle O 
bis r verstanden ist, und allgemein 
57) Fo (€) — 0° (6)] < (RS)! 00. 

Nun unterwerfen wir r einer dritten Bedingung. Nach b2) 
kann À durch Verkleinerung von r beliebig klein gemacht werden. 
Wählen wir also 

UT) r so klein, daf RS <1 ist. 

Wir haben jetzt 

| pt () a v® (é)| ss M | y® (t) _— va (é) | 
+ M | v® (t) LA v® (t) | 
+... Mot (é) — w°® (| 
< 0 + (RS) w +... (RS) 00 
<w(1+RS+ (RS) +...) 


Laser 
1—RS 
Nun ist nach 48) und 49) 
(= 1 < LA. 10° 9 — 0°) 


+ 


also 
(41) __ , 4) wL À 
[y os 1—RS 


Bezeichnet y® die Ordinate von V,, so wissen wir schon, daf 
y —y®] <D ist, denn wir hatten gleich zu Anfang t so bestimmt, 
daB alle PV” in I laufen. Sei D” eine feste Grôfe zwischen 
dem Maximum von yÿ”—#%° und b, die bei etwaigen weiteren 


Verkleinerungen von r nicht geändert werden soll, so hat man 


(+0 __ 0) a) wL | 
lé hhons AE haie 6 pen 7 


Nun kann man « durch Verkleinerung von rt beliebig klein 


machen!'). Wir wählen 
IV x 50 klein, daf 
wL 
RE a 
ist. 
Dann haben wir 
(a Ts, y | — b, 
1) Also: Nach der Wahl von I' sind b, L, G, «, f als feste Grü$en zu 


wählen, nach ciner belicbigen vorläufigen Wahl von + die Grüfen x und S, und 
nach Wabl I von r die Grôbe db, R und w dagegen sind Funktionen von r. 
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d. h. unter der Voraussetzung daB noch die Kurve V" in T° ver- 
läuft, haben wir gezeigt, daf auch V;"*? in l bleibt. Für 
ein so klein bestimmtes 7 schliefen wir nach dem Prinzip der voll- 
ständigen Induktion, daf alle V, in I' bleiben werden. 

Wir sind jetzt somit zu einer unendlichen Reïhe von Kurven 
V und Fanktionen v gelangt. Bilden wir die Reïhe 


v® + (= 0°) + (v® = VU)... 


Wegen 57) und wegen RS<1 wird sie gleichmäfig gegen 
eine Funktion konvergieren, die v(t) heifen soll. Nach 51), 53) 
und 57) konvergieren ebenso die Reihen 


a+ (a EL a) + (a® Le a) + er 
und b® + (b®? — 5) #i (b® — b®) S bre 


gleichmäfig gegen Grenzfunktionen a(f) und b(#). 


Die Funktion v(é) dient zur Konstruktion der Nachgeschichts- 
kurve N, und diese liefert beim Hindurchschieben eine Schaar V. 
Mit wachsendem # konvergieren die V” gleichmäfig — d. h. un- 
abhängig von é — gegen die V, eben weil v°”(f) gleichmäfig gegen 
v(é) strebt!). Aus dieser letzten Tatsache schliefen wir nun 
weiter, daf 


[ D do und {5 CAEN 
pe, OX 9% yo, OX 99 


mit wachsendem n gleichmäfig gegen 


konvergieren. Um nämlich z. B. 


[ SE à, bis auf & an [ or 
pr Ôx y, ox 


heranzubringen, schliefen wir erst © durch einen Kreis 


7 3 
von 50 kleinen r aus, daB das Integral 1 = do hierüber < à ) 


ist. Für das übrige Gebiet in T° besitzt aber eine obere Grenze. 


Sei G* diese und wählen wir # s0 grof daB V und V, für alle { um 


1) Vgl. Formel 48) und 49). 
2) Vgl. die SchluBbemerkung von $ 4, 
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weniger als 5 7 Gr unterschieden sind, so sind in der Tat die 


beiden in Rede stehenden Integrale auf weniger als & einander an- 
genähert. 


Aus dem eben Bewiesenen, sowie den Gleichungen 45)—47) 
ergibt sich aber sofort: 
(0-0 
v(é) = 


2 — 
16 E 
A ve er dé Sedo 
OT 
ÔE 


b (6 = ve Fe do. 


Bei einer v(f) entsprechenden Bewegung wird also der nach 
36), 39), 40) zu bestimmende Kraftanstieg gerade mit unserer 
vorgeschriebenen Funktion X’ identisch, womit unser Existenz- 
beweis geführt ist. 

Wir schliefen hieran noch einen Eindeutigkeitsbeweis. Es 
kann nicht zwei verschiedene Funktionen » geben, die unser Problem 
lôsen. In der Tat, wären v und « solche Funktionen, so wählten 
wir wieder tr so klein, da RS < 1 ist, und da bei der durch v so- 
wobhl als durch v erzeugten , Durchschiebung“ die V, in T° blieben. 


t 


Wir schliefen dann in entsprechender Weise wie vorhin 


58) lot —v(6| <RS.MI|r(1)— (6) 
oder : si =" ” 
59) Mivt—-v(b|<RS.M|(C(t)—-T0| 


was wegen RS<1 ein offenbarer Widerspruch wäre. Aso läfit 
sich unsere Bewegung bei vorgeschriebenem Kraftverlauf nur auf 
eine Weise fortsetzen !). 

Für den Fall, daf V, durch C geht, habe ich den Existenz- 
beweis nicht führen kônnen. Ich habe für kleine rt nur die Un- 


mit etwas veränderter Bedeutung des Z?, eine Ungleichung, auf 
die sich kein Konvergenzbeweis stützen läfit. 

Unser Existenzbeweis und Eindeutigkeitsbeweis 
sind dagegen vollständig geführt, unter der Voraus- 


1) Vgl. C. Jordan: Cours d'analyse 2. éd. tome JIT, K 80. p. 92. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichton. Math.-phys. Klasse. 1906. loft 3. 19 
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setzung, da V, nicht durch C geht und daf das zur 
Anfangsvorgeschichte gehôrige Integral a, = [ Edx 
von Null verschieden ist. 7 


$ 6. Weitere Ausführungen zum Existenzsatz. 


Wir nennen einen Bewegungszustand regulär, wenn erstens die 
Geschwindigkeit endlich ist und stets endlich war und zweitens das 
Integral J Edx + 0 ist), in allen andern Füällen heife es singulär. 

W 


Wir haben also eben den Satz bewiesen, da bei gegebener 
Kraft einregulärer Bewegungszustand sich eine end- 
liche Zeit regulär fortsetzen läBt. Sei tr ein Zeitpunkt 
bis zu dem sich die Bewegung regulär fortsetzen läft, so da sie 
auch zur Zeit tr vüllig regulär ist. Dann kann es erstens sein, daf die 
Menge der Zeitpunkte r keine obere Grenze besitzt. Das bedeutet, daB 
die Bewegung dauernd regulär fortgesetzt werden kann. Zweitens 
kann sie eine obere Grenze besitzen; dann wird sie aber — um 
in der Sprache der Mengentheorie zu reden — keine abgeschlossene 
Menge sein. Denn wäre diese Grenze unter den r enthalten, so ent- 
spräche ihr ein regulärer Bewegungszustand und nach dem Exi- 
stenzsatz müfte sie sich doch noch über diesen hinaus fortsetzen 
lassen. Es sind nun zwei Môglichkeiten vorhanden. Entweder 
— immer bei einem gegebenen Kraftgesetz — dieser Grenzzeit- 
punkt wird nie erreicht, d. h. die Bewegung läft sich auf keine 
Weise bis zu ihm fortführen, oder aber die Bewegung läft sich 
bis zu ihm führen, aber hier wird der Bewegungszustand singulär. 
Wir kônnen im zweiten Falle nicht mit Sicherheit sagen, daB die 
Bewegung sich nicht fortsetzen läBt. Nur unser Beweis, daB sie 
sich fortsetzen läBt, versagt hier. 

Solche singulären Vorkommnisse treten auf, wenn die Vorge- 
schichtskurve sehr nahe einer Kurve verläuft, für die JEdx ="0 
ist. Einen wichtigen Spezialfall dieser Kurven wollen wir bher- 
vorheben, nämlich diejenigen, für die teils E — 0, teils dx = 0 
ist. Das sind die Kurven, von denen wir am Ende des 8. $ ge- 
redet haben. Für sie gilt der Existenzsatz nicht mehr. Und das 
ist auch a priori einleuchtend, denn würde er gelten, so wäre es 
môglich diese extremen Kraftwerte zu überschreiten. 

Eine wichtige Extremale ist z. B. die Gerade OY. Es ist 


1) AuBerdem mu vor der Hand noch verlangt werden da8 V, nicht durch 
C' geht. Vielleicht erweist eine spätere Untersuchung diese Einschränkung als 
überflüssig. 
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interessant, die Kurven in ihrer Nähe zu untersuchen. Schlieft 
sich die Bewegung sehr nahe an OY an, so werden «a sowohl wie 
b sehr klein, dagegen verschwindet nach 17) « von hüherer Ord- 
nung als à. Es wird also nicht môglich sein, den Maximalwert 
von X, den wir als 6» fanden, zu überschreiten. Sucht man das 
unter Anwendung eines konstanten Kraftanstieges zu erreichen, 
so wird sich zwar die Kurve mehr und mehr an OY anschliefien, 
gleichzeitig wird aber v über alle MaBen wachsen. Oder, kon- 
struieren wir bei einem zeitlich konstanten X’ die Nachgeschichts- 
kurve, so wird diese eine immer steilere Tangente erhalten, sich 
asymptotisch einer Vertikalen anschliefen und daher die Be- 
wegung über einen gewissen Zeitpunkt hinaus nicht definieren. 
So kommt es, daf, trotzdem Æ’ konstant ist, doch das Integral 
[ K'dt nicht unbegrenzt wachsen kann, sondern unter einer bestimmten 
Grenze bleibt. Will man andererseits das Unendlichwerden von v 
verbindern, so kann man sich Æ' mit abnehmendem a ebenfalls ab- 
nehmend denken. Dann wird unter Umständen die Bewegung 
dauernd môglich sein, aber wegen des abnehmenden X' wächst 
f K'dt wiederum nicht ins Unbegrenzte. 

Es muB aber bemerkt werden, daf die Fälle in denen E und 
dx eïinzeln Null sind, nicht die einzigen singulären Füälle sind, 
sondern daf jedesmal wenn [Eax verschwindet, eine Singularität 
vorliegt. Während wir oben den Fall besprachen, daB eine Be- 
wegung sich einem singulären Bewegungszustande nähert, kann auch 
der Fall eintreten, daB ein solcher wirklich erreicht wird. Dann 
wird ® — ©; wenn aber gerade À’ — »7b geworden ist, kann v 
auch endlich sein. In diesem letzten Falle tritt wahrscheinlich eine 
Vieldeutigkeit auf: Man wird die Bewegung mit jeder beliebigen 
Geschwindigkeit fortsetzen kôünnen. Solche Fälle vieldeutiger 
Lüsungen der Bewegungsgleichungen sind ja auch aus der alten 
Mechanik bekannt'). Im allgemeinen braucht die Geschwindigkeit 
nicht stetig zu sein, sie ist vielmehr stetig oder unstetig je nach- 
dem der Kraftanstieg stetig ist oder nicht”). Eine einfache physika- 
lische Interpretation kommt dem Integrale d zu. Es ist pro- 
portional dem Kraftanstieg, welcher die Hemmung 
des Elektrons bewirkt. 

Endlich sei bemerkt, daB sich unsere Methode auch verwenden 
läft zur numerischen Ausrechnung der einem gewissen Kraftgesetz 


1) Z. B. ein materieller Punkt auf der Spitze eincs Kegels. 
2) Anm. bei der Korrektur: Vgl. die auf S. 237 erwähnte Note des Herrn 
Van der Waals. 
197 
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entsprechenden Bewegung. Jedoch bedienen wir uns hierzu am besten 
der Cauchy-Lipschitzschen Methode: Die Kurve V, werde ein 
wenig in der Richtung ihrer Tangente in O durch O hindurchge- 
schoben und das an O anliegende Stück werde geradlinig angenommen. 
Dann berechne man die neuen Integrale a und b und zwar wohl 
besser nach 34) und 35) als nach 39) und 40), daraus wird wieder 
das neue v berechnet, dann wieder geschoben und so weiter. Man 
erhält schliefilich einen polygonalen Zug, der eine Annäherung 
an die gesuchte Bewegung darstellt. 


$ 7. Flächenladung. 


Bei Annahme oberflächlicher Ladung treten wesentlich andere 
Verhältnisse auf. Zu ïihrer Betrachtung wollen wir jetzt über- 
gehn. Hier beziehn wir uns auf eine andere Sommerfeldsche 
Formel') Wir setzen wieder x — æ—2 und verstehn wieder 
unter » eine Konstante des Elektrons — natürlich nicht dieselbe 


wie im Falle der Volumenladung — dann haben wir 
(2) — 
1 

Rats Ch (1 nie + | +in CPE RE 7e 

m v lv v VA  Ÿ 
Hier bezeichnet v die augenblickliche Geschwindigkeit, y, und y, 
die Ordinaten der Vorgeschichtskurven in ihren Schnittpunkten 
mit BC und CF (Figur 1), und die Integration ist nur über 
das Stück der Vorgeschichtskurve zu erstrecken, das zwischen 
den letzt genanten Greraden liegt. Indem wir abkürzend 


61) G-5)mgtr + = d(e) 
setzen, künnen wir auch schreiben 
(CAES 
62) eds +4 f EP 
LU Ya a) 7% 


Diese Formel ist nur gültig, wenn die Vorgeschichte nicht durch 
C geht. Geht sie durch diesen Punkt, so leiten wir aus 62) durch 
Grenzübergang cine für diesen Fall gültige Formel ab. Wir 
denken uns zunächst die Kurve im Gebiet DCF geradlinig mit der 
Neigung » laufen. Die sehr einfache Rechnung ergibt dann für das 
zweite und dritte Glied in 62) zusammen — ®(v). 


1) Zweite Note S. 897, Formel 64). 


Die Bewegung eines Elektrons etc. 265 


Läuft die Kurve jetzt durch C, so behalten wir dieselbe 
Formel bei, in der wir jedoch unter v die C entsprechende Ge- 
schwindigkeit verstehen, d. h. die vor zwei Zeiteinheiten vor- 
handene. 

Wir setzen also in diesem Falle: 


63) LE = 2()-06). 


Damit haben wir den Satz gewonnen: Besitzt ein flächenhaftes 
Elektron dieselbe Geschwindigkeit und nimmt es denselben Ort 
ein, wie vor zwei Zeiteinheiten, so bedarf es zur Aufrechterhaltung 
seiner Bewegung keiner äufern Kraft. Und hieraus folgt weiter: 
Eine ganz beliebige periodische Translationsbewegung 
eines flächenhaften geladenen Elektrons mit der 
Schwingungszeit: Elektronendurchmesser dividiert 
durch Lichtgeschwindigkeit, d. h eine Bewegung 
bei der sich die Lagen des Elektrons nach einer 
solchen Zeit wiederholen, kann sich ohne äufere 
Kraftwirkung vollziehen. Die hier geschilderten longitudi- 
nalen Schwingungen sind als ein Vibrieren des Elektrons zu 
bezeichnen. Dabei besitzen die grôBtmôglichen Elongationen die 
Länge des Elektronenradius, weil Ueberlichtgeschwindigkeit bei 
Flächenladung nach den Untersuchungen des Herrn A. Sommer- 
feld ausgeschlossen ist !). 

Wir wollen für das Folgende aber den Fall ausschliefen, daf 
die Vorgeschichtskurven durch C gehn. Dann führen wir in sehr 
einfacher Weiïse unsern Existenzbeweis. Zunächst schreiben wir 62): 


K dox 
64) ae 2-2 [ " ; 
Dabei ist die Integration über den Flächenraum zu erstrecken, 
der von der Vorgeschichtskurve, von Stücken von CD und CF 
und von einer beliebigen Horizontalen begrenzt wird, die, ohne 
die Vorgeschichtskurve zu schneiden, zwischen ihr und C verläuft. 
Wir bemerken, daB ®(—v) — — ®(v), da8 für kleine v die Funktion 
D(v) = 0, und daf (1) — 2 ist. Ferner ist 
dd 4 2 1+v 
64) Béart 


do v 


1) Ucber Rotationsschwingungen vgl. G. Herglotz Gôütting. Nachr. 
1903, Heft 6, S. 1; A. Sommerfeld, 2. Note und Verhandl. des 3. intern. Math.- 
Kongr. z. Heidelberg, 1905, S. 417. Diese Arbeiten behandeln also die zweite 
im $ 1 erwäbnte Fragestellung. 
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Diese Funktion hat für + — 0 den Wert a und verschwindet nie- 


3 
mals, weil sonst 
2r = In L “se 
> 
oder À 
up 
1= 1+ + Ho. 


sein müBte, während doch die rechte Seite nur positive Glieder 
enthält. Gleichfalls sieht man da die genannte Funktion im be- 
trachteten Intervalle mit |v| wächst. 

Also ist ®(v) eine im Intervalle — 1 bis +1 eindeutige und 
umkehrbare Funktion, und bezeichnet % die inverse Funktion, 
so ist 


65) me #5 + fe à), 
m y 
und es ist im Intervalle — 2 bis +2 
2:8 
gr <S pr #, 


Wir setzen jetzt voraus, daB für unsere gegebene 
F, und für den momentanen Wert der Kraft XÆ(0) 


| ÿ° 


nm 


< 2 


ist. Wieder umgeben wir V, mit einem Schutzgebiet T, derart, 


0 


da für alle in T° laufenden Kurven 
XO) + fe æl<s 


nm 


ist. Ferner wählen wir r so klein, daf für alle Kurven in F 
und alle {=7+ De 
A0 + [É do 
me y 


ist. Endlich konstruieren wir die unendliche Reiïhe der Funktionen: 
66) au (6) = vi 


2 


67) av@ = [. do 

pra Y 

— K(t 
68) (a 1 à) 2e, phare + 
Li) NO 1 Eden 

ve Y 
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70) vf) — æa() 2 Fe). 
Berücksichtigen wir noch, daB #’ im Intervalle — 2 bis +2 eine 

obere Grenze besitzt, so kôünnen wir unsere frühere Beweismethode 
unverändert beïbehalten und Existenz- und Eindeutigkeitsheweis 
fübren. Die Bewegung wird solange fortgesetzt werden 
kônnen als 

RE 

ro +a | <2 
ist. ; 
Dabei sind auch unstetige Kräfte zulässig. Sie 
bedingen eine Unstetigkeit in der Geschwindigkeit. 
Nachstehende Tabelle diene dazu den Unterschied zwischen Vo- 
lamen- und Flächenladung zu veranschaulichen : 


| Volumenladung | Flächenladung 
X schon durch die Vorgeschichte bestimmt v 
K v v,v! 


Der Sinn dieser Tabelle ist folgender: Ist die entferntere Vor- 
geschichte gegeben, so kann man sich die Bewegung noch in Be- 
zug auf die nächste Vorgeschichte in mannigfacher Weise abge- 
ändert denken. Speziell kann man sich v und +’ variiert denken, 
entweder durch direkte Unstetigkeiten, oder indem man, die ent- 
ferntere Vorgeschichte konstant lassend, erst in grofer Nähe von 
O die Kurve zu den beabsichtigten * und v' überleitet. Dabei 
werden denn auch X und XÆ’ variiert. Die Zusammenstellung 
besagt, daB bei Volumenladung X durch solche Variationen nicht 
zu verändern ist, K' jedoch mit v variiert, bei Flächenladung da- 
gegen À mit v und X” mit v und v’ variert. 

Die vorstehende Theorie ist weit davon entfernt erschôpfend 
zu sein. Eine Reiïhe von Fragen drängen sich auf: 

1) Wäre es wünschenswert in ähnlicher Weiïse auch die nicht 

geradlinigen Bewegungen zu behandeln. 

2) Wäre es wichtig zu wissen, ob der für Ueberlichtgeschwin- 
digkeit geltende Maximalwert der Kraft auch der Maximal- 
wert für allgemeine Bewegungen ist oder welches andere 
Maximum dafür gilt. 

3) Wäre eine eingehendere Diskussion der Elektronenbewegung 
in der Nähe singulärer Bewegungszustände erforderlich. 
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4) Ferner kann man wünschen, die vorstehende Theorie zur 
numerischen Berechnung bestimmter Fälle zu verwerten, 
wie das im vorigen Paragraphen angedeutet wurde. Bei- 
spielsweise wäre der Fall zu behandeln, daB sich das 
Elektron erst unter dem Einflusse einer bestimmten Kraft 
auf Ueberlichtgeschwindigkeit hält und die Kraft dann 
nach einem gegebenen Gesetze auf Null sinkt. 

5) Wäre zu untersuchen, ob und inwiefern man sich von den 
bisher gemachten Einschränkungen befreien kann: daf das 
Elektron früher einmal geruht haben muf und daf V, nicht 
durch C gehen darf. 

6) Die Theorie des unter dem Einflusse einer äufern Kraft 
bewegten Elektrons hat ergeben, daf zu gewissen Kraft- 
verläufen keine Bewegung existiert. Jedoch verdanken diese 
Absonderlichkeïten ihr Auftreten wahrscheinlich nur dem 
Umstande, daf wir mit der äuBern Kraft ein der strengen 
elektromagnetischen Auffassung fremdes Element eingeführt 
haben. Eine vollkommenere Behandlung würde statt eines 
von einer äuBern Kraft getriebenen Elektrons die kräfte- 
freie Bewegung eines Systemes von beliebig vielen 
Elektronen untersuchen und die ,äuBere“ Kraft nur als 
mathematische RechnungsgrôBe anerkennen — als Wirkung 
von #— 1 Elektronen auf das nte. Bei einer solchen Be- 
trachtung würden wohl alle scheinbaren Paradoxa ver- 
schwinden, und es würde von selbst dafür gesorgt sein, daf 
die sogenannte äufere Kraft jene Bedingungen nicht ver- 
letzt, die unsere unvollkommenere Behandlung ïhr hat 
künstlich auferlegen müssen. Die Bearbeitung dieses Pro- 
blemes erscheint als eine lohnende Aufgabe, und in Bezug 
auf sie hat die vorstehende Untersuchung nur als erste 
Vorbereitung zu gelten. 


Hamburg, den 23. April 1906. 


Physik ohne Apparate: Anziehung und Abstofiung 
unelektrischer Kôrper. 


Von 
W. Holtz (Greifswald). 


Vorgelegt von Herrn Ehlers in der Sitzung am 31. März 1906. 


Rechnet man zur Physik ohne Apparate solche Experimente, 
welche man mit den überall oder in jedem Haushalt befindlichen 
Hülfsmitteln anstellen kann, so gehôüren die nachstehend verzeich- 
neten ihrer Mebrzahl nach auch dahin. 

Wäbrend in der Luft alle Stoffe von einem elektrischen 
Kôrper angezogen werden, ist dies nicht der Fall, wenn sie auf 
Wasser schwimmen, wo die meisten wohl auch eine Anziehung, 
sehr viele aber eine Abstofung erfahren. Um dies zu zeigen, ge- 
nügt eine geriebene Siegelstange, ein mit Wasser gefüllter Teller 
und eine Reïhe von Stoffen, die überall vorrätig sind. Da die 
meisten Stoffe schwerer sind als Wasser, so darf man sie im All- 
gemeinen nur in kleinen Stücken verwenden und muf sie behutsam 
fallen lassen, damit sie mit Hilfe der verdichteten Wasserober- 
fläche und der ihnen anhaftenden Luftschicht schwimmen und nicht 
untergehen. Die nachfolgende Tabelle sagt, welche Stoffe von dem 
elektrischen Kôrper (sei es Glas-, sei es Siegellackstange) abge- 
stoBen und welche angezogen werden. 


AbgestoBen: Angezogen: 
Erbsen, ungeschälte Mandeln (Schale und Kern) 
Linsen Nüsse (Schale und Kern) 
Bohnen Kaffeebohnen 
Reis Cardemum 
Gerst- und Hafergrütze Buchweizengrütze 
Muskatblüte- und Nu Pfefter und Engl. Gewürz 


LS 
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Kolophonium Nelken, Kümmel, Fenchel 
Wachskitt (Koloph. und Wachs)  Brod, Zimmt, Tee 
Schwefel Wachs 

Ebonit Paraffin 

Bernstein Holz, Papier 
Gummiarabikum * Kampher 

Tischlerleim Kautschuk, rein u. vulkanisiert 
Glimmer Fischblase 

Schiefer Woll- und Seidenzeug 
Asbest Pelz, Watte 

Nähnadeln Leder, Kork 

Kupfer- und Silberdrähte Hollundermark 

Platin Glas 

Stanniol Schellack 


Hierzu mu ich aber noch folgende Bemerkungen machen: 

Anziehung und AbstoBung sind nicht bei allen Stoffen gleich 
stark d. h. die Stücke bewegen sich bei gleich stark elektrischer 
Stange nicht alle gleich schnell. Schwefel bewegt sich abgestoBen 
schneller als Kolophonium, Hollundermark angezogen schneller 
als Kork. Bei der Anziehung môchte ich sagen, daB sich die 
Stoffe im Allgemeinen um so schneller bewegen, je leichter sie 
sind. Längliche Metallstücke (Drähte und Streifen) bewegen sich 
am schnellsten, wenn man den elektrischen Kôrper einem ibrer 
Enden gegenüber hält. Bei einem Holzsplitter ist mehr das Um- 
gekehrte der Fall. Ein Aluminium- und oft auch ein Stanniol- 
streifen wird angezogen, wenn die Stange auf eins der Enden, abge- 
stoBen, wenn sie auf eine der Seitenkanten wirkt. Auch ein Ebonit- 
streifen wird nur in letzterem Falle abgestofien, während er sich in 
ersterem Falle garnicht bewegt. Ein Papierstreifen geht unter, wenn 
beide Seiten naB sind, bis dahin krümmt er sich und ist damit fast 
unbeweglich geworden. Schwer beweglich ist auch sehr dünnes Stan- 
nio]l, und ganz unbeweglich scheint ein Stückchen Goldblatt zu sein. 

Es dürfte noch interessieren, wie sich längliche Kôrper bei 
Anwendung zweier elektrischer Stangen verhalten. Ein Holzsplitter 
stellt sich bei zwei entgegengesetzt elektrischen Stangen zwar 
axial, aber 80, daf die Mitte unter der einen Stange liegt. Eine 
Nähnadel stellt sich bei solchen, aber auch bei zwei gleichartig 
elektrischen Stangen im Allgemeinen äquatoreal, doch mufB man 
mit diesen ein wenig mitgehen, da sie sich von beiden zu entfernen 
sucht. 

Andere Flüssigkeiten an Stelle von Wasser kann man kaum 
benutzen, da fast alle Stoffe in denselben untergehen. Nur bei 
1h 
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Olivenôil gelingen die Versuche bei einer Reiïhe von Stoffen, und 
es scheint, daB hier alle von dem elektrischen Kôrper angezogen 
werden. Aber es ist bemerkenswert, daB sie sich demselben hier 
nicht vôüllig annähern, sondern in gewisser Entfernung Halt machen 
und in dieser Lage beharren. 

Was die Theorie betrifft, so bedarf es für die Anziehung 
keiner weiteren Erklärung, wohl aber muB eine solche für die 
AbstoBung gegeben werden. Eine wirkliche direkte AbstoBung 
wäre nach bisherigen Grundsätzen überhaupt unerklärlich. Sie 
dürfte daher nur eine scheinbare sein, dadurch hervorgerufen, daB 
der elektrische Kôrper stärker auf die Wasserfläche als auf die 
schwimmenden Stoffe wirkt. Auf dieser Grundlage kôünnten fol- 
gende Erklärungen gegeben werden. 


1. Die stärker angezogene Masse verdrängt die andere. Für 
die stärkere Anziehung môchten aber nicht bloB die Leitungsfähig- 
keit und die Dielektrizitätskonstante, sondern auch die Schwere 
in Betracht kommen, da die schwimmenden Stoffe voraussichtlich 
um so weniger angezogen werden, je tiefer sie in Wasser tauchen. 
Gregen diese Erklärung spricht, daB von einer kleinen Hebung der 
Oberfläche abgesehen, sonst keine Verschiebung der Wasserteilchen 
wahrzunehmen ist. 

2. Der elektrische Kôrper erregt auf dem Wasser unter sich 
die entgegengesetzte Elektrizität, also dieselbe, welche er in dem 
ihm zugewandten Ende des schwimmenden Stoffes erzeugt. Dies 
kôünnte eine AbstoBung zur Folge haben, wenn die Anziehung 
zwischen ihm und dem elektrischen Kôrper eine schwächere ist. 
Hiergegen spricht, daB eine an einem Coconfaden dicht über der 
Wasserfläche aufgehängte Erbse nicht abgestofien, sondern ange- 
zogen wird, was freilich die Anziehung des Coconfadens bedingen 
kônnte. Aber auch sonst ist es fraglich, ob die auf dem Wasser 
erzeugte Influenzelektrizität von der Stange abwärts üiberhaupt 
eine AbstoBung äuBern kann. 

3. Es ist die Hebung des Wasserspiegels allein, welche eine 
scheinbare AbstoBung solcher Stoffe zur Folge hat, welche nur 
schwach angezogen werden, weil sie auf der schrägen Wasserfläche 
niederwärts gleiten. Bei den schwereren Stoffen geschieht dies 
auch um deswillen eher, weil sie tiefer im Wasser liegend schwächer 
angezogen werden. Die Hebung des Wasserspiegels ist freilich 
nur gering. Um sie festzustellen, klebte ich auf den Tellerboden 
mit Wachs eine kleine Glasspitze, welche die Wasserfläche eben 
überragte, und fand, da sie durch die elektrische Einwirkung 
eben bedekt wurde. Die Hebung kann hiernach hüchstens 1 mm 
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betragen, was aber für die Fallbewegung auch schon genügen 
dürfte. Bei Olivenôl ist die Hebung viel grôfer. Wenn hier 
trotzdem alle Stoffe angezogen werden, so geschieht dies wohl 
wegen des grôBeren Unterschiedes der Leitungsfähigkeit, in Folge 
dessen die Stoffe ihrer ganzen GrôBe nach und nicht blof, soweit 
sie die Flüssigkeit überragen, angezogen und deshalb stärker an- 
gezogen werden. Wegen der grôBeren Hebung aber, und weil die 
Schräge nach dem Erreger hin zunimmt, machen sie Halt, sobald 
der Abtrieb gleich der Anziehung wird. Bei zwei Erregern haben 
wir zwei Wasserberge; und längliche Stoffe, welche sonst den Er- 
reger fliehen, stellen sich in die Richtung des Thals; die anderen 
stellen sich, auch bei entgesetzten Polen, unter den stärkeren, 
weil der zweite Wasserberg sie vorwärts treibt. Das Nadeln 
und Drähte sich schneller in der Längsrichtung bewegen, kann 
eine einfache Folge des geringeren Widerstandes sein. DaB Gold- 
blatt ruhen bleibt, ist wohl zu verstehen, weil es mit seiner ganzen 
Fläche am Wasser bhaftend 1bei der Bewegung einen zu grofien 
Widerstand finden würde. 

Einzelnes spricht freilich auch gegen diese Erklärung. So 
werden Erbsen durch eingebohrte Lôcher wohl leichter, aber doch 
nach wie vor abgestoBen. Auch begreift man nicht, weshalb Gerst- 
und Hafergrütze abgestoBen, Buchweizengrütze aber angezogen 
wird, oder weshalb Aluminium- oder Ebonitstreifen sich so ver- 
halten, wie angegeben ist. 

Vielleicht kommt neben den genannten Faktoren auch noch 
die Kapillaritätskonstante in Betracht, welche in der dem Erreger 
zugewandten Seite der Stoffe voraussichtlich eine Aenderung er- 
fäbrt. 


Elektrische Versuche mit einer Tischfläche. 
Von 
W. Holtz (Greifswald). 


Vorgelegt von Herrn Ehlers in der Sitzung vom 31. März 1906. 


Ich rieb eine polierte Tischfläche mit der Hand, um zu ver- 
suchen, ob man die Politurschicht wohl als Kuchen eines Elektro- 
phors benutzen kôünne. Das Resultat war negativ; ich konnte 
dem aufgehobenen Deckel keinen Funken entlocken, sondern hôch- 
stens einem Elektroskop damit eine Ladung erteilen. Bei der 
Wiederholung fand ich jedoch etwas Anderes, das ich garnicht er- 
wartethatte. Ich sah nämlich allemal, daB das Elektroskop momentan 
ausschlug, so oft ich die Hand über die Tischfläche gleiten lief, 
und ich sah es auch dann noch ausschlagen, als ich es ganz an 
das Ende des Tisches stellte. Durch jeden Handstrich wurde also 
so viel Elektrizität erzeugt, daf die Tischfüfe diese nicht ebenso 
schnell auf den FuBboden übertragen konnten, so daf die Platte 
auf kurze Zeit elektrisch blieb und durch Influenz den fraglichen 
Ausschlag bewirkte. 

Bei abermaliger Wiederholung berührte ich, während ich mit 
der rechten Hand die Tischfläche rieb, mit der linken den Knopf 
des Elektroskops. Ich erhielt nun einen sehr grossen und zugleich 
bleibenden Ausschlag von positiver Elektrizität. Ich lade seitdem 
mein Elektroskop immer auf diesem Wege, da man so leicht dem- 
selben ganz nach Belieben eine kleinere oder grüfere Ladung 
mitteilen kann, was auf anderem Wege viel schwerer zu erreichen 
ist. An dieser Ladung aber haben gleichzeitig zwei Umstände 
Schuld. Erstens leitet der Finger die durch Influenz abgestossene 
negative Elektrizität ab, zweitens überträgt er auf das Elektros- 
kop einen Teil der positiven, die in der rechten Hand durch Rei- 
bung erregt nicht schnell genug in den FufBboden fliefen kann. 


Sr 
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Da beide Umstände zugleich wirken, zeigte sich darin, daf das 
Elektroskop auch, aber schwächer geladen wurde, als ein Andrer, 
während ich selber rieb, seinen Knopf berührte, und auch geladen 
wurde, als ich es auf einen isolierten Nebentisch stellte und es 
mit der Linken berührte, während ich mit der Rechten die andere 
Tischfläche rieb. | 

Auch eine bleibende negative Ladung konnte ich dem Elektro- 
skope mitteilen, wenn ich, den Fuf mit der Linken fassend, den 
Knopf an die unpolierte Unterseite der Platte hielt. Ich benutzte 
diese Methode auch, um zu sehen, wie lange letztere elektrisch 
blieb, indem ich in diesem Falle nicht während des Reiïbens, sondern 
eine oder einige Sekunden später beide kurz einander berühren 
lief. Noch zwei Sekunden nach der Reïibung nahm das Elektros- 
kop eine schwache Ladung an. 

Ich legte nun ein Papierstück auf den Tisch und auf dieses 
meine linke Hand, während ich mit der rechten, wie gewôhnlich, 
die Tischfläche rieb. Beim Aufheben zeigte sich das Papier positiv 
elektrisch und besonders stark, wenn ich ôfter hintereinander die 
Tischfläche gerieben hatte. Als ich dasselbe Experiment statt des 
Papieres mit dem Elektrophordeckel wiederholte, konnte ich aus 
diesem beim Aufheben 1—2 cm lange Funken ziehen. Auch Wasser 
in einem Porzellanteller konnte ich auf gleiche Weise elektrisieren, 
so daB ein auf dem Wasser schwimmendes Hollunderkügelchen 
nachträglich dem Finger folgte. 

Es interessierte mich noch zu erfahren, ob die durch die 
Tischfüfe dem Boden zufliefende Elektrizität wohl durch andere 
Tischfüfe teilweise wieder aufwärts steigen würde. Ich stellte 
das Elektroskop auf einen zweiten Tisch, der von ersterem 1 m 
abstand, und lief, während ich letzteren rieh, eine andere Person 
den Knopf des Instrumentes berühren. Es konnte wirklich bei 
jedem Handstrich ein Zucken der Goldblättchen wahrgenommen 
werden, das ausblieb, als ich den Nebentisch vom Boden isolierte. 

Sind die Tische mit Oelfarbe gestrichen oder nur gehobelt, 
so sind alle Erscheinungen weniger eklatant, desgleichen wenn 
sie, wie Auditoriumtische, mit Gas- und Wasserleitung verbunden 
sind. Aber selbst dann noch kôünnen Elektroskope durch gleich- 
zeitige Berührung des Knopfes leicht geladen werden. 


Ueber die imaginären Nullstellen der 
hypergeometrischen Funktion. 


Von 
A. Hurwitz. 


Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung am 5. Mai 1906. 


Wenn man die Gauf’sche Reiïhe 


D)  Fmn,x) = 1+ _. x + RS Ce M 
über ihren Convergenzkreis hinaus analytisch fortsetzt, so erhält 
man bekanntlich eine in der ganzen Ebene der complexen Veränder- 
lichen x reguläre analytische Funktion, falls man nur diejenigen 
reellen Werte der Veränderlichen ausschlieft, die der Bedingung 
x Z 1 genügen. Diese Funktion will ich hier als ,hypergeometrische 
Funktion mit den Parametern !, m,n“ bezeichnen. Für den Fall 
reeller Parameter hat Herr Klein!) gezeigt, wie man die Anzahl 
der reellen Nullstellen der hypergeometrischen Funktion aus den 
Werten der Parameter berechnen kann. Ich habe nun neuerdings 
gefunden, daf man auch die Anzabl ihrer imaginären Nullstellen 
in verhältnifmäfig einfacher Weise bestimmen kann. In den 
folgenden Zeilen môüchte ich die Resultate, welche ich in dieser 
Hinsicht erhalten habe, mitteilen. 

Die absoluten Beträge von 1—n,l—m,n—1l—m bezeichne ich 
bez. mit À, u,v, setze also 


(2) A= |l1-n|, u— |lI-m|, v = |n—-l-m|. 
1) Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe, Math. Annalen 
Bd. 37, S. 573. Vgl. auch meine unter gleichem Titel erschienene Arbeit in Bd. 58 
der Math. Annalen (1890), sowie L. Gegenbauer, ,Zur Theorie der hyper- 
geometrischen Reihe“, Berichte der Akademie zu Wien (1891) und ,Ueber die 
Wurzeln der hypergeometrischen Reihe“, Monatshefte f. Mathematik Bd. 2. 
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Aus À, u, v bilde ich ferner die GrüBen 

A EG-u-v+l), pu, = E4(u—-v—1+1), v, = X(v—1-u+1), 
e = F(+u+v+l). 

Wie in Herrn Kleins Abhandlang môge E(r) die grôBte ganze 

Zahl bedeuten, die von r überschritten wird, falls r positiv ist; 

dagegen sei ÆE(r) — 0 für jeden nicht positiven Wert von r. 

Hiernach wird, wenn r einen positiven nicht ganzzahligen Wert 

besitzt, ÆE(r) mit der grôften ganzen Zahl zusammenfallen, die 

in r enthalten ist. 

Bezüglich der GrôBen 1, u, v, À,, u,, v,, o will ich voraussetzen, 
daf keine derselben eine ganze Zahl ist. Trifft diese Voraus- 
setzung nicht zu, so erfahren die nachstehenden Angaben leicht 
festzustellende Modificationen. 

Es gelten nun, je nachdem n = 1 oder n < 1 ist, die folgenden 
Anzahlbestimmungen. 


(3) | 


JFaltn> 1 
Die Anzahl der reellen Nullstellen der hypergeometrischen 
Funktion beträgt 
E(v,) im Intervall —c ...0, 
E(u,) im Intervall  0...1. 
Die Anzahl ihrer imaginären Nullstellen beträgt 
(E (2) * 3) 7 sgn À, (E(4,)+E(1—2,)) Æ E(v,) EL E(u) LE LE 
wobei das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem E(v,) + 
Eu,)+ E(1—24,) gerade oder ungerade ist. Das Symbol sgn4, 
bedeutet, wie üblich, +1 oder —1 je nachdem À, positiv oder 
negativ ist. 
Der hier auftretende Ausdruck sgn 4, (E(1,)+ E(1—4,)) stellt, 
wie man sich leicht überzeugt, die grôBte ganze Zahl vor, welche 
in À, enthalten ist. 


2 Falls n 4h 


Die Anzahl der reellen Nullstellen der hypergeometrischen 
Funktion beträgt 


E(v,)+e im Intervall — ...0, 
L(u,)+ n im Intervall 0, 
Die Anzahl ihrer imaginären Nullstellen beträgt 


E(e)—3+(E(G,)+4)—E(v)-e-E(u,)—". 
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Hier gilt das obere oder untere Vorzeichen, je nachdem 
E(l-u,)+E(1-v)+E(1)+ÆE(e) gerade oder ungerade ist. 
Ferner hat s den Wert O oder 1, je nachdem E(v,)+ E(1—wu,) + 
E(1)+E(1) gerade oder ungerade, sowie 7 den Wert 0 oder 1, 
je nachdem E(1—v,)+ÆE(u)+ÆE(1)+ÆE(1) gerade oder unge- 
rade ist. 

Die Anzahl der imaginären Nullstellen wird in jedem Falle 
infolge der Vorzeichenbestimmungen eine gerade Zahl, wie es 
sein muB, da die hypergeometrische Funktion sich selbst conjugirt 
ist. Die auf die reellen Nullstellen bezüglichen Angaben sind 
leicht der erwähnten Abhandlung von Herrn Klein zu entnehmen. 
Was die imaginären Nullstellen angeht, so habe ich ihre Anzahl 


durch eine eigentümliche Umformung des Integrales _. ji dig f(x) 


bestimmt. Diese Umformung gestattet es, allgemein die Anzahl 
der imaginären Nullstellen einer beliebigen Lôsung einer regulären 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche lauter reelle Fun- 
damentallôsungen besitzt, auf die Anzahlen der reellen Nullstellen 
der letzteren zurückzuführen. In dem speziellen Falle der hyper- 
geometrischen Differentialgleichung ergeben sich so unter anderem 
die oben mitgeteilten Resultate. Eine nähere Begründung der 
letzteren behalte ich mir für eine ausführlichere Arbeit vor, in 
welcher ich auch einen neuen, sehr einfachen Beweis für die auf 
die reellen Nullstellen bezüglichen Sätze mitzuteilen beabsichtige. 


Zürich, 24 März 1906. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichton, Math.-phys. Klasse, 1906. Heft 3. 20 


Calorimetrische Studien. I. 


Von 
Emil Bose. 


Spezifische Wärmebestimmungen an reinen Alkoholen, 

sowie Gemischen von Wasser und Alkoholen und von 

Alkoholen unter einander, nach Versuchen von E. Bose 
und A. Müller. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 16. Juni 1906. 


Bekanntlich besteht zwischen Mischungswärmen und spezifischen 
Wärmen ein thermodynamischer Zusammenhang derart, daf die 
Differenz der Wärmekapazitäten der ungemischten und gemischten 
Substanzen gleich ist der Aenderung der beim Mischen statt- 
findenden Wärmetünung mit der Temperatur. 

Bisher ist weder dieser Zusammenhang noch die von Nernst 
abgeleitete Gleichung, welche den Zusammenhang angibt zwischen 
dem Werte der Mischungswärme und den Dampfspannungen der 
Komponenten über den ungemischten Substanzen und über der 
Mischung, einer eingehenden Prüfung unterzogen worden. Die 
hiermit in ihrem ersten Teile vorliegenden calorimetrischen Studien 
stellen sich die Aufgabe, an môglichst geeignet gewählten Bei- 
spielen diese Lücke auszufüllen, soweit das durch calorimetrische 
Messungen môglich ist. Bei der Wahl der Substanzen mufte erst- 
lich darauf gesehen werden, daf die Wärmekapazität der Gemische 
môglichst verschieden von der der Komponenten vor der Mischung 
sel, oder, was dasselbe besagt, daBi der Verlauf der Kurve der 
spezifischen Wärmen der Gemische müglichst von der geraden Ver- 
bindungslinie zwischen den Werten der reinen Komponenten ab- 
weiche. Nur bei solchen Gemischen war ja eine erhebliche Ab- 
hängigkeit der Mischungswärme von der Temperatur vorauszusehen. 
Schon die wenigen Angaben über spezifische Wärmen von wasser- 
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haltigen Alkoholen, die bisher vorliegen (Vergl. Landolt und 
Bôrnstein, 8. Aufl., wo auch Literatur zusammengestellt ist) 
liefien in dieser Hinsicht interessante Verhältnisse bei den Wasser- 
alkoholgemischen voraussehen. Andererseits standen auch Partial- 
druckmessungen, soweit sich im voraus übersehen lief, keine prinzi- 
piellen Schwierigheiten entgegen, sodaf auch in dieser Hinsicht die 
Gemenge von Wasser mit den niedrigsten Alkoholen günstige Objekte 
für ein eingehenderes Studium nach den erwähnten Richtungen zu 
sein schienen. Im vorliegenden ersten Teile meiner Studien seien 
zunächst die spezifischen Wärmebestimmungen gebracht, ein zweiter 
Teil wird alsdann die gleichfalls schon abgeschlossenen Versuche 
über Mischungswärmen enthalten; im AnschluB an diese beiden 
Teile kann dann das Beobachtungsmaterial bezüglich der Beziehung 
zwischen spezifischen und Mischungswärmen diskutiert werden. 
Herr stud. Adolf Müller aus Bremen, der einen groBen Teil der 
spezifischen Wärmebestimmungen nach der von mir ausgearbeiteten 
Methode ausgeführt hat, ist zur Zeit damit beschäftigt, die Dampf- 
drucke, speziell die Partialdrucke von Alkohol und Wasser über 
den Gemischen zu bestimmen und wird späterhin seine Resultate 
im Anschluf an die vorliegenden Untersuchungen zur Prüfung der 
Nernstschen Beziehung verwerten. 


1. Methode der spezifischen Wärmebestimmungen. 


Die Methode, nach welcher die Bestimmungen der spezifischen 
Wärme ausgeführt wurden, war eine Modifikation der bekannten 
elektrischen Methode). Die Abänderungen bezweckten in erster 
Linie die Ausführung der Messung môglichst bequem zu gestalten 
und die Bestimmungen bei beliebigen Temperaturen (also nicht nur 
in der Gegend von Zimmertemperatur) vornehmen zu künnen. Des- 
halb befand sich das eigentliche Calorimeter in einer fast vüllig ge- 
schlossenen Hülle, welche mit Hülfe einer Wassercirkulation während 
der kurzen Versuchsdauer auf beliebiger konstanter Temperatur ge- 
halten werden konnte. Diesen Wassermantel sieht man in den Figu- 
ren 1 und 2 dargestellt. Er bestand aus drei einzelnen von Wasser 
durchflossenen Teilen, nämlich erstens dem doppelwandigen Cylinder- 
gefäB, welches den Boden und die Seiten des eigentlichen Calori- 
meters umgiebt, und das mit einer seitlichen Zuführungsrôhre ver- 
sehen ist, welche gleichzeitig zur Temperaturmessung des (C'ir- 
culationswassers dient; ferner aber aus dem zweiteiligen aus- 
cinanderklappbaren Deckel, dessen beide Hälften sich um den 


1) S. l'faundler, Wiener Ber, 1891, 352, sowie Kohlrausch, prakt. 
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oberen Teil des Zuführungsrohres für das Mantelgefäf drehen 
konnten. Die Schlauchverbindungen waren genügend lang, daf 
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Fig. 1. 


wäbrend des ungestürten Ganges der Cirkulation das innere Calori- 
meter bequen: herausgenommen und wieder an seine Stelle ge- 
bracht werden konnte. Die Wassercirkulation wurde durch eine 
Prytzsche Schlauchpumpe‘) betrieben, welche das Wasser aus 
einem grofen VorratsgefäB durch die drei Teile der Wärmeschutz- 
einrichtung hindurch ansaugte und es dann in das Vorratsreservoir 


1) Zeitschrift für Instrumentenkunde. 1904. 
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zurücktrieb. Figur 2 zeigt genau den Verlauf der Cirkulation. 
Die Prytzsche Schlauchpumpe hat sich auch hier und bei anderen 
Anordnungen, die bei nächster Gelegenheit beschrieben werden 
sollen, als ein überaus nützlicher und vielseitig verwendbarer 
Apparat gezeigt, der für ähnliche Zwecke nur bestens empfohlen 
zu werden verdient. Bei den bei Zimmertemperatur ausgeführten 
Versuchen ruhte die Cirkulation des Wassers, desgleichen wurde 
bei den Versuchen von Null Grad ein etwas abweichendes Ver- 
fahren eingeschlagen. 

Um môglichst wenig Zugänge zu dem eigentlichen Calori- 
meter nôtig zu haben, wurden Thermometer, Rührer und Heiz- 
vorrichtung zu einem Ganzen vereinigt, und es entstand so der 
thermometrische Heizrübrer, welcher in Figur 1 deutlich in 
seinen Einzelheiten erkennbar ist. Ein geaichtes Normalthermo- 
meter, das in ‘jo Grade geteilt war, erhielt als Strom- 
zuführungen zwei Kupferblechstreifen, welche seiner ganzen Länge 
nach daran herunter bis in das eigentliche Calorimeter führten 
und hier den aus einem Glasgerüst und Konstantandrähten be- 
stehenden Heïizrührer trugen. Dieser konnte bei der Ausführung 
der Messungen vermittels der linken Hand des Beobachters in 
gleichmäfige Hin- und Herbewegung um die Thermometeraxe ver- 
setzt werden, während die rechte Hand die Voigtsche Thermo- 
meterlupe hielt und die Beobachtungen notierte. Was die eigent- 
liche Ausfübhrung der Messungen betrifft, so ist diesbezüglich fol- 
gendes zu bemerken. Um den nicht véllig zu vernachlässigenden 
Einfluf der Zuleitungen, sowie den das Spannungsmefinstrument 
passierenden Strom in ihrem stôrenden Einfluf auf die Messungen 
zu eliminieren, wurde derart verfahren, da von den Angaben 
der beiden Mefinstrumente die eine, in unserem Falle die des 
Voltmeters (Präzisionsinstrument von Siemens und Halske), als 
richtig angesehen wurde, und daf nun durch Aichversuche mit 
reinem Wasser eine Tabelle für das zweite Mefinstrument, also 
in unserem speziellen Falle für das Ampèremeter aufgestellt wurde, 
welche in dem benutzten Skalenbereich für jede Ablesung dieses 
Instrumentes diejenige Zahl von Ampère angab, welche, mit der 
gleichzeitigen Angabe des Voltmeters multipliziert, den augen- 
blicklichen wahren Wattverbrauch des Calorimeters ergab. Auf 
diese Weise ist die ganze Mefvorrichtung gewissermafen mit 
reinem Wasser geaicht, ein Verfahren, das natürlich für jedes 
verwandte Temperaturbereich wiederholt wurde. Die Beziehung 
zwischen der Angabe des Strommessers und der an ihrer Stelle 
in Rechnung zu setzenden Ampèrezahl wurde in der Regel mit 
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Hülfe der Methode der kleinsten Quadrate zu einer Gleichung 
zusammengefaBt, welche dann bei jedem Versuch zur Ermittelung 
der einzusetzenden Stromstärke diente. Zu Zeitmessungen diente 
ein Chronoskop, das häufiger auf die Richtigkeit seiner Angaben 
kontrolliert wurde. 

Die auf der nächsten Seite folgende Tabelle giebt eine Reïhe 
von solchen Aichversuchen und deren Verwertung zur Berechnung 
der Formel für die korrigierten Ampèremeterangaben. Daf die 
am Strommefinstrument abgelesenen Zahlen und die zugehôrigen 
Ampèrewerte so sehr verschieden sind, beruht einfach darauf, 
daf das Instrument einen vwillkürlichen nicht abgeglichenen 
Nebenschluf trug und also überhaupt nicht direkte Ampère- 
ablesungen ergab. Die ganze Schaltungsanordnung ist in Figur 3 
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skizziert. Die Benutzung verschiedener Stromstärken hatte 
namentlich den Zweck bei stark verschiedenen Wärmekapazitäten 
der Calorimeterfüllung nicht allzuverschiedene Versuchsdauern zu 
ergeben. Es wurde natürlich streng darauf geachtet, daB für die 
eigentlichen Messungen nur das Bereich von Stromstärken benutzt 
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wurde, für welches die Aichversuche angestellt waren, soda8 also 
jede Extrapolation mittels der Aichgleichung vermieden wurde. 
Die Aiïchtabelle giebt auch zugleich einen Anhalt betreffs der 
Genauigkeit der Versuche, es wurde in 18 Versuchen nur zweimal 
ein Fehler von ein wenig über ‘/: °/o begangen. 


Tabelle 1. 


Aichversuche mit Wasser nahe bei 0°. 
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2 x 
sens Puel + 6,97 | + 4,36 | 179,9 5.066 | 6456 | 4,612 4,803 + 0,009 
368,6 3,241 7,71| 4,47| 179,9| 8,204 | 6,541 | 4,671 | 4,660 | + 0,011 
373,1 3,21| 8,86| 5,65 | 179,9 | 9,272 | 7,401 | 5,288 | 5,262 | + 0,026 
365,5 2,38| 8,36| 5,98 | 183,1| 9,338 | 7,494 | 5,349 | 5,330 | + 0,019 
385,9 2923! 7,75| 5,52| 180,1| 9,318 | 7,483 | 5,311 | 5,322 | — 0,011 
372,4 2,71| 8,49| 5,78| 182,6 | 9,303 | 7,478 | 5,302 | 5,318 | — 0,016 
381,8 1,37| 6,67| 5,30| 180,0 | 9,062 | 7,287 | 5,191 | 5,180 | + 0,011 
390,2 0,99! 7,54| 6,55 | 360,0 | 7,176 | 5,702 | 4,140 | 4,121 | + 0,019 


© 


86 || 408,8 0,79| 6,98| 6,19| 360,0 | 7,163 | 5,696 | 4,106 | 4,117 | — 0,011 
379,9 1,03| 7,65| 6,62| 360,2| 7,145 | 5,688 | 4,089 | 4,112 | — 0,023 
406,2 0,80! 7,43| 6,63 | 359,8 | 7,403 | 5,845 | 4,230 | 4,210 | + 0,020 

89 || 397,2 0,90| 9,32| 8,42| 360,2 | 8,260 | 6,606 | 4,703 | 4,704 | — 0,001 
401,7 0,61| 4,75| 4,14| 180,0 | 5,238 | 6,599 | 4,693 | 4,700 | — 0,007 

91 | 397,7 0,58| 4,75| 4,17! 180,0! 8,218 | 6,585 | 4,691 | 4,690 | + 0,001 

92 || 398,0 0,98| 6,06| 5,08| 180,0 | 9,099 | 7,299 | 5,165 | 5,188 | — 0,023 


397,4 0,80! 5,82 
8 0,90! 5,79 


5,02 | 180,0 | 8,990 | 7,224 | 5,158 | 5,134 | + 0,024 
401 
95 | 3988 | 1601 5,50 


4,89 | 180,0 | 8,976 | 7,203 | 5,088 | 5,119 | — 0,031 
3,90 | 179,8 | 7,971 | 6,383 | 4,541 | 4,555 | — 0,014 


Z4—+0,003 
Aus den Versuchen folgt durch Ausgleichsrechnung die Aichgleichung : 
y — 1,69508 + 0,235711 x + 0,033276 x, 
gültig zwischen x — 5,6 bis æ = 7,5. 
Der mittlere Fehler einer einzelnen Messung beträgt hier 0,017, ist also 
sicher kleiner als !/,°/,. 


2. Spezifische Wärmebestimmungen an reinen Alkoholen. 


a. Aethylalkohol. 

Messungen über die spezifische Wärme reinen Aethylalkohols 
liegen in grofer Zahl vor. Stellt man die Resultate derselben 
zusammen, 80 bemerkt man zunächst, daB sich jedenfalls in dem 
bisher untersuchten Gebiete von — 20 bis + 80 Grad die spezifische 
Wärme des Aethylalkohols sehr nahe geradlinig mit der Tempe- 
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ratur ändert. Dies ermôglicht es, die verschiedenen Bestimmungen 
übersichtlich in ein Diagramm zusammenzufassen, indem man jede 
einzelne Bestimmung unter der Mitteltemperatur des untersuchten 
Intervalles einträgt. Auf diese Weise ist Figur 4 gewonnen 
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worden. Zunächst geht die geradlinige Abhängigkeit der spezifi- 
schen Wärme von der Temperatur daraus zur Evidenz hervor. Im 
übrigen aber gehen die Werte bei nahe gleichen Temperaturen 
oft um viele Prozente auseinander. 
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Tabelle 2. 
Spezifische Wärme des Aethylalkohols. (Aeltere Bestimmungen.) 


Spezi- Spezi- 

pe fische Beobachter. ji, fische Beobachter. 
Wärme Wärme 

— 20° | 0,505 | Regnault !). (+ 37,7°)|(0,6193)| v. Reis. 

— 2,5°|0,545 | Nadejdine?). + 40° |0,597 | De Heen u. Deruyts. 

0 0,547 | Regnault. + 40° |0,648 | Regnault. 

+ 7,5°| 0,560 | Blümcke t). (+- 40,40)(0,6330)| v. Reis. 

+ 10° |0,462 | De Heen u. Deruyts “).[(+ 45°) (0,617) | Andrews ?). 

(+ 18,5°)(0,658) | Dupré u. Page 5). (+ 47,09)1(0,6519)| v. Reis. 

+ 23° |0,602 |Schüller®). —+ 48° |0,643 | Louguinine !?). 

(+ 25,4)|(0,5788)| v. Reis ?). +49 |0,680 | Blümcke. 

(+ 25,5°) (0,607) | Schüller. + 65° |0,699 | De Heen u. Deruyts. 

— 28,20 | 0,612 s + 80° |0,712 | Sutherland ‘!). 

(+ 33°) !(0,615) | Kopp®). + 80° !0,769 |Regnault. 

(+- 33,20)|(0,6037)| v. Reis. | 


Legt man den in der Figur 3 mit © bezeichneten und in Ta- 
belle 2 zahlenmäBig ohne Klammer ©?) angegebenen Werten gleiches 
Gewicht bei und fat sie durch Ausgleichsrechnung in eine lineare 
Gleichung zusammen, so ergiebt sich, daf für Aethylalkohol nach 
den älteren Bestimmungen 

ce, = 0,323 + 0,002518 £ 
ist. Gegen diese Art der Zusammenfassung läfit sich meines Er- 
achtens nur einwenden, daB aller Wahrscheinlichkeit nach der 
de Heen und Deruytssche Wert für +10 Grad wohl zweifellos 
unrichtig sein muB, und daf andererseits den Regnaultschen 
Werten vielleicht ein hôheres Gewicht beigelegt werden müsse. 
Dagegen habe ich nur zu erwidern, daf im allgemeinen für die 
spezifische Wärme der Alkohole nur zu leicht zu hohe Werte ge- 
funden werden künnen, da schon ein geringer Wassergehalt die 
Werte beträchtlich erhôht. Es verdienen demnach im allgemeinen 
die niedrigeren Werte mehr Vertrauen als die hôheren. Aus diesem 
Grunde glaubte ich einerseits den Regnaultschen Bestimmungen 
nicht hüheres (Grewicht beilegen zu sollen, andererseits aber auch 
den recht stark aus der Reïhe fallenden Wert von De Heen und 


1) Mém. de l'Acad. 26, 262 (1862). 

2) J. d. russ. phys.-chem. Ges. 16, 222 (1884); Exner, Repert. 20, 446 (1554). 
3) Wiced. Ann. 25, 154 (1885). 4) Ball. de Belg. (3) 15, 168 (1888). 
5) Phil. Trans. London 159, 1, 591 (1869); l’ogg. Ann. Erg. 9, 221 (1871). 
6) Pogg. Ann. Erg. 5, 116, 192 (1871). 

7) Wied. Ann. 13, 447 (1881). 8) Pogg. Ann. 75, 98 (1848). 

9) Quart. J. of the Chemical Soc, of London (1848); Pogg. Ann. 75, 501 (1818). 
10) Ann. chim. phys. (7) 18, 289 (1898). 11) Phil. Mag. (5) 26, 298 (1888). 
12) Vgl. folgende Seite Zeile 5—8. 
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Deruyts nicht ausschliefen zu sollen. Im Grunde kommt ja auch 
wenig darauf an, da die ganze Zusammenfassung nur den Wert 
beanspruchen kann, das ältere Beobachtungsmaterial zu einem 
einigermaBen wahrscheinlichen Werte zu vereinigen. 

Uebrigens habe ich späterhin noch eine Reiïhe anderer An- 
gaben aufgefunden, die in der Figur 3 mit ® bezeichnet und in der 
Tabelle 2 eingeklammert angegeben sind, welche das Bild kaum 
wesentlich ändern. 

Die vom Verfasser, sowie unter dessen Anleitung von Herrn 
A. Müller mit groBer Sauberkeit ausgeführten Versuche be- 
ziehen sich auf drei Temperaturintervalle und ergeben ebenfalls 
eine sehr nahe geradlinige Abhängigkeit von der Temperatur in 
dem untersuchten Gebiete. Die einzelnen Versuche sind in Ta- 
belle 3 zusammengestellt und lassen sich in vorzüglicher Weise 
durch eine lineare Gleichung darstellen, wobei der mittlere Fehler 
eines Einzelversuches sogar noch etwas kleiner ausfällt als bei 
den Aïichversuchen mit Wasser. Diesem erfreulichen Resultate, 
hier und beim Propylalkohol, stehen dagegen bei den später mit- 
zuteilenden Versuchen an Mischungen leider des ôfteren Fälle gegen- 
über, wo zwischen Versuchen bei demselben Prozentgehalt oft 
erheblich grüBere Abweichungen gefunden wurden. 


Tabelle 8. 


Spezifische Wärme des Aethylalkohols bei verschiedenen Tem- 


peraturen. (Eigene Beobachtungen.) 
An d : 

20 20 — re] a do } F4 nr C2 À #p x | 

8158 |85 |[asS)o lewoslès ES PE 24 

SlÈ2- 25. née eSésses" | ES lÉSs| à 

ë 8 E à DE D 4 58 5 e LE 50.82 5 de à 

g &|2 © PDSblora|shn|o %lo 22 E 20% CS 

s>|SoT lon bo, lSenarsoliTe|l 95 | SE : 

False Se [86888486 es | £° |SS8| 

S14S (88 [SSSNÉRSSESSS | Se Se | à 

5 |* F| ® là 3% as |@s = 
159 | 304,9 | 8,285 | 4,696 | 180,0 | 9,11 | 5,65! 0,6501 | 0,5492 | + 0,0009 
160 || 302,7 | 7,262 | 4,174 | 179,8 7,13 5,07 | 0,5506 | 0,5482 | + 0,0024 
161 | 316,4 | 7,116 | 4,078 | 179,8 | 6,60 | 4,76 | 0,5465 | 0,5477 | — 0,0012 
7 | 279,8 | 7,506 | 4,196 | 149,8 6,37 22,09 | 0,5754 | 0,5761 | — 0,0007 
16 | 290,9 | 9,267 | 5,152 | 120,0 | 7,44 | 23,12 | 0,5773 | 0,5789 | — 0:0016 
138 | 285,6 | 7,243 | 4,061 | 180,2 | 6,64 | 41,71! 0,6119 | 0,6104 | + 0,0015 
139 | 295,7 | 7,248 | 4,059 | 180,1 | 6,44 | 41,88 | 0,6121 | 0,6107 | + 00014 
140 || 293,3 | 7,222 | 4,044 | 180,6 | 6,49 | 40,52 | 0,6077 | 0,6084 | — 0,0007 


Die Resultate lassen sich in die lineare Gleichung zusammenfassen : 


©, — 0,5396 + 0,001698 +. 


Mittlerer Fehler des Iinzelversuchs : 0,0015. 
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b. Propylalkohol. 


Zunächst sei hervorgehoben, da$ unter der Bezeichnung Propyl- 
alkohol in der vorliegenden Verôffentlichung stets der normale 
Propylalkohol, also n-Propylalkohol und niemals Isopropylalkohol 
zu verstehen ist. Von Bestimmungen der spezifischen Wärme 
dieser Substanz liegen nur vier vor, aus denen a priori nicht viel 
über den Verlauf der spezifischen Wärme als Funktion der Tempe- 
ratur zu schlieBen ist. Es fanden nämlich: 


Nadejdine!) zwischen —20 und +12 Grad 0,5186 


Pagliani ?) : +21 , +283 , 0,659 

Louguinine*) , +21 , +90 , 0,675 

v. Reis {) = 16,5 , 42,2 ,  0,5882 
2 4 20,6 , 53,4 ,  0,6113 
; se 204 , 65,2 ,  0,6296 
5 4 196%, 78,5 ,  0,6481 
” ; 20,7, 90,8%/#:0,6677: 


Aus unseren Versuchen scheint unzweifelhaft hervorzugehen, 
da der Wert von Pagliani ganz erheblich zu hoch ist. Die 
von uns gefundenen Werte sind erheblich niedriger als diejenigen 
von Pagliani und Louguinine, auch kleiner als die Zahlen von 
v. Reis, stimmen dagegen vorzüglich mit dem Werte Nadejdines, 
da sich für dessen Mitteltemperatur aus unserer Formel 0,5211 
berechnet. Vergl. auch die Darstellung in Figur 6 (S. 288). 

Im übrigen besteht nach unseren Resultaten auch beim Propyl- 
alkohol zweifellos ein proportionales Ansteigen der spezifischen 
Wärme mit der Temperatur. Die folgende Tabelle giebt eine 
Uebersicht über unsere Versuche und deren Ergebnisse und über 
die Genauigkeit, mit welcher der geradlinige Verlauf der spezifi- 
schen Wärme für das untersuchte Temperaturintervall erfüllt zu 
sein scheint. 


1) J. d. russ. phys.-chem. Ges. 16, 222 (1884); Exner, Repert. 20, 446 (1384). 
2) Cim. (3) 11, 229 (1882). 

3) Ann. chim. phys. (7) 13, 289 (1893). 

4) Wied. Ann. 13, 447 (1881). 
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Tabelle 4. 


Spezifische Wärme des Propylalkohols bei verschiedenen Tem- 
peraturen. (Eigene Beobachtungen.) 


G : 1 ETS ! TR l 
| 0 20 o 7] d “ 2 À Ep dy 
mm ALES o =» 0 EL [| 
a| So ES BE g.S © | 0 à ls #22 LÉ ÊS = 
2h °| 4 Dm 28e EE De ee = E 
a re \ = 1 u2 - 
S |. © = roue A D = 
£ & ESA BRS CS 555 2e SHÉS| LE CE & 
sun NO S Slot sls ego 27 A © à = «a œ 
ES CNT 0% se] mn _mlssolr+e gs © © 2 NS 
SrISSegnalse,lsecérsels,") #8 |255| S 
ps © | © » + © = & ss HSE ‘+ a © À = 
die ohISE ma h|2SoSsSs2sEs She S s) 
DE PNÉS MASEINE NS FESSES les | as = 
8 | don nes 5 2] CAS À 
291,5 197211 42541499 6,20 8,52 | 0,5332 | 0,5338 | — 0,0006 


7,161 | 4,104 ! 150,3 | 6,07 | 3,10! 0,5312 | 0,5331 | — 0,0019 
135 | 298,5 | 7,096 | 4,110 ; 151,4 | 6,01 | 3,14| 0,5346 | 0,5332 | + 0,0014 


= 
Q9 
R © 
[Le 
Ve] 
es. 
ÿ9 


288,1 | 8,107 | 4,544 | 180,0 | 8,58 | 27,66| 0,5754 | 0,5747 | + 0,0007 
7,230 | 4,020 | 180,0 | 6,85 | 27,32 | 0,5755 | 0,5741 | + 0,0014 


= 
a © 
ùN 
28 
<e 
Do 


151 | 201,4 | 7,148 | 3,946 | 179,9 | 6,20 | 40,26 | 0,5959 | 0,5960 | — 0,0001 
152 || 306,0 | 7,154 | 3,944 | 179,8 | 6,09 | 41,91 | 0,5983 | 0,5988 | —— 0,0005 
153 | 299,0 | 6,542 | 8,605 | 180,0 | 5,18 | 44,28 | 0,6015 | 0,6027 | — 0,0012 


Durch Ausgleichsrechnung ergiebt sich die Gleichung : 
= 0,5279 + 0,001692 t. 


Mittlerer Fechler des Einzelversuchs: 0,0012. 
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Vergleicht man die Werte der spezifischen Wärme beim Aethyl- 
und Propylalkohol mit einander, so zeigt sich, da bei gleichen 
Temperaturen die spezifische Wärme des letzteren stets etwas 
mebr als zwei Prozent kleiner ist als die des ersteren. Auffallend 
ist aber besonders, in welchem Grade die Temperaturkoeffizienten 
der spezifischen Wärme bei den beiden Stoffen übereinstimmen. 
Dagegen zeigt der nächst niedrigere Repräsentant der Reiïhe der 
Alkohole, der Methylalkol, schon ein erheblich komplizierteres 
Verhalten. Die Kurve der spezifischen Wärme verläuft durchaus 
nicht geradlinig. Es ist eine bekannte Erscheinung, für die sich 
die mannigfaltigsten Beispiele anführen lassen, daf die ersten 
Glieder homologer Reïhen organischer Verbindungen ganz erheblich 
abweichende Eigenschaften zeigen; dies zeigt sich also auch hier 
wieder bestätigt, da Wasser und Methylalkohol vüllig von den 
nächst hôheren Gliedern Aethyl- und Propylalkohol abweichen. 


c. Methylalkohol. 


Von älteren Bestimmungen der spezifischen Wärme des reinen 
Methylalkohols liegen mir folgende Werte vor; es findet 


Regnault!) zwischen + 5 und +10 Grad 0,5901 


: ÿ 10-24 15 ,  0,5868 
. . 10 20 ,  0,6009 
Lecher ?) À D'Or, 13 , 0,624 
Kopp°) : 25m 43 , 0,645 
Dupré {) à [O2 60 , 0,583 
v. Reis‘) : 15e, 34,9 ,  0,6187 
L ps 19067 45,0 , 0,6308 
, 2 181%; 50,3 , 0,6400 
à. 20,5 , 62,3 ,  0,6b83 
Andrews 6) ; 12 60 , 0,613. 


In der folgenden Tabelle sind die von uns gefundenen Werte 
zusammengestellt und es scheint uns danach zweifellos, daf die 
von Lecher und von Kopp angegebenen Werte bei weitem zu 
hoch sind, während die Regnaultschen Werte sich gut um die 


1) Aun. de chim. (3) 1, 129 (1841). 

2) Wien. Ber. 76, (2) 937 (1877). 

3) Pogg. Ann. 75, 98 (1848). 

4) Proc. Roy. Soc. 20, 336 (1872); l’ogg. Ann. 118. 

5) Wied. Ann. 13, 447 (1881). 

6) Quart. J. of the Chem. Soc. of London 1848; l'ogg. Ann. %5, 501 (1843). 
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unsrigen gruppieren (Vergl. Tabelle 5). Es gilt auch hier wie 
bei den anderen Alkoholen, daf die Substanzen vorwiegend nur 
mit solchen Verunreinigungen auftreten, welche die spezifische 
Wärme erheblich zu hoch ausfallen lassen; so daB im allgemeinen 
die niedrigsten Werte bei gegebener Temperatur die grôBte Wahr- 
scheinlichkeit für sich haben. Auf den Verlauf der spezifischen 
Wärme in ihrer Abhängigkeit von der Temperatur lassen sich 
aus den alten Versuchen keinerlei Schlüsse ziehen. Die von uns 
für drei verschiedene Temperaturbereiche gefandenen Werte sind 
neben den älteren Zahlwerten als Mittelwerte in die Skizze 
Figur 6 eingezeichnet und im einzelnen in Tabelle 5 zusammen- 
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gestellt. Die geradlinige Abhängigkeit von der Temperatur ist 
hier vôllig verschwunden, vielmehr scheint der Verlauf im weiteren 
ein ausgeprägtes Maximum zeigen zu wollen. Ueber eigenartige 
Erscheinungen, welche dieser Verlauf der spezifischen Wärme bei 
den Mischungswärmen bedingt, wird späterhin in einem anderen 
Teiïle dieser Untersuchungen zu berichten sein. 


{ 1 + 


I TT 
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Tabelle 5. 


Spezifische Wärme des Methylalkohols als Funktion 
der Temperatur. (Eigene Beobachtungen.) 


© es 

Sn | 2 © æ |Ÿ £ © bo N 
LL. =) 1. 1 be A ,  » b0 

215555 |4sSlee.lémwésiès | ÊS | ÈS : 
MIECE É REILEE IE Se |[SSe) & 
© 5, sSs+i|+ L DT |A &:S © a 2 © = 
ÉÉlSealogol ag ls6slsheseasel .S | RS] © 
EN EE IRSE LS 2“s9|55M|2% lo? È SO Fe 
IS SSI 8R.s SssSESEsSs, | SSs |ÉSS| © 
sHetrrolre LuLlss ss SE Ê=| D En 
= Re! ESS 2<els N © 
PASSES [SSSINBSSEESÉS | Se |52 | à 
D >= = un & S a ms 3 A 


0,5727 


131 4,114 | 149,8 | 5,91 | 4,05 | 0,5742 | 0,5738 | + 0,0004 
132 $ 0,5714 — 0,0003 

24 0,6050 — 0,0014 

25 23,46 | 0,6081 + 0,0016 
172 0,6112 — 0,0002 
173 3,903 | 180,1 | 6,37 | 40,52| 0,6115 | 0,6117 | — 0,0002 
174 3,900 | 179,7 | 6,24 | 39,93 | 0,6120 | 0,6119 | + 0,0001 


La 7,5 | 0,5901 | 0,5816 | <- 0,0095 
S##1| 12,5 | 0,5868 | 0,5915 | — 0,0047 
& #(| 17,5 | 0,6009 | 0,5994 | + 0,0015 
Ich fasse die Beobachtungen zusammen in die Gleichung: 
©, —= 0,5634 + 0,002715 t — 0,0000376 t?. 


Der mittlere Fehler fällt bei den Methylversuchen im ganzen 
noch erheblich kleiner aus als bei den beiden anderen Alkoholen. 
Ich messe dem Umstande aber keine Bedeutung bei und môchte 
vielmehr der Ueberzeugung Ausdruck geben, daf hier eher etwas 
grôBere einseitige Fehler anzunehmen sind, die in der ausge- 
glichenen Formel, zumal diese notgedrungen dreikonstantig ge- 
wäblt werden mufte, nicht zum Vorschein kommen kôünnen. Der 
Grund zu dieser Annahme wird späterhin bei der zusammen- 
fassenden Diskussion mit den Resultaten der Mischversuche zu 
Tage treten. Im ganzen aber glaube ich weder unvorsichtig noch 
unbescheiden zu sein, wenn ich annehme, daf die durch die drei 
zusammenfassenden Formeln für die spezifischen Wärmen der drei 
untersuchten Alkohole gegebenen Werte in keinem Falle mit mehr 
als ‘2 Prozent Fehler behañftet sein kônnen; hôchstens môchte ich 
den Werten für Methylalkohol bei hôheren Temperaturen etwas 
grôBere Fehlermüglichkeit offenhalten, da wegen der Flüchtigkeit 
dieser Substanz zumal ziemlich in der Nähe des Siedepunktes die 
Schwierigkeiten dort erheblich grôBer sich gestalten. Ich kann 
im übrigen nur nochmals betonen, daf ich meine eigenen Werte 
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cher immer noch für etwas zu hoch als für zu niedrig ansehe, 
wofür ebenfalls bei der späteren Erôrterung der Mischungswärmen 
der Grund sich ergeben wird. 


8. Spezifische Wärmebestimmungen an Aethylalkohol- 
Wassergemischen. 


-Im Nachfolgenden sind zunächst die Versuche für die einzelnen 
Temperaturbereiche und Alkohol-Wassergemische tabellarisch zu- 
sammengestellt. Da der Verlauf der Kurven für die spezifischen 
Wärmen als Funktion der Zusammensetzung ein recht kompli- 
zierter ist, mufBte auf die Zusammenfassung in eine Gleichung 
vorerst verzichtet werden. 


a. Versuche zwischen O0 und 6 Grad Celsius. 


Tabelle 6. 
© - = 
DE SARE 8 +], 
8 5 5 5 LS = À pp à D | À 2 == 
4158 4 © Se |S%a 3 8 à gb) 20 & © 
. S LA bo AE. (SRE T $,2| Gewichts- SÈEE Be 2,8 
A + ! 

Aslsgs | Éte l@g<)ges) prœent [LéÉélhss) cé 
pe nm NE FA 2 £ à 
2109818" |[2<s|584 ® © © 2 5 = 
se |S OS. OH So. SE 2 228% 28) 57 
A 2 & À | © .— 5 4 © SE | ÉÉEFIEE 8 
TT a © s & SRE LC Aethyl- 280S 5 8 5 © 
SE ES |SÉSINST lamon[ Ness ÉESISR | S 

‘© À | cm j x: 8 


165 | 362,5 | 8,203 | 4,673 | 180,2 | 8,55 | 91,45 | 4,21 | 2,19 | 1,0377 

166 | 360,1 | 8,187 | 4,687 | 1798 | , ; 493 | 2,43 | 1,0381 

162 | 344,4 | 8,228 | 4,701 | 180,6 | 16,35 | 83,65 | 4,46 | 2,53 | 1,0405 

163 | 352,2 | 8,254 | 4,704 | 1492 | , : 3,60 | 2,65 | 1,0466 

164 | 346,9 | 9,247 | 5,270 | 1199 | , L 3,69 | 3,42 | 1,0449 
| 


167 | 356,5 | 8,170 | 4,675 | 180,2 | 24,43 | 75,57 | 4,32 | 2928 | 1,0233 
168 | 364,1 | 8,160 | 4,673 | 180,1| , £ 423 | 2921 | 1,0217 
| 


169 | 355,6 | 8,129 | 4,651 | 180,1 | 33,52 | 66,48 | 4,49 | 2,38 | 0,9743 
170 | 350,9 | 7,302 | 4,215 | 1815 | , È 3,10 | 2,85 | 0,9826 


171 | 335,9 | 8,123 | 4,630 | 180,1 | 48,70 | 51,380 | 5,27 | 2,71 | 0,8670 
172 | 330,2 | 7,294 | 4,195 | 180,6 | , , |. 483 | 2,32 | 0,8754 


173 | 331,8 | 7,301 | 4,193 | 179,9 | 71,49 | 28,51 | 5,10 | 2,92 | 0,7297 
174 | 319,1 | 7,303 | 4,194 | 1198 | , 4 3,50 | 3,81 | 0,7351 


175 || 309,9 | 7,336 | 4,194 | 182,6 | 83,62 | 16,38 | 6,11 | 3,71 | 0,6575 
176 | 312,7 | 7,289 | 4,182 | 18011 , ; 5,92 | 3,19 | 0,6575 


Mitteltemperatur der ganzen Reihe : 2,770. 

Dazu gehôriger Wert der spezifischen Wärme des reinen Aethylalkohols: 0,5443. 
Mittlerer Temperaturanstieg bei den Versuchen: 4,48. 

Mittleres Gültigkeitsbereich der Versuchsreihe: 0,53° bis 5,010. 
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b. Versuche zwischen 20 und 26 Grad Celsius. 
Tabelle 7. 
CORRE NE à LI La, 
&0 0 © a ro] e Û 
58e 8 RS 2 F4 9 d d # S=| 
w | 2 & ES 8. © | x to 8 à 2.2 © NS 
528% 8. ÈS lSSS) Gewichts |S5ÉE Le 2,8 
ë À fes As A 4 SE prozente ge be € CRE 2e 
Br RSS los. Se |SÈ Séaglses| 
F8 287 Se ELE 8 8.4 |Aethyl- SEE 58 | £S 
S 4 4 Le] 
$ È E° #®% | #% |alkohol Wasser E #2 E ES o 
23 366,4 | 9,266 | 5,170 | 180,0 6,04 5,35 21,61 1,0076 
12 | 353,4 | 9,144 | 5,113 180,0 | 16,67 | 83,33 5,32 22,10 | 1,0246 
20 | 354,2 | 9,180 | 5,120 | 2398 | , : 7,07 | 23,07 | 1,0305 
19,11"350,1, 19,173. |" 5,126 179,7 | 24,01 | 75,99 5,27 22,83 1,0341 
11 | 349,0 | 9,172 | 5,128 | 180,0 | 34,98 | 65,02 5,59 22,29 | 0,9914 
18 | 348,4 | 9,209 | 5,138 | 1800 | , ; 5,66 | 22,24 | 0,9862 
21 | 337,7 | 8,126 | 4,580 | 180,0 | 39,91 | 60,09 | 4,65 | 22,72 | 0,9722 
10 | 337,8 | 8,120 | 4,567 | 180,0 | 51,17 | 48,83 | 5,00 | 21,90 | 0,8973 
13 | 335,6 | 8,073 | 4,558 | 180,0 | , . 4,92 | 23,19 | 0,9109 
15 | 311,2 | 9,204 | 5,140 | 180,0 | 63,24 | 36,76 | 7,35 | 24,87 | 0,8384 
14 | 320,6 | 8,201 | 4,620 | 180,0 | 66,45 | 33,55 5,98 22,29 | 0,8004 
8 | 312,0 | 7,396 | 4,134 | 180,0 | 76,63 | 23,37 | 5,30 | 23,65 | 0,7446 
17 | 298,2 | 9,223 | 5,143 | 180,0 | 86,41 | 13,59 | 9,35 | 24,77 | 0,6781 
22 || 298,2 | 7,179 | 4,010 | 1500 | , k 4,66 | 25,22 | 0,6891 
Mitteltemperatur der ganzen Reïhe: 28,05°. 
Dazu gehôriger Wert der spezifischen Wärme des reinen Aethylalkohols: 0,5787. 
Mittlerer Temperaturanstieg bei den Versuchen: 5,822. 
Mittleres Gültigkeitsbereich der Reïhe: 20,14° bis 25,960. 
c. Versuche zwischen 38 und 43 Grad Celsius. 
Tabelle 8. 
119 | 383,3 | 6,472 | 3,617 | 179,9 | 5,02 | 94,98 | 2,48 | 41,84 | 1,0170 
120 | 381,4 | 7,146 | 3,943 | 180,1 | 13,57 | 86,43 | 2,99 | 39,62 | 1,0216 
121 | 360,3 | 6,543 | 3,676 | 180,1 | 20,12 | 79,88 | 2,69 | 39,24 | 1,0239 
122 | 356,6 | 7,231 | 4,052 | 179,7 | , ; 3,28 | 42,00 | 1,0309 
193 | 346,6 | 7,178 | 4,018 | 179,9 | 33,27 | 66,73 | 3,39 | 43,04 | 1.0092 
124 | 357,3 | 6,487 | 3,649 | 179,2 | , . 2,71 | 40,32 | 1,0021 
125 | 353,9 | 6,478 | 3,642 | 180,1 | 39,45 | 60,55 | 2,79 | 40,25 | 0,9831 
196 | 341,2 | 7,292 | 4,087 | 180,1 | 49,64 | 50,36 | 3,90 | 38,87 | 0,9168 
127 | 340,3 | 6,554 | 3,682 | 1800 | , : 3,15 | 40,14 | 0,9214 
128 | 328,9 | 6,522 | 3,663 | 179,6 | 60,12 | 39,88 | 3,43 | 39,14 | 0,8604 
129 | 339,8 | 7,171 | 4,012 | 180,1 | , ; 4,03 | 39,16 | 0,8570 
130 | 320,9 | 7,241 | 4,084 | 180,2 | 73,27 | 26,73 | 4,67 | 42,05 | 0,7999 
133 | 331,8 | 7,243 | 4,079 | 179,7 | , : 4,52 | 41,38 | 0,7979 
131 321,7 | 7,197 | 4,040 | 179,8 | 78,48 | 21,52 4,81 39,92 | 0,7570 
132 | 321,9 | 6,508 | 3,666 | 180,2 LR TRE: 3,85 44,56 | 0,791 


Mitteltemperatur der ganzen Reïhe: 40,77°. 
Dazu gehôriger Wert der spezifischen Wärme des reinen Acthy;lalkohols: 0,608. 


Mittlerer Temperaturanstieg bei den Versuchen: 3,51°. 
Mittleres Gültigkeitsbereich der Reihe: 39,02° bis 42,52°. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1006. Hefi 8. 
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4 Spezifische Wärmebestimmungen an Propylalkohol- 
Wassergemischen. 


Auch hier ist zunächst nur das Beobachtungsmaterial zu- 
sammengestellt; Bemerkungen dazu sollen späterhin gemacht 
werden. d 


a. Versuche zwischen 0 und 5 Grad Celsius. 


Tabelle 9. 
u® | El à ei ne a 
SE 8 4.S © | & bo Ho o| vs De! 
US |SSel 8. lSSSlS8S) Gewichte |SEÉMES | 28 
SBlÉoSs|SE2lp <le NE rozente OSSE ia = 
g2l'é2Ss|ars g D 'S P 2.0E © RL) © 
8,212 0608 |2S$E> | 01 8 5 4 29 Al 028 SE 
5 | S %o | o,4 ER ET ÉRgsslékee © 
Anal ES |sns |Sés | EE? SEvsles | 4 
8 E % EE |S$4 NE Propyl Wasser! SE £ 8 RE 
‘Sat F| à RTE Tr S 
140 | 360,8 | 7,941 | 4,548 | 180,0 | 7,08 | 92,92 | 3,97 | 2,89 | 1,0404 
141 | 358,0 | 8,981 | 5,119 | 1798 | , k 5,10 | 265 | 10373 
138 | 361,8 | 8,962 | 5,102 | 180,1 | 14,22 | 85,78 | 4,91 | 2,55 | 1,0637 
139 | 363,6 | 8,981 | 5,112 | 180,1| , É 492 | 261 | 10606 
136 | 363,1 | 8,946 | 5,092 | 180,1 | 17,90 | 82,10 4,80 2,47 1,0809 
137 | 3618 | 8,952 | 5,107 | 1801 | , “ 484 | 2,52 | 10796 
156 | 336,0 | 7,927 | 4,549 | 179,7 | 22,78 | 77,22 | 4,05 | 2,15 | 1,0906 
157 | 349,1 | 7,901 | 4,527 | 180,1| , : 3,90 | 1,99 | 10850 
158 | 343,6 | 7,896 | 4,519 | 180,1! ; À 3,92 | 2,03 | 1,0938 


146 | 345,0 | 7,884 | 4,501 | 180,2 | 29,99 | 70,01 | 4,12 | 2,26 | 1,0289 
147 | 341,6 | 7,879 | 4,501 | 180,1 | , k 4,11 | 2,26 | 1,0404 


144 | 359,2 | 7,931 | 4,518 | 180,0 | 38,44 | 61,56 | 4,23 | 2,27 | 0,9701 
145 | 336,8 | 7,887 | 4,501 | 1803 | , s 4,50 | 2,30 | 0,9619 


142 || 346,5 | 9,004 | 5,118 | 180,5 | 48,86 | 51,14 | 6,20 | 3,24 | 0,8792 
143 | 344,7 | 7,907 | 4,514 | 180,1| , . 477 | 2,39 | 0,8879 


150 | 315,7 | 7,164 | 4,071 | 179,9 | 58,20 | 41,80 | 4,54 | 2,50 | 0,8242 
151 | 324,3 | 7,097 | 4,064 | 180,0 | , À 4,39 | 2,39 | 0,8222 


148 | 324,4 | 7,131 | 4,069 | 180,5 | 69,59 | 30,41 | 4,83 | 2,68 | 0,749 
149 | 318,5 | 7,124 | 4,059 | 180,0 | , 3 4,90 | 2,56 | .0,7468 


154 | 319,8 | 7,039 | 4,063 | 180,1 | 74,80 | 25,20 | 5,04 | 2,66 | 0,7138 
155 | 305,2 | 7,031 | 4,059 | 180,1 | , r. 5,23 | 2,78 | 0,7171 


152 || 308,3 | 7,049 | 4,069 | 179,7 | 84,26 | 15,74 | 5,69 | 2,95 | 0,6501 
153 || 307,8 | 7,058 | 4,069 | 180,1 , 5,72 2,99 | 0,6503 
Mitteltemperatur der ganzen Reïhe: 2,532. 
Dazu gehôriger Wert der spezifischen Wärme des reinen Propylalkohols: 0,5322. 
Mittlerer Temperaturanstieg während der Versuche: 4,730, 
Mittleres Gültigkeitsbereich der Reïhe: 0,19 bis 4,890. 
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b. Versuche zwischen 21 und 27 Grad Celsius. 
Tabelle 10. 


© = — 
20 20 © ua à = = 
S 2 ! # =] 
an 2 $ 5% CRÉES a 0 0.0 à à 4 à 
« | © = 52244 A 8 Ê& 2 S 
BE B 2 2 84 0 ÉnelTgéSs| Gewichts | È Et à, Ë 
BIS |SES ce )ses) ponte lsÉééégs) LÉ 
a ,© | = 2" + CR ah FE 82 © 
SP |SSS on ESSONNE RC ® 
© ©: a 1.8 © © "ro Ans 0 
SUP E PME EIRE ÉRÉTFIÉE ES 
29 [84 |Ss5s IS SA Propyl SBSSISE El 
nt CEE CREER py Wasser'e SES ES Ba 
A = CE] lalkohol 82 S E 
© à 5 


51 | 356,3 | 8,246 | 4,640 | 180,0 | 10,94 | 89,06 | 4,23 | 22,00 | 1,0471 
5,175 


53 | 349,0 | 9,313 | 5,175 | 1800 | , Ë 5,49 | 24,00 | 1,0364 
60 | 352,6 | 9,373 | 5,189 | 180,0 | 19,48 | 80,52 | 5,41 | 24,03 | 1,0516 
62 | 356,2 | 9,147 | 5,102 | 1798 | , : 5,09 | 24,54 | 1,0612 
50 | 334,2 | 8,304 | 4,662 | 180,0 | 31,86 | 68,14 | 4,72 | 22,07 | 1,0078 
54 | 344,8 | 9,292 | 5,170 | 1800 | , f 5,75 | 24,10 | 1,0200 
63 | 333,8 | 9,149 | 5,106 | 180,0 | 44,31 | 55,69 | 6,12 | 25,00 | 0,9359 
61 | 333,7 | 9,266 | 5,155 | 1798 | , É 6,30 | 24,73 | 0,9284 
52 | 321,9 | 8,227 | 4,605 | 180,0 | 58,75 | 41,25 | 5,62 | 23,74 | 0,8512 
56 | 322,8 | 9,249 | 5,146 | 1802 | , : 7,10 | 23,76 | 0,8448 
55 | 306,3 | 7,289 | 4,044 | 180,0 | 74,83 | 26,17 | 5,22 | 22,58 | 0,7408 
57 | 316,8 | 7,231 | 4015 | 1800 | , . 496 | 23,78 | 0,7443 
58 | 299,2 | 7,302 | 4,044 | 180,0 | 89,41 | 10,59 | 6,08 | 23,68 | 0,6447 
59 | 302,8 | 7,261 | 4,017 | 1800 | , ; 5,89 | 24,16 | 0,6506 


Mitteltemperatur der ganzen Reihe: 23,870. 

Dazu gehôriger Wert der spezifischen Wärme des reinen Propylalkohols: 0,5680. 
Mittlerer Temperaturanstieg während der Versuche: 5,572. 

Mittleres Gültigkeitsbereich der Reïhe: 21,09° bis 26,652. 


c. Versuche zwischen 38 und 43 Grad Celsius. 


Tabelle 11. 
141 | 364,6 | 6,323 | 3,612 | 180,1 | 10,09 | 89,91 | 2,54 | 42,65 | 1,0177 
142 | 364,7 | 6,992 | 3,936 | 1806 | , È 3,07 | 40,59 | 1,0170 


143 | 347,9 | 6,981 | 3,941 | 181,0 | 20,11 | 79,89 | 3,18 | 39,72 | 1,0301 
144 | 342,1 | 6,301 | 3,607 | 179,9 | 30,08 | 69,92 | 2,77 | 40,38 | 0,9848 


145 || 346,9 | 7,029 | 3,956 | 180,1 | , j 3,37 | 40,35 | 0,9777 
146 | 328,1 | 6,967 | 3,952 | 180,1 | 40,20 | 59,80 | 3,65 | 39,90 | 0,9408 
147 | 328,5 | 6,387 | 3,607 | 180,1| , ! 3,02 | 40,77 | 0,9510 
148 | 289,4 | 6,413 | 3,599 | 179,9 | 49,88 | 50,12 | 3,59 | 39,87 | 0,8998 
149 | 290,8 | 7,046 | 3,937 | 180,1 | , s 4,34 | 39,96 | 0,3910 


150 | 336,9 | 7,009 | 3,960 | 179,9 | 59,98 | 40,02 | 3,95 | 39,36 | 0,8193 


151 | 311,7 | 7,029 | 3,963 | 180,0 | 85,55 | 14,45 | 5,06 | 40,33 | 0.7084 
152 | 313,8 | 7,040 | 3,959 | 1798 | , ; 5,01 | 40,49 | 0,7108 
153 | 319,0 | 6,472 | 3,602 | 180,3 , . 4,09 41,66 | 0,7197 
Mitteltemperatur der ganzen Reïhe: 40,462. 
Dazu gehôriger Wert der spezifischen Wärme des reinen Propylalkohols: 0,5964. 
Mittlerer Temperaturanstieg während eines Versuchs: 3,66°. 
Mittleres Gültigkeitsbereich der Reihe: 38,63° bis 42,29°. 
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5. Spezifische Wärmebestimmungen an Methylalkohol- 
Wassergemischen. 


a. Versuche zwischen 0 und 6 Grad Celsius. 


Tabelle 12. 
& 5 Ë à ME: $ è ED D A à = 
2 > mu ES pe del 
LS lSSulS5. |S8SlÉSS) Gewichs [SBSÉS | 28 
4 + + 2 
sé desdites) pume LSése) *à 
© | 2 + .— = D do 
EL EE CCR es SES 258% £e Le 
a E D | SAS |ÈE S83%S|E 53 a 
© | & © 5 & &:3 à | S 0.8 |Methyl- PR ATIRE- EX 
T ee] æ an 
FE [ES [ASSIS Jakob eng ÉEElSs | $ 
a 
119 | 364,8 | 7,871 | 4,532 | 180,1 | 3,68 | 96,32 | 3,96 | 2,12 | 1,0183 
113 | 347,7 | 8,992 | 5,153 | 182,8 | 5,36 | 94,64 | 5,44 | 2,81 | 1,0243 
117 | 351,9 | 7,897 | 4,561 | 180,0 | 8,32 | 91,68 | 4,12 | 2,10 | 1,0233 
118 | 348,8 | 7,838 | 4,514 | 180,0 | , x 4,09 | 2,14 | 1,0212 
96 || 344,5 8,113 | 4,653 | 179,9 | 10,00 | 90,00 4,45 2,23 1,0123 
97 | 341,6 | 8,102 | 4,656 | 1802 | , É 4,46 | 2,36 | 1,0195 
115 | 358,5 | 8,977 | 5,137 | 180,1 | 13,95 | 86,05 | 5,27 | 2,73 | 1,0060 
100 | 346,5 | 8,082 | 4,619 | 180,2 | 20,10 | 79,90 | 4,57 | 2,41 | 0,9691 
101 | 357,4 | 8,076 | 4,622 | 1800 | , . 444 | 92,52 | 09672 
102 | 335,8 | 8,039 | 4,620 | 180,1 | 29,03 | 70,97 | 4,86 | 2,49 | 0,9320 
103 | 348,5 | 8,040 | 4,620 | 180,1 | , os 1,68 | 2,48 | 09343 
104 | 345,3 | 8,043 | 4,623 | 1800 | , : 4,74 | 2,45 | 0,9310 
105 | 346,8 | 8,035 | 4,616 | 179,9 | , : 470 | 2,60 | 09323 
106 | 333,3 | 8,068 | 4,624 | 179,8 | 40,31 | 59,69 | 5,28 | 2,73 | 0,8660 
107 | 338,7 | 8,064 | 4,620 | 180,1 | , ; 5,21 | 2,75 | 0,8615 
108 | 345,5 | 8,048 | 4,613 | 180,0 | , . 5,07 | 274 | 08655 
109 | 337,5 | 8,053 | 4,615 | 180,1| , k 5,20 | 2,75 | 0,8641 
110 | 327,2 | 8,006 | 4,581 | 180,1 | 50,10 | 49,90 | 5,60 | 2,90 | 0,8126 
111 | 329,8 | 7,969 | 4,566 | 179,9 | , s 5,40 | 3,00 | 0,8299 
112 | 323,1 | 7,964 | 4,565 | 180,1 | , < 5,59 | 289 | 0,8169 


120 | 328,3 | 9,229 | 5,313 | 149,6 | 60,75 | 39,25 | 6,59 | 3,54 | 0,7616 
121 | 330,5 | 7,151 | 4,131 | 1803 | , + 472 | 2,40 | 0,7676 


122 | 321,8 | 7,144 | 4,128 | 180,1 | 71,66 | 28,34 | 5,19 | 2,67 | 0,7104 
193 | 324,3 | 7,127 | 4,113 | 180,1 | , 5,09 | 2,61 | 0,7151 


125 | 315,2 | 7,053 | 4,078 | 180,1 | 80,23 | 19,77 | 5,43 | 2,87 | 0,6725 


127 || 311,6 | 7,080 | 4,076 | 180,1 | 90,01 | 9,99 5,85 3,02 | 0,6253 
Mitteltemperatur der ganzen Reihe: 2,632. 
Dazu gchüriger Wert der spezifischen Wärme des reinen Methylalkohols: 0,5703. 
Mittlerer Temperaturanstieg beim Versuch: 5,002. 
Mittleres Gültigkeitsbereich der Reihe: 0,130 bis 5,130. 
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b. Versuche zwischen 21 und 28 Grad Celsius. 
Tabelle 18. 
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D 1 JE Pl 
&0 E0 œ a i D È : 
H À EL fuit ss 2 bp à S | d # 

a | 2 © 5 © A.S © | w to ER 2e eo & 
LE lSrw SE. |SSslSSES| Gewichts SÉÉSS ES 2 Ë 
sélses | £selngt|sss| prouent QeESléEs| C5 
8,0 1208 |27S> vng|sEx OO END a 
BE Son q 80. |graru Ebgolk el ©, 
Aal sa ls TISRS SE (SÉSbales | ÉA 

S|£% |8$ SSE N 85 MethyE asser 8 8 ES | 8 Ê 2 

“SE LE #8] à  jalkohol a à Lt 

36 | 367,1 | 9,446 | 5,250 | 181,2 | 19,18 | 87,82 | 5,68 | 25,96 | 0,907 

37 | 370,9 | 9,363 | 5,196 | 1796 | , ' 43 | 24,68 | 0,9938 

42 || 343,9 | 7,214 | 4,015 | 240,0 | 23,44 | 76,56 | 4,69 | 26,34 | 0,9834 

43 | 353,7 |. 9,173 | 5,119 | 180,2 ; , 5,56 26,65 | 0,9830 

32 | 349,2 | 9,224 | 5,144 | 180,0 | 34,46 | 65,54 | 5,76 | 24,34 | 0,9691 

33 | 344,6 | 9,213 | 5,145 | 180,0 | , L 5,81 | 25,45 | 0,9721 

38 | 366,8 | 9,343 | 5,200 | 180,0 | , s 5,71 | 24,66 | 0,9542 

39 | 345,4 | 9,330 | 5,195 | 180,2 | 46,63 | 53,37 6,54 25 19h 0 877 

30 | 320,9 | 9,238 | 5,160 | 180,2 | 61,85 | 38,15 | 7,56 | 23,61 | 0,7965 

81 | 337,0 | 9,238 | 5,160 | 180,0 . . 1:19 23,45 | 0,798 

28 | 313,4 | 7,290 | 4,060 | 180,0 | 74,65 | 25,35 | 5,29 | 22,20 | 0,7170 

40 | 309,4 | 7,294 | 4,052 | 180,2 : : 5,23 25,13 | 0,7350 

26 || 304,3 | 7,298 | 4,072 | 180,0 | 86,03 | 13,97 | 5,81 | 22,59 | 0,6704 

27 | 312,0 | 6,552 | 3,600 | 179,8 : 5 4,52 22,16 | 0,6673 

41 | 302,2 | 7,296 | 4,051 | 1800 | , É 5,19 | 25,49 | 0,6734 
Mitteltemperatur der ganzen Reïhe: 24,390. 

Dazu gehôriger Wert der spezifischen Wärme des reinen Methylalkohols : 0,6072. 
Mittlerer Temperaturanstieg beim Versuch: 5,772. 
Mittleres Gültigkeitsbereich der Reïhe: 21,419 bis 27,270. 

©. Versuche zwischen 38 und 43 Grad Celsius. 
Tabelle 14. 
154 | 365,5 | 6,284 | 3,582 | 180,1 | 10,02 | 39,97 | 2,54 1 39,96 | 0,9999 
155 || 350,1 | 6,913 | 3,906 | 180,1| , ; 329 | 40,22 | 0,950 
156 | 345,6 | 6,939 | 3,916 | 180,2 | 19,97 | 80,05 | 3,34 | 39,89 | 0,9675 
157 | 357,5 | 6,284 | 3,582 | 180,0 | , 2,61 | 39,92 | 0,9929 
158 | 340,9 | 6,282 | 3,585 | 179,9 | 29,98 | 70,02 | 2,80 | 40,55 | 0,9675 
159 | 341,4 | 6,950 | 3,926 | 180,1 | , À 3,46 | 40,20 | 0,9473 
160 | 332,1 | 6,314 | 3,589 | 179,9 | 39,96 | 60,04 | 3,02 | 39,66 | 0,9231 
161 | 320,5 | 6,978 | 3,937 | 180,1| , : 385 | 39,82 | 0,9085 
162 | 316,6 | 6,296 | 3,588 | 179,8 | 50,01 | 49,99 | 3,31 | 39,89 | 0,875 
163 | 335,6 | 6,966 | 3,922 | 180,38 | , Fe 3,81 | 39,78 | O,8731 
164 | 327,4 | 7,018 | 3,963 | 180,9 | 60,14 | 39,86 | 4,25 | 3945 | 0152 
165 | 317,8 | 6,320 | 3,591 | 1800 | , x 3,61 | 39,91 | 0.8256 
166 || 312,2 | 6,967 | 3,907 | 180,1 | 70,02 | 291,98 | 1,97 40,17 0,7697 
167 | 310,2 | 6,342 | 3,566 | 180,3 : , | AU 40,28 | 0,7851 
168 | 305,2 | 6,356 | 3,564 | 180,7 | S0,05 | 19,95 4,1 10,34 2 0,7256 
169 | 296,9 | 7,016 | 3,909 | 1802 |, : 5,14 | 39,91 | 0,719 
TO NRA G OST TOO 0030) 0 | 3,67 (LE AUTIOR Lex 
per Moss cdtocs70 35814 1805 6 see | 455 lavit oeres 
Mitteltemperatur der ganzen lieihe: 40,15" 
6122. 


Dazu gehôriger Wert der spezilischen Wärme des reinen Methylalkohols : 


Mittlerer Temperaturansticg beim Versuch: 3,76°. 


Mittleres Gültickeitsbereich der Reiho: 38.959 bis 49.010 
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6. Spezifische Wärmebestimmungen an Gemischen 
zweier Alkohole. 


Der Vollständigkeit wegen wurden auch eine Reïhe von Be- 
stimmungen ausgeführt, bei denen es galt, die spezifische Wärme 
von Gémischen zweier Alkohole zu bestimmen. Auch von diesen 
sei zunächst hier nur das reine Beobachtungsmaterial vorgelegt. 
Es beschränken sich die Bestimmungen, da Versuche bei hôheren 
Temperaturen schwierig so genau auszuführen sind, um für die 
thermodynamisch interessanten Fragestellungen Bedeutung zu ge- 
winnen, auf das Gebiet etwas über Zimmertemperatur und auf 
das Gebiet um Null Grad. 


a. Versuche mit Aethyl- und Propylalkoholgemischen. 


Tabelle 15. 
= So À 5 ä.S £ $ à w à S à à & 
F2 = es Er æ & & v- is 
LÉ DA au. SÈE S $ 2 Gewichts- SE» Eù à à 
25 lhos|Srelw _<|nas rozente lo SS ES 2.4 
ÉSlSEs loss o#e|SSE) ? Sa <l0és| 2e 
ES lets Se, Ses 2É88E "| de 
= .— bre S= 50 Le | Fe A 
É a © CE 34 EE Propyl-[Aethyl-|5 £ © & È£ CE 
TS JS #Æ| &  |alkoholalkohol|g * mt À à & 
189 | 290,9 | 7,240 | 4,185 | 180,1 | 23,75 | 76,25 | 7,46 3,91 | 0,5460 
190 | 304,4 | 7,221 | 4,182 | 180, , : 7,13 | 3,79 | 05463 
187 | 298,8 | 7,227 | 4,183 | 180,2 | 46,88 | 53,12 | 7,31 3,79 | 0,5426 
188 || 298,6 | 7,220 | 4,185 | 1802 | , : 7382 | 3,82 | 0,5417 


Mitteltemperatur der Reïhe 3,830. 

Spezifische Wärmen der reinen Alkohole bei dieser Temperatur: 
Aethylalkohol: 0,5461. 
Propylalkohol: 0,5344. 


70 || 284,4 a | 3,908 179,7 | 17,45 | 82,55 | 6,60 | 23,19 | 0,5735 
75 | 292,0 | 7,298 | 4,058 : 1802 | , è 6,88 | 23,70 | 0,5798 


71 | 300,1 | 7,062 | 3,915 | 180,2 | 38,49 | 61,51 | 6,38 | 22,79 | 0,5685 
74 | 291,8 | 7,300 | 4,054 | 1800 | , à 6,96 | 23,57 | 0,5720 


67 | 297,4 | 7,224 | 4,018 | 180,0 | 57,25 | 42,75 | 6,74 | 23,06 | 0,5693 
68 || 282,6 | 7,177 | 3,980 | 180,0 | , S 7,00 .| 23,02 | 0,5644 
Mitteltemperatur der Reihe: 23,222. 
Spezifische Wärmen der reinen Alkohole bei dieser Temperatur: 
Aethylalkohol: 0,5790. 
Propylalkohol: 0,5672, 
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b. Versuche mit Aethyl- und Methylalkoholgemischen. 


Tabelle 16. 
© LU PS 
50 &0 (eo) ma d FE , 
3 £ 5 # u NE & 2 20 © D | d à =. 
2155 |5 SES le à. Ël 
4 Saw 25. SR lSSS) Gevinte [SSÉR ES | ÊE 
SE Êes EE @ 4% ÉÉ prozente e LE S É.E< 2e 
ga ,®© |© o5 & ons |SsE © © 028 a 
SP |S 2 lots |So. | Sen Ebgoalkeal) © 
Ag|oSa st Shs |ÉRT SÉbales | 82 
S|2aS 58 SA à 2.4 Aethyl-Methyl-\5 ÈS ££ PE à 
RM #5 | %  |alkohollalkohol Las De A À 
185 7,239 ,8 | 34,57 | 65,43 | 6,81 | 
186 7234 | 4182 1 Mol k 6,94 
183 4 | 7,249 | 4,182 | 180,0 | 68,21 | 31,79 | 7,33 | 3,97 | 0,5576 
185 72 | 7,250 | 4,187 | 1802 | ë 7,19 | 3,83 | 05598 


Mitteltemperatur der Reïhe: 4,270. 
Dazu aise Wert der spezifischen Wärme des Aethylalkohols: 0,5469. 
$ 2 . à . ; » Methylalkohols: 0,5748. 
48 || 282,0 | 7,277 | 4,044 | 180,0 | 29,83 | 70,17 6,84 | 24,73 | 0,5996 
47 | 288,1 | 7,280 | 4,044 | 180,0 | 55,00 | 45,00 | 6,76 | 24,28 | 0,5948 
49 || 288,8 | 7,280 | 4,047 | 180,0 | 76,98 | 23,02 | 6,78 | 24,89 | 0,5918 


Mitteltemperatur der Reïhe: 24,632. 
Dazu gehôüriger Wert der spezifischen Wärme des Aethylalkohols: 0,5814. 
» Methylalkohols : 0,6075. 


n ” ” n »” » 


c. Versuche mit Propyl- und Methylalkoholgemischen. 


Tabelle 17. 
181 | 301,8 | 7,254 | 4,183 | 120,1 | 22,48] 75,52 | 6,92 | 4,00 | 0,5724 
182 | 300,1 | 7,250 | 4,183 | 179,9 | , , 7,00 3,56 | 0,5674 
179 | 295,9 | 7,251 | 4,182 | 180,0 | 44,59 | 55,41 | 7,19 3,68 | 0,5591 
180 | 296,6 | 7,231 | 4,182 | 180,1 F ; 7,16 3,65 | 0,5589 
177 | 295,7 | 7,277 | 4,181 | 180,0 | 58,71 | 41,29 | 7,26 3,75 | 0,5556 
178 | 298,2 | 7,251 | 4,182 | 180,1| , # 7,24 4,00 | 0,5509 


Mitteltemperatur der Reïhe: 3,772. 
Dazu gehôriger Wert der spezifischen Wärme des Propylalkohols: 0,5343. 
» Methylalkohols: 0,5731. 


n ” ” ” n n 
64 | 288,3 | 7,273 | 4,046 | 180,0 | 24,35 | 75,65 | 6,75 | 24,70 | 0,5949 
65 | 291,0 | 7,277 | 4,048 | 1800 | , : 6,77 | 22,89 | 0,5853 
72 | 290,1 | 7,298 | 4,058 | 180,0 | 36,86 | 63,14 | 6,83 | 23,81 | 0,5881 
77 | 295,2 | 7,297 | 4,052 | 180,2 | , ; 6,68 | 24,68 | 0,5911 
73 | 280,9 | 7,050 | 3,910 | 180,2 | 47,73 | 52,27 | 6,69 | 23,21 | 0,5749 
76 | 292,6 | 7,301 | 4,058 | 180,0 | , 6,84 | 24,02 | 0,5320 
66 | 289,0 | 7,247 | 4,029 | 180,0 | 70,80 | 29,20 | 6,94 ns 0,5709 
69 | 291,6 | 7,168 | 3,978 | 180,2 | , ï 6,71 | 23,26 | 0,5727 


Mitteltemperatur der Reïhe: 23,682. 
Dazu gehôriger Wert der spezifischen Wärme des Propylalkohols: 0,5680. 
Methylalkohols: 0,6066, 


»” n n » n n ” 


1) Kopf der Tabelle wie oben, nur ist an Stelle von Acthylalkohol Propyl- 
alkohol zu setzen. 


300 Emil Bose, 


Vergleiche mit Resultaten älterer Versuche an Gremischen 
verschiedener Alkohole miteinander kônnen leider nicht angestellt 
werden, da meines Wissens bisher keinerlei Beobachtungen von 
anderer Seite darüber vorliegen. 


7. Vergleich der Resultate für Alkohol-Wasser- 
gemische mit älteren Beobachtungen. 


Es liegen für Mischungen von den untersuchten drei Alkoholen 
mit Wasser eine ganze Reïhe von Bestimmungen vor, welche 
jedoch nur zum Teile mit den unsrigen einigermaBen vergleichbar 
sind, da sie oft Mittelwerte üher sehr breite Temperaturbereiche 
darstellen. So weit sich eine Vergleichung ermôglichen läfit, sind 
die von anderen Beobachtern ausgegebenen Werte sowie unsere, 
so gut als môüglich, auf die betreffenden anderen Bedingungen 
umgerechneten Werte nebeneinander in folgenden Tabellen dar- 
gestellt. 

Tabelle 18 (a—k). 
A. Aethylalkohol- Wassergemische. 

Hier liegen eine grofe Reïhe Bestimmungen vor, von denen 
im allgemeinen zu sagen ist, daB sie mit Ausnahme von Zetter- 
mans Resultaten stets durchschnittlich zu etwas hôheren Werten 
fübren als die von uns angeführten Messungen. Diese einseitige 
Abweïichung beträgt im Mittel bei Zetterman 0,0 °/o, bei Regnault 
0,2%, bei Schüller 0,5 ‘Jo, bei Dupré und Page 0,6 °/o, bei Magie 
0,8°/o und bei Blümcke 1,7 °/o Da aber unser reiner Alkohol 
ebenfalls eine sehr deutlich niedrigere specifische Wärme aufweist, 
als die reinen Alkohole der genannten Forscher, so ist das im 
allgemeinen erklärlich. 


18a. Vergleich mit Schüller'). 18b. Vergleich mit Magie?) 
EE Versuchstemperatur etwas über Zimmer- 

Gew.- |Spezifische Wärme temperatur 

Proz. 


Izwischen bei 80,5" |Bemerkungen Gew.- |SpezifischeWärmel 


Aethyl-| 20—41° | Bose u. PV 

alkohol Schüller Müller | Een Bemerkungen 
PT ee M + Actyhl-| Magie |20—26° 

14,90 | 1,0391 | 1,025 Heu Mrs: |B. u. M 

20,00 || 1,0456 | 1,028 |Schüllers Re- es 

22,56 || 1,0436 | 1,024 | sultate sind 4 

2856 | 10354 | 1,011 |durchschnitt- 0,8 | 1,0009 | 1,001 me vus 
35,22 | 1,0076 | 0,996 | lich 0,50, 1,7 | 1,0026 | 1,002 | 5% Ma 
44,35 || 0,9610 | 0,950 | hüher als die RATE . 
4946 | 09162 | 0,920 |lunsrigen:; die 25 | HONTE 
49,93 || 0,9096 | 0,919 | Differenzen 4,8 | 1,0194 | 1,007 [PEER 
54,09 || 0,8826 | 0,889 |'betragen für | 


54,45 | 0,8796 | 0,886 |deneinzelnen 170 || 10509 | 1,027 | B. u. M. 


58,17 || 0,8590 | 0,868 | Versuch im 
73,90 || 0,7771 | 0,775 | Mittel 1,1°,.. 
83,00 | 0,7168 | 0,715 


1) Pogg. Ann. Erg. 5, 116, 192 (1871). 2) Phys. Rev. 9 (1899). 
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18c. Vergleich mit Regnault!). 


Gew.- Spezifische Wärme zwischen 
Proz 0 
5—10 10—150 | 15—20° Bemerkungen 
Aetbyl-| Reg- | B. u. | Reg- | B. u. | Reg- | B. u. 
alkohol| nauit | M. | nault | M. | nault | M. 
42 0,935 0,9682 | 0,947 | 0,9770 | 0,956| Die Zahlen von Regnault 
liegen im Durchschnitt um 
56 0,847 | 0,8429 | 0,862 | 0,8523 | 0,873 || 0,2 °/, hôher als die unse- 
ren. Die mittlere Abwei- 
84 0,665 | 0,6651 | 0,676 | 0,6588 | 0,687 | chung beträgt für den ein- 


zelnen Versuch: 2,5 °,. 


18d. Vergleich mit Zetterman?). 18e. Vergleich mit Dupré und 
Versuche bei 20°. Page). Versuche bei 18—192. 


Gew.- \SpezifischeWärme Gew.- |SpezifischeWärme 


Proz 4 h : Proz. - k 

# ose emerkungen Dupré Bose emerkungen 
Aethyl- Zetter und Aethyl-| und und 
alkohol Müller alkohol| Page | Müller 


Zettermans 5 1,015 | 1,009 Î l 
10 1,052 1,021 | Zahlen sind 10 1,036 1,020 Die Zahlen 


durchschnittl. von Dupré 
20 1,043 | 1,030 |genau ebenso 20 | 1,044 | 1,030 HRAERge se 
hoch wie un- im Durch- 

80 1,012 1,008 |sere Werte. 80 1.026 Les schnitt um 
Imeinzeln be- 40 0,968 | 0,967 |0,6 °/, hôher 

40 0,946 | 0,965 |trägt die Ab- als unsere 

j | weichung #5 HT Te Werte. 

50 | 0,878 | 0,910 |durchsc'…'tt- 50 | 0,906 | 0,914 Die du 
lich 20. : schnittliche 

o 60 | 0,843 | 0,849 | {5 cichung 


70 0,784 | 0,780 |der einzelnen 

Versuche be- 
80 | 0,717 | 0,714 lié 90. 
90 0,658 0,650 


18f. Vergleich mit Blümcke). 


Gew.- Spezifische Wärme 


ZW. | ZW. ZW. bei 
15—30°|20--262| 30—450| 37,50 
Blümcke|B. u. M.|Blümcke|B. u. M| 


Bemerkungen 


10 |1,100 | 1,036 | 1,008 | 1,017 | 1,042 | 1,021 | Blümckes Zahlen sind 
, | durchschnittlich um 
20 1,100 1,035 1,030 1,028 1,055 1,028 1,7 v,, hôher als unsere 
30 |1,058 | 1,001 | 1,024 | 1,009 | 1,002 | 1,013 | Werte. 1m Mittel be- 
|trägt die Abweichung 
40 0,992 0,947 | 0,950 0,971 0,962 | 0,978 der oincelinen Torche 
50 || 0,9225) | 0,885 | 0,890 | 0,917 | 0,912 | 0,917 |lca. 3°, 


1) Ann. chim. phys. (3) 9, 348 (1843). 

2) A. Zetterman, Studier ôfver specitilet Wärme. 

3) Phil. Trans. London 159, 1, 591 (1869); lPogg. Ann. Erg. Bb, 221 (1871). 
4) Wied. Ann. 25, 154 (1885) 

5) Im Original steht fälschlich 0,992. 
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B. Propylalkohol- Wassergemische. 


Bei diesen habe ich nur eine Versuchsreïhe älteren Datums 
ausfindig machen kônnen, die ebenfalls einseitig hôhere Resultate 
gegenüber unseren Versuchen aufweist. Die Vergleichung ist 
durch die folgende kleine Tabelle ermôglicht. 


188. Vergleich mit Zetterman'). Versuche bei 20°. 


Bemerkungen 
Propyl- 


1,055 | 1,042 Zettermans Zahlen sind 


10 

durchschnittlich um 1,2°/, 
2 Le 1,061 |'hüher als unsere Werte. 
30 1,032 1,028 Im einzeln beträgt die 
0, Lao era M 0060 EE ARS 
50 0,908 | 0,897 


C. Methylalkohol - Wassergemische. 


Hier liegen drei verschiedene ältere Versuchsreihen vor, von 
denen die eine im Mittel sich mit unseren Werten in Ueber- 
einstimmung erweist, während die beiden andern durchschnittlich 
um gleich viel nach oben und unten sich von unseren Zahlen ent- 
fernen. Vergleiche die drei folgenden Zusammenstellungen: 


18h. Vergleich mit Zetterman'). Versuche bei 20°. 


Gewichts- Spezifische Wärme 
Prozente 
Bose Bemerkungen 


alkohol | MAN | Miller 


10 1,018 | 1,000 | Zettermans Zahlen sind 

durchschnittl. genau eben- 
D 0,989 0,987 | hoch wie unsere Werte. 
30 0,966 0,962 Im einzeln beträgt die 


40 0,902 0,916 NE durchschnitt- 


50 0,841 | 0,852 


1) A. Zetterman, Studier ôfver specifik Wärme. Dissertation Helsingfors 
(1880). 
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18i. Vergleich mit Lecher!) 
(dessen Werte durch Division mit 1,004 
auf den 15° Cal. umgerechnet sind). 


18k. Vergleich mit Dupré”?). 


Gew.- ISpezifischeWärme 


Proz. : 
Gew.- |SpezifischeWärme zwischen! bei 390 |Bemerkungen 
Pro. Methyl-|18°—60°| p 
Bose |Bemerkungen  :]kohol Ma 
Methyl-| Lecher und Dupré | Müller 
alkohol Müller 
10 0,986 | 0,994 | Die Werte 
12,32 | 1,069 | 1,006 | Die mittlere 20 | 0,959 | o,981 | Puprés sind 
Differenz be- sämtlich nie- 
20,42 | 1,069 | 0,979 trägt 3,30) 30 0,927 | 0,959 ldriger als die 
, 0» 1 
30,57 | 0,976 | 0,945 |und Lechers 40 | 0,892 | 0,920 |umérigen and 
36,62 | 0,914 | 0,922 | Zahlen sind 50 | 0,846 | 0,872 | Mittel um 
0 
42,64 | 0,875 | 0,878 |lich um etwa 6o | 0,802 | 0,822 | 28° 
51,64 | 0,823 | 0,898 |29°/o hôher 70 | 0,755 | 0,774 
7 ÿ ? als unsere 2 0 
63,43 | 0,778 | 0,763 |  Werte. 80 | 0,700 | 0,720 
91,14 | 0,644 | 0,626 90 | 0,643 | 0,668 


Was im allgemeinen die Werte betrifft, die wir für Mischungen 
von Alkohol und Wasser, sowie für Mischungen zweier Alkohole 
gefunden haben, so glaube ich, daS den bei etwa Null Grad und 
den bei Zimmertemperatur beobachteten Zahlen etwa eine Ge- 
nauigkeit von 1/2 Prozent zukommt, und dafi die Ungenauigkeit 
der graphisch interpolierten Werte (Tabelle 19—21) der spezif- 
schen Wärmen keinesfalls 1 Prozent überschreitet. Dagegen glaube 
ich, daB die für Temperaturen über 40 Grad gefundenen Werte 
erheblich weniger genau sind. Die Schwierigkeiten der Messungen 
werden hier erheblich grüfier, wegen der schnell anwachsenden 
Dampfdrucke und der durch sie bedingten Fehlerquellen. Dies 
ist auch der Grund, weshalb ich die Werte für Propylalkohol 
und für Aethylalkohol im allgemeinen für erheblich besser halte 
als die für Methylalkohol gefundenen Zahlen. Bei den Methyl- 
alkohol-Wassergemischen kônnen die Fehler bei über 40 Grad 
meines Erachtens leicht 1 Prozent überschreiten. Belege für die 
hiermit ausgesprochenen Fehlerabschätzungen werden sich bei der 
demnächst erfolgenden Verôffentlichung des Beobachtungsmaterials 
über Mischungswärmen und deren Abhängigkeit von der Tempe- 
ratur ergeben. 


In den nunmebhr folgenden Schluftabellen habe ich in môglichst 
übersichtlicher Form zusammengestellt : 


1) Wien. Ber. 76 [2], 937 (1877). 
2) Proc. Royl. Soc. 20, 336 (1872). 
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für die Alkohol - Wassergemische aus den verschiedenen 
Versuchsreihen interpolierte Werte für die spezifischen 
Wärmen von 5 zu 5 Prozent Alkoholgehalt. 

für dieselben Gemische diejenigen Werte, welche die spe- 
zifische Wärme haben müfte, wenn sich dieselbe aus der 
der Komponenten nach der Mischungsregel berechnete. 
die Abweichungen beider Zahlengruppen von einander, also 
jene GrôBe, welche thermodynamisch von besonderem Inte- 
resse ist, da sie direkt mit dem Temperaturkoeffizienten 
der Mischungswärme in Beziehung zu setzen ist. (Siehe 
Figur 7.) (Hierbei sei bemerkt, daf in dieser Differenz 
die Fehler der spezifischen Wärmebestimmungen leider be- 
sonders stark zur Geltung kommen müssen, da die Diffe- 
renz im Durchschnitt weniger als ‘10 der spezifischen 
Wärmen beträgt.) 


Aehnliche Zusammenstellungen für die Gemische zweier Alko- 
hole zu machen verbietet einerseits die ziemlich geringe Zahl von 
Versuchen, andererseits der Umstand, daB hier die Abweichungen 
vom geradlinigen Verlauf derart kleine sind, da dieselben über- 
aus unsicher bleiben. Im Sinne der Thermodynamik hat man 
hieraus zu schliefen, daB bei diesen Gemischen der Temperatur- 
koeffizient der Wärmetônungen beim Mischen sehr kleine Werte 
besitzen muf. 
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Tabelle 20. 
Propylalkohol-Wassergemische. 


et ER CN RE OR TS COR RS RER EEE 


: Spezifische Wärme des Gemisches, 
| Spezifische Wärme des Gemisches falls dieselbe nach der Mischungs- | Abweichung der spezifischen Wärme 
Gewichtsprozente | aus den Versuchswerten interpoliert |regel berechenbar wäre. (Geradliniger|| von geradlinigen Verlauf zwischen 
von 5 zu 5°/, Verlauf zwischen den Werten für die|den Werten der reinen Komponenten 
reinen Komponenten) 
Propyl | wyasser : : : 
alkohol 10,2° bis 4,90 |21,1°bis26,6°|38,60°bis42,301 0,20 bis 4,90 21, 10bis26,60|38,6°bis42,3° 0,29 bis 4,90 |21,1°bis26,60/38,6° bis 42,3° 
0 100 1,006 0,999 0,999 1,006 0,999 0,999 0,000 0,000 0,000 
5 95 1,031 1,021 1,012 0,982 0,977 0,979 0,049 0,044 0,033 
10 90 1,052 1,040 1,022 0,959 0,956 0,959 |! 0,093 0,084 0,063 
d 15 85 1,069 1,053 1,028 0,935 0,934 0,939 0.134 0,119 0,039 
S 20 80 , 1,086 1,056 1,029 0,911 0,913 0,918 0,175 0,143 0,111 
FA 25 75, 1,082 1,048 1,011 0,888 0,891 0,898 ! 0,194 0,157 0,113 
E 30 70 1,036 1,026 0,989 0,864 0,870 0,878 0,172 0,156 0,111 
Em 35 65 0,993 0,994 0,966 0,840 0,848 0,858 0,153 0,146 0.105 
40 60 0,953 0,962 0,943 0,816 0,827 0,838 0,137 0,135 0,105 
45 55 0,913 0,928 0,920 0,793 0,805 0,818 0,120 0,123 0,102 
50 50 0,876 0,899 0,898 0,769 0,784 0,798 0,107 0,115 0.100 
55 45 0,844 0,870 0,874 0,745 0,762 0,717 0,099 0,108 0.097 
60 40 0,812 0,840 0,850 0,722 0,140 0,757 0,090 0,100 0,093 
Û 65 35 0,779 0,809 0,822 0,698 0,719 0,737 0,081 0,090 0,055 
70 30 0,746 0,776 0,796 0,674 0,697 0,717 0,072 0,079 0,079 
75 25 0,713 0,743 0,769 0,651 . 0,676 0,697 0,062 0,067 0,072 
80 20 0,680 0,708 0,743 0,627 0,654 0,677 0,053 0,054 0.066 
85 15 0,645 0,676 0,716 0,603 0,633 0,656 0,042 0,043 0,060 
_ 90 10 0,610 0,643 0,685 0,579 0,611 0,636 0,081 0,052 0,049 
s 95 5 0,572 0,608 0,649 0,556 0,590 0,616 0,016 0,01S 0,033 
æ 
100 0 0,532 0,568 0,596 0,532 0,568 0,596 0,000 0,000 0,000 
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Calorimetrische Studien. II. 


Von 


Emil Bose. 


Wärmetônungen beim Mischen von Alkoholen mit Wasser 
und beim Vermischen zweier Alkohole, nach Versuchen von 
Emil und Margrete Bose. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 28. Juli 1906. 


Die im ersten Teile der calorimetrischen Studien mitgeteilten 
Bestimmungen der spezifischen Wärme von Wasseralkoholgemischen 
und von Gremischen zweier Alkohole waren in erster Linie unternom- 
men, um als Hülfsmittel für die Bestimmung der Mischungswärmen 
zu dienen und des weiteren eine umfassende Prüfung der thermo- 
dynamischen Beziehung zu ermüglichen, wonach die Abweichung der 
spezifischen Wärme eines Gemisches von der sogenannten Mischungs- 
regel entgegengesetzt gleich sein soll der Aenderung der beim Mischen 
auftretenden und auf ein Gramm Mischung bezogenen Wärmetônung 
mit der Temperatur. Die Verwendung der Werte für die spezi- 
fischen Wiärmen des (temisches für die Bestimmung der Mischungs- 
wärmen kann auf verschiedene Weise umgangen werden, z.B. 
durch Verwendung des isotherm arbeitenden Kiscalorimeters, (dann 
ist man aber an die Verwendung ziemlich geringer Substanzmengen 
gebunden), oder dadurch, da man die Mischung in einem Gefäibe 
sich vollziehen läft, welches in ein mit Wasser gefülltes Calori- 
meter eintaucht. Ist alsdann die Wassermasse im Calorimeter 
groB gegen die beim Mischen verwendete Substanzmenge, so spielt 
der Wasserwert des Gemisches nur die Rolle einer Korrektion, 
und es genügt alsdann in den meisten Füällen, statt der Wärme- 
kapazität des Gemisches die der Komponenten zu setzen. Dies 
Verfahren hat aber den Nachteil, dafi es nur bei sehr grolien 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichton, Math.-phys. Klasso. 1906. Heft 3. 29 
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Wärmetônungen verwendet werden kann. falls man nicht zur 
thermoelektrischen Temperaturmessung greiten will, andernfalls 
werden die auftretenden Temperaturänderungen ihrer Kleinheit 
wegen nur ungenau mefbar. Ich habe es deshalb für richtig ge- 
halten, in meinem Falle, wo die Wärmetünungen nicht sehr grof 
waren, und wo andererseits die spezifischen Wärmen der Gemische 
ganz erheblich von der Mischungsregel abwichen, einen anderen 
Weg einzuschlagen, zumal die Beschaffung reiner Substanzen in 
grüBeren Quantitäten in den untersuchten Fällen keine uner- 
schwinglichen Kosten verursachte. Dax Eiscalorimeter zu ver- 
wenden, wäre ja nur bei Null Grad angängig gewesen und es 
lag mir gerade daran, bei verschiederen Temperaturen nach der 
gleichen Methode arbeiten zu kônnen. Nun läft sich zwar das 
Prinzip des Bunsenschen Eiskalorimeters auch auf andere Tempe- 
raturen verallgemeinern, indem zum Beispiel Naphtalin eine sehr 
geeignete Substanz ist, die in genügender Reinheit leicht erhältlich 
ist und ein ganz analoges Instrument für eine Temperatur von 
ca. 80 Grrad zu schaffen gestattet, zumal eine ganz erhebliche 
Volumänderung beim Schmelzen stattfindet und die Schmelzwärme 
überdies klein ist!) Erheblich einfacher und allgemeiner ver- 
wendbar dagegen ist das Verfahren, welches ich hier eingeschlagen 
habe. Dasselbe besteht einfach darin, calorimetrisch die Tempe- 
raturänderung beim Mischen zu ermitteln und dann auferdem die 
spezifische Wärme eines (remisches der gleichen Zusammensetzung 
zu bestimmen. 


Beschreibung der Versuchsanordnung. 


Das Grundprinzip der Anordnung ist wieder wie bei meinen 
spezifischen Wärmebestimmungen, die ganze calorimetrische An- 
ordnung in einer Hülle unterzubringen, welche auf beliebiger aber 
genügend konstanter Temperatur gehalten werden kann. Figur 1 
zeigt zunächst, daf der Hauptteil des Ganzen ein grofes doppel- 
wandiges GefäB ist, welches sowohl im Innenraum wie zwischen 
den beiden Wänden mit Wasser gefüllt ist. Die Wassermasse 
des Mantels wird mit Hülfe einer Prytzschen Schlauchpumpe 
durch die drei Teile des Deckels getrieben, welcher das grofe 
(refäB bedeckt. Da die Temperatur des Deckels stets nach Müg- 
lichkeit ein wenig hôüher sein soll, als die des offnen Wassers im 


1) Für die Untersuchung kostbarer Substanzen in Bezug auf spezifische 
Wärmen, Mischungswärmen etc. bei hôüherer Temperatur dürfte die Durcharbeitung 
des Naphtalin-Calorimeters eine lohnende Aufgabe sein. 
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Innenraume, damit keine Kondensation am Deckel stattfindet, so 
wird das cirkulierende Wasser an der Stelle entnommen, . wo 
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der ganzen Anordnung die Wärme zugeführt wird. nämlich von 
der Mitte des Bodens, unter welchem sich die meist kleine Heiz- 
flamme befindet, die ausreicht das Ganze um die gewinschte 
Anzahl von Gruden über Zimmertemperatur zu halten. Das Ent- 
nahmerobr ist seitlich cingelütet nnd zwar unmittelbar am Boden, 
bis an dessen Mitie es reicht. Von hier wird also das Waxser 
entnommen, strômt von dort der Reihe nach durch alle droi 
Teile des Deckels und daraut durch die Schlauchpampe zurück 


zur Haupiwassermiasse. Es wird durch diese Anordnung erreicht, 
.)) * 
di md 
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daB die Wassertemperatur im mittleren Deckelteil über dem 
eigentlichen Calorimeter um etwa 0,1 Grad hôher ist, wie die der 
übrigen Umgebung desselben, was durch zwei Thermometer kon- 
trolliert wird, die beim Eintritt und Austritt des Wassers in den 
Deckel angebracht sind. Der Inhalt des inneren Wasserbehälters 
wird durch zwei Turbinen durchgerührt, welche einander gegen- 
über darin angebracht wird und deren obere Lager sich in den 
beiden festen Teilen des Deckels befinden. 

Der Deckel besteht nämlich aus zwei einander gleichen festen 
Kreissegmenten und einem zwischen ihnen abgegrenzten beweglichen 
Stück. (Vergl. die punktierten geraden Linien der Figur 2.) Dieses 
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neren Wasserbades. 

bewegliche mittlere Stück des Deckels ist derartig an der Decke des 
Zimmers aufgehängt, daf es vermittels zweier über Rollen geführter 
dünner Drahtseile mit passenden Gegengewichten ausbalanziert ist 
und trotz seines wegen des Wasserinhaltes ganz erhcblichen Ge- 
wichtes doch spielend bewegt werden kann. An diesem Mittel- 
stück hängen an einem soliden Eisenbandbügel (siehe Figur 1) drei 
Thermometer, von denen das mittlere, mit Spiralrührer versehene, 
in das cigentliche Mischungscalorimeter taucht, während die beiden 
seitlichen zur Bestimmung der Temperatur der Flüssigkeiten vor 
dem Mischen dienen. Um ohne groBen Zeitverlust zwei Misch- 
versuche hintereinander machen zu künnen, ist das innere Gefäf 
zur Aufnahme von 4 Pipetten eingerichtet, von denen also stets 
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je zwei für einen Mischversuch gebraucht werden. Die zwei für 
den ersten Versuch bestimmten Pipetten sind derart eingesetzt, 
daf ihre Ausblaseüffnungen in das eigentliche Mischungscalorimeter 
hineïnreïchen. Nachdem durch vorherige Temperaturablesungen die 
Temperaturen der Flüssigkeiten wie des Calorimeters ermittelt 
worden sind (Vorperiode), werden die beiden Pipetten in das Calori- 
meter hinein ausgeblasen (mit Hülfe zweier kleiner Gummihand- 
gebläse) und es erfolgt nunmehr in diesem die Durchmischung und 
die Bestimmung der beim Mischen stattfindenden Temperataränderung 
durch Beobachtung des mittleren Thermometers, wobei selbstredend 
in der üblichen Weise die Nachperiode zur Berücksichtigung des 
Wärmeaustausches mit der Umgebung verfolgt wird u. s. w. Ueber 
die Methodik ist in dieser Beziehung alles genügend bekannt und 
nach den z. B. im Kohlrausch gegebenen Anleitungen in sinn- 
gemäBer Weise auf unsern Fall übertragen worden, soda darüber 
wenig zu sagen bleibt. Nach dem ersten Versuch wird das ge- 
füllte Calorimeter entfernt, desgleichen die leeren Pipetten, ein 
neues môüglichst schon auf nahe die richtige Temperatur gebrachtes 
Calorimeter eingesetzt und die zwei nächsten Pipetten, welche 
sich bisher in Ruhestellung befanden, nach dem Calorimeter ge- 
wendet. Alles das ist in weniger als zwei Minuten geschehen und 
der Deckel wieder aufgesetzt. Nach einer halbstündigen Pause etwa 
ist alles bereit für die Anstellung des zweiten Versuches. Sofort 
nach diesem werden vier neue Pipetten, die in der Pause zwischen 
den beiden Versuchen gefüllt und gewogen wurden, eingesetzt, und 
der Apparat wird nun unter fortgesetztem Betrieb von Rührung und 
Cirkulation so lange (wenigstens drei bis vier Stunden) sich selbst 
überlassen, bis der Inhalt der Pipetten Zeit hat, die Temperatur 
des Wasserbades anzunehmen. Auf diese Weise konnten béquem 
an einem Tage vier Mischungsversuche ausgeführt werden und die 
Wartezeit wurde zur Ausführung der in Teil I beschriebenen Mes- 
sungen der spezifischen Wärmen der Gemische benutzt. 

Die Bestimmung der beim Mischen eintretenden Temperatur- 
erhôhung ist bei der gewählten Anordnung leicht auszuführen und 
einer ganz erheblichen Genauigkeit fähig, des weiteren sind die 
erhaltenen Zabhlen auch dann noch von Wert, wenn eine Neu- 
bestimmung der spezifischen Wärmen der Gemische ausgeführt 
werden sollte, da jederzeit mit ihnen die entsprechende Umrech- 
nung auf die Mischungswärme wieder ausgeführt werden kann. 

Leistet man bei der hier ausgearbeiteten Methode Verzicht 
auf einen kleinen Teil der (tenauigkeit, so lassen sich leicht die 
Dimensionen der Apparate ganz erheblich reduzieren und zwar 
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sowohl für die Bestimmung der spezifischen Wärmen wie für die 
eigentlichen Mischversuche. Als inneres Calorimeter kann in beiden 
Fällen ein ganz kurzes Reagenzglas mit wenigen cem Inhalt dienen 
und an einem Thermometer mit sehr kleinem Quecksilbergefäf 
läft sich ohne erhebliche Schwierigkeiten ein winziger Heizrührer 
herstellen. Richtet man die Sache derart ein, daf man das Ther- 
mometer mit Heizrübrer direkt im Mischungscalorimeter hat, so 
kann man an jeden Mischungsversuch in wenigen Minuten die 
spezifische Wärmebestimmung des Gemisches anschliefien und 50 
auch bei recht teuern Substanzen, wo ein vorsichtiges Haushalten 
mit dem Material geboten ist, die Untersuchung durchführen!). 


Das erhaltene Beobachtungsmaterial. 


Die Resultate der nach der oben beschriebenen Methode aus- 
geführten Versuche sind in den folgenden Tabellen niedergelegt. 
Es wurden insbesondere untersucht die Wärmetônungen bei der 
Mischung von Wasser mit Methylalhokol. Aethylalkohol und Propyl- 
alkobol und bei je drei verschiedenen Temperaturen, und ferner 
die Wärmetônungen bei der Mischung je zweier der drei Alkohole 
unter sich, diese aber nur bei zwei verschiedenen Temperaturen, 
da hier keine erhebliche Temperaturabhängigkeit vorliegt. Die 
folgenden Tabellen enthalten stets die Mengen der Komponenten 
der erzeugten Mischung, gewonnen durch Wägung der Pipetten 
vor und nach dem Versuch, die prozentische Zusammensetzung 
des Gemisches, die beim Mischen eingetretene Temperaturänderung, 
die spezifische Wärme des Gemisches, welche der Berechnung der 
Mischungswärmen zu Grunde gelest worden ist, die Anzahl der 
beim Mischen entstandenen oder verbrauchten Grammcalorien unter 
Berücksichtigung der Wasserwerte von Calorimeter, Rührer und 
Thermometer. Daraus ist dann die Wärmetônung pro 1 gr Mischung 
berechnet worden. Diese bezieht sich auf die Temperatur, welche 
als Anfangstemperatur des Versuchs angegeben ist. Es sind dann 
ferner diese Wärmetônungen vermittels der aus der (resamtheit 
der bei verschicdenen Temperaturen angestellten Versuche be- 
rechneten Temperaturkoeffizienten umgerechnet worden auf die 
mittlere Anfangstemperatur der ganzen Versuchsreïhc. So ergiebt 
jede der Tabellen als Resultat Punkte der Mischungswärmen- 


1) Fri. B. May Clark, die auf meine Veranlassung und mit meinen Apparaten 
in letster Zeit cine Anzahl anderer Substanzpaare (darunter auch Källe mit be- 
grenzter Mischbarkeit) bei verschiedenen ‘Temperaturen untersucht hat, worüber 
sic selbst an anderem Orte berichten wird, wird voraussichtlich ihre Untersuchung 
auch in dieser Richtung noch weiter ausdehnen. 
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isotherme für eine bestimmte Temperatur. Aufer bei den eigent- 
lichen Haupttemperaturen sind noch in einzelnen Fällen ein paar 
Mischversuche bei hôüheren Temperaturen gemacht, welche die aus 
den übrigen gezogenen Resultate bestätigen. So vervollständigt 
z. B. Tabelle 4 das Bild, welches sich aus den in Tabelle 1—3 
gewonnenen drei Isothermen für Aethylalkohol - Wassergemische 
ergiebt. Tabelle 5 fat die Resultate der vier ersten Tabellen 
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zusammen, indem dieselbe die durch graphische Interpolation ge- 
fandenen Werte für die Wärmetônung von fünf zu fünf Prozent 
Alkoholgehalt darstellt. 

Tabelle 5 und deren graphische Darstellung in Figur 3 läft 
leicht erkennen, daB die Wärmetônung beim Mischen von Aethyl- 
alkohol und Wasser bei Null Grad Celsius ziemlich erhebliche 
Werte erreicht. Mit steigender Temperatur nimmt die Wärme- 
tônung aber ganz beträchtlich ab und verläuft bei 42 Grad schon 
derart, daf deutlich mit nur wenig weiïter steigender Temperatur 
ein Vorzeichenwechsel bei den alkoholreichen Mischungen zu er- 
warten ist. Die wenigen orientirenden Versuche bei ca. 74 Grad 
bestätigen dies vôllig, da zwar bei sehr verdünnten Aethylalkohol- 
Wassergemischen die Wärmetünung noch positive Werte besitzt, bei 
den alkoholreichen dagegen der Vorzeichenwechsel längst vollzogen 
ist. Erheblich hôhere Temperaturen ins Bereich der Untersuchung 
zu ziehen verbietet sich wegen des Siedepunktes des Aethylalkohols, 
falls man nicht zur Anwendung hôherer Drucke schreiten will. Es 
unterliegt jedoch keinem Zweiïfel, daf man bei Verwendung erheb- 
lich hôherer Temperaturen zu beträchtlichen negativen Werten und 
durchaus im negativen verlaufenden Isothermen kommen würde. 


Tabelle 1. 
Aethylalkohol - Wasser. 


Mischversuche bei 0 Grad Celsius. 
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51 & | # [ES ES SES) SS LAS) Se Sé (Sér 
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MIE MR NE en rer ESS 
| | 
83 | 15,24/9239,97| 5,97] 94,03| 3,77 | 1,031 | 1065 | + 0,02| 4,173! 4,174 
77 || 39,63 | 234,38 | 14,46| 85,54| 8,01 | 1,044| 2448 | 0,00! 8,934| 8,934 


74 || 57,34 | 218,62 | 20,78 | 79,22] 10,06 | 1,033 | 3064 | 0,00 | 11,103] 11,103 
79 | 69,37 | 174,13 | 28,49 | 71,51] 11,09 | 1,004! 2928 | — 0,07 | 12,024! 12,013 
78 | 84,17 | 157,27 | 34,86 | 65,14! 11,04 | 0,971 | 2803 | 0,00 | 11,610] 11,610 
73 | 116,85 | 154,47 | 43,07 | 56,93] 10,26 | 0,909 | 2730 | + 0,07 | 10,062] 10,069 
76 | 125,18 | 124,02 | 50,23 | 49,77| 9,22 | 0,860! 2156 | 0,00! 8,652! 8,652 
84 |124,62| 79,06| 61,18| 38,82| 7,41 | 0,794| 1343 | +0,01| 6,594! 6,595 
75 |174,86| 73,44! 70,42! 29,58] 5,95 | 0,738 | 1206 | + 0,01| 4,857| 4,858 
80 175,581 50,04 | 77,82] 22,18] 4,71 | 0,693] 828 | + 0,01! 3,670) 3,671 
82 |175,94| 32,91) 84,24 | 15,76| 3,72 | 0,653| 580 | + 0,02] 2,777| 2,778 
81 190,42 15,171 92,62| 7,38| 2,89 |.0,598| 340 | +0,02| 1,654] 1,655 
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Tabelle 2. 
Aethylalkohol - Wasser. 


Mischversuche bei Zimmertemperatur. 
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18 | 18,711239,02| 7,26 | 92,74| 3,48 |1,011| 978,2 | 18,35 | 3,795 | 3,869 
20 || 19,66 | 240,49 | 7,55 | 92,45 8,58 1,012 | 1016 18,47 | 3,906 | 3,987 
19 | 20,90 1218,62| 8,72| 91,28| 4,05 | 1,015] 1070 | 18,43 | 4,467 | 4,556 
17 | 23,27 1221,91| 9,48 | 90,52| 4,36 | 1,016| 1180 | 18,29 | 4,805 | 4,902 
14 | 38,94 |191,37 | 16,70 | 83,30 6,76 1,028 | 1739 18,90 | 7,552 | 7,760 


16 | 38,70 | 186,71 | 17,15! 82,85| 6,75 | 1,029 | 1704 | 19,75 | 7,558 | 7,900 
15 | 57,13 1155,43 | 26,8 | 73,2 | 8,01 | 1,026| 1916 | 19,69 | 9,014 | 9,366 
13 | 59,22 |155,77 | 27,5 | 72,5 | 8,18 | 1,025| 1975 | 18,79 | 9,189 | 9,407 
60,08 | 149,05 | 28,7 | 71,3 | 8,63 | 1,020 | 2023 | 15,10 | 9,673 | 9,827 
60,46 | 139,52 | 30,23 | 69,77| 8,47 | 1,015 | 1898 | 16,55 | 9,490 | 9,378 
8 | 78,16 | 147,36 | 34,6 | 65,4 | 8,47 | 0,995 | 2074 | 16,70 | 9,198 | 9,120 
6 | 78,18 | 143,35 | 35,2 | 64,8 | 8,59 | 0,990! 2060 | 15,20 | 9,298 | 9,053 
28 | 114,52 | 148,31 | 43,58 | 56,42| 7,52 | 0,949! 2034 | 18,88 | 7,739 | 7,921 
24 | 116,36 | 146,89 | 44,20 | 55,80| 7,52 | 0,946| 2027 | 18,96 | 7,699 | 7,886 

117,51| 99,38 | 54,2 | 45,8 | 6,81 | 0,886! 1453 | 14,25 | 6,697 | 6,438 
8 |115,75| 95,52 | 54,8 | 45,2 | 6,67 | 0,881! 1383 | 14,25 | 6,545 | 6,272 

105,88 | 75,73 | 58,3 | 41,7 | 6,25 | 0,862| 1105,6 | 14,32 | 6,088 | 5,836 

118,75 | 75,07| 62,2 | 37,8 | 5,78 | 0,837 | 1056,0 | 14,32 | 5,448 | 5,206 
11 123,40! 73,82 | 62,6 | 37,44 | 5,24 | 0,834] 972,5 | 17,31 | 4,921 | 4,920 
9 |125,02| 73,90 | 62,8 | 37,2 | 5,23 | 0,832] 975,4! 17,10 | 4,903 | 4,888 
10 |154,69 | 49,93 | 75,6 | 24,4 | 3,56 |0,750| 619,4! 17,19! 3,027 | 3,019 
12 |154,04| 49,42 | 75,7 | 24,3 | 3,52 | 0,750! 609,5 | 17,39 | 2,995 | 2,998 
21 |176,08| 20,93 | 89,38 | 10,62! 1, 0,660| 278,0 | 18,83 | 1,411 | 1,467 
22 ||189,75 | 22,20 | 89,60 | 10,40! 1, 0,659 | 294,6 | 18,87 | 1,390 | 1,447 
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Tabelle 3. 
Acthylalkohol - Wasser. 


Mischversuche bei ca. 42 Grad Celsius. 


@ à ; æ| 2 © CL= 
| = Ë |S lÉmés) se 3e | 54 | &e [SE 
=) RC 2 2 SRE SS (0Es SZ | wS |æwwk 
5 = © = Se | on FPar|ES 6S| HE £< [285 
BE). à 8 |A |KS [2686] , 2 Rae) 82 | 52 [22% 

EG a © @ 7 = S| eu cm |. 

Éé| À | à [28/58 Êécs So gs) 8 | te (Sé’ 
Ag| À B< SF ÉSSs dé, [es] 28 | Êe = 
S| < 8 |5 (Ss8s) 52545 | Se | se sed 

nn ESA OS PP BE 

| | | | | 

115| 14,761214,47| 6,44! 93,56| 1,91 | 1,018| 490 | 42,45| 2,14 | 2,16 
109| 34,04 | 211,71 | 13,85 | 86,15| 3,59 | 1,028 | 989 | 44,05| 4,02 | 4,23 
108| 52,52 | 199,18 | 20,87 | 79,13| 4,51 | 1,028 | 1270 | 42,66| 5,05 | 5,14 
118| 72,18 |209,54| 25,62 | 74,38| 4,96 | 1,02411545 | 41,52] 5,48 | 5,40 


116| 91,80 | 184,92 | 33,17 | 66,83| 4,69 | 1,003 | 1410 | 42,40| 5,09 | 5,15 
117 | 111,89 | 191,30 | 36,90 | 63,10| 4,75 | 0,98411526 | 41,341 5,03 | 4,92 
106 || 108,81 | 156,39 | 41,03 | 58,97! 4,95 | 0,963 | 1378 | 38,10| 5,19 | 4,70 
107 | 110,64 | 128,62 | 46,24 | 53,76| 3,77 | 0,935| 930 | 42,57| 3,88 | 3,96 
114 | 142,88 | 101,56 | 58,45 | 41,55| 2,53 | 0,870! 596 | 42,72| 2,43 | 2,53 
112 |158,42| 64,48 | 71,07 | 28,93 | + 1,47 | 0,808] 299 | 41,80! 1,34 | 1,32 
111|168,14| 30,23 | 84,76 | 15,24| + 0,43 | 0,735| 72,6| 41,88 | 0,366 | 0,36 
113 |168,97| 12,14 | 93,30| 6,70| + 0,06 | 0,678] 8,7] 43,20) 0,048 | 0,06 


Tabelle 4. 
Aethylulkohol - Wasser. 


Orientierende Versuche bei ca. 75 Grad Celsius. 


© © d FA © 
ll li lklisle 
el < 8 S DS LE ii . 80! 8 
œ © = dE © 5 En à = | ms = 
MA La re) ie ta © © YO so els 
E£| à 2 | 28 | 28 | ee lo SE | 48 
E°| + S | 54 | 59 | LS | SP Ke | SE 
5>| > EL |£S | SÉ 2 D | à © 
A Le or NES) 47 l'OS ES) EaIne 
d| | à E É & :S 5 = 
Ÿ Sol et MÉRISEN SUReE 
Eten her ue “A 4 Pise F 
145! 17,1)350,1 | 4,66] 95,34) + 0,70 100 74,2 | + 0,74 
146] 16,71162,7 | 9,3 | 90,7 |+ 105] 1,00 ! 74,1 | +1,15 
144) 149,5] 21,94 87,2 | 12,8 |—1,9 | 0,74 | 73,5 |— 1,50 
1431 327,0! 21,241 93,9 | 6,1 |—1,2 | 0,75: 74,0 | — 0,91 


142 | 265,6| 11,84] 95,7 | 4,3 |—1,0 Oa| 74,0 | — 0,77 


ie 
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Tabelle 5. 
Aethylalkohol - Wassergemische. 


Wärmetônungen pro 1 gr Mischung von 5 zu 5 Gewichtsprozenten. Durch 
graphische Interpolation aus den Versuchswerten (Tabelle 1—4) erhalten. 


Eee Gewichts- 
Aethyl © — 17,53 — 42,050 prozente 
alkoboi Wasser 

0 0,00 0,00 0,00 0,00 100 

5 8,56 2,80 1,74 + 0,81 95 
10 6,71 5,22 8,37 + 1,20 90 
15 9,17 7,24 4,44 85 
20 10,89 8,61 5,08 80 
25 11,80 9,27 5,37 75 
30 12,00 9,39 5,33 70 
35 11,61 9.09 5,08 65 
40 10,74 8,50 4,69 60 
45 9,68 7,81 4,17 55 
50 8,69 7,06 3,55 50 
55 7,74 6,27 2,95 45 
60 6,78 5,40 2 40 40 
65 5,84 4,60 1,90 35 
70 4,93 3,83 1,42 30 
75 4,08 8,13 1,01 25 
80 3,34 2,50 0,64 20 
85 2,69 1,95 0,36 7161 15 
90 2,01 1,39 0,16 — 1,80 10 
95 1,19 0,76 0,04 — 0,81 5 


100 0,00 00,0 0,00 0,00 0 
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Wie aus den folgenden Tabellen 6—10 und Figur 4 hervor- 
geht, die sich auf das an Propylalkohol- Wassergemischen ge- 
wonnene Beobachtungsmaterial beziehen, kommt man hier dem 
vollständigen Vorzeichen- Wechsel der Wärmetônung erheblich 
leichter nahe. 


*9rT : +9 
‘8 À; 8 
+7 Î ni +7 
+6 +6 
+5 ] 
+4 f ! +4 
td + : 
+2 +2 
+ _ = gi +1 
Î | Î es 
( 7 mie 
US RRNTMBEIRRET ; TRE 0 
A HE + LR 21 
HÉMIILIE Si 
è CES £ À 
S Le Soie 1e 
-3 SUR EM à e : = 3 
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Tabelle 6. 
Propylalkohol- Wasser. 


Mischversuche bei 0 Grad Celsius. 


ï 7 
© ml EC ies à L o los 
= : SE * Em a A © 
8| 5 |E [ms Êe an | S4 | Awl&Se 
_ = ® @ Date Sa [054 2 bo | 0 20.2 . 
Sel e | 8 | Se |£s PSSE ES | Se se | da [883 
e| À 2 | AS | £e |[S8E£S| 08 [M2S| 82 | 52 [82% 
DS) > 8 |SE | 858$ |$8 se a2$| Sa |SE [S8* 
e +0 SNA Se Sens les) 24 |Ée ÈS 
Es) E Sois «1 A à à Ÿ © fs: 
|| À Es © lerES| 20 [45 Se [da ES 
gr gr [ee] 8! 2 mi 


98 | 19,55 239,04! 7,56| 92,44| 3,98 | 1,039 1147 | + 0,01| 4,436 | 4,436 
95 | 39,14 | 220,94 | 15,05| 84,95! 6,66 | 1,069 | 1981 0,00 | 7,617 | 7,617 
97 | 57,28 220,85 20,59 | 79,41 7,38 1,085 | 2367 0,00 | 8,510 | 8,510 
91 | 79,19 | 220,28 | 26,44 | 73,56| 7,14 | 1,068|2423 |+ 0,02| 8,091 | 8,094 
92 || 108,54 | 210,78 | 33,99 | 66,01! 6,40 | 1,002, 2173 | + 0,02| 6,805 | 6,808 
99 | 118,42 | 145,62 | 44,85 | 55,15! 5,19 | 0,913 11353 | + 0,05 | 5,124 | 5,131 
100 || 125,56 | 110,17 | 53,26 | 46,74| 4,10 | 0,854| 905,3] + 0,06 | 3,840 | 3,846 
89 |167,05 | 85,03 | 66,27 | 33,73| 2,39 | 0,770| 510,5] + 0,05 | 2,025 | 2,029 
90 mer 66,36| 72,97 | 27,03| 1,54 | 0,726| 304,4] + 0,01 | 1,240 | 1,241 
93 |193,97| 45,22| 81,09 | 18,91| 0,57 | 0,673| 102,9| + 0,01 | 0,430 | 0,431 
94 | 179,20 | 24,46 | 87,99| 12,01] 0,08 | 0,622] 11,7| + 0,02] 0,057 | 0,058 
Tabelle 7. 
Propylalkohol - Wusser. 
Mischversuche bei Zimmertemperatur. 
à | © © 0% 
al 3 à |< Éséslis/ as. |$s) Se 228 
sel £ | 5 |ès|Ss CSSESE | Les lnS) 8e |É848 
ÉE| à | 2 |2s|éélSees|< 4 | | SE) 48 | A8 
ES| +, & 22 28/85, s0|-2$ |$4) 8 |S2" 
2] Ê | F ESF SÉSS SC Ses Sel de | ÉA 
fes, bé oi MANS ee ét) ÉTÈES 
43 | 18,24 | 239,24 | 7,084 92.916 2,59 HA Fa 2,877| 2,906 
44 | 38,34 | 220,77 | 14,80 |85,20 4,14 |1,051| 1212,2,21,80| 4,679] 4,717 
51 | 54,72 | 196,74 21,76 |78,24 4,21 |1,052| 1200 |21,20| 4,771] 4,802 
41 | 58,75 | 145,00 | 28,83 |71,17 3,61 |1,029 833,2122,25| 4,088 4,298 


42 | 77,71 | 146,86 |54,60 |65,40 3,25 |0,997| 774,5/22,18| 3,448] 3,616 
52 | 114,47 | 145,99 |43,95 |56,05 2,54 |0,937| 673,6/21,15| 2,586| 2,602 
46 |117,14| 96,67 |54,79 |45,21 1,60 |0,869| 330,1/20,00| 1,544] 1,441 


45 |124,94| 73,25 [63,04 |36,96 0,81 |0,816|  148,1/19,91/+ 0,747| 0,648 
172,75 | 75,27 [69,65 |30,35 0,06 |0,774|+ 12,7 |20,86|+- 0,051 | + 0,039 
188,80 | 46,63 80,19 [19,81 | — 0,79 0,707 |— 148,1 120,69 |— 0,629 |— 0,647 
176,32 | 29,51 |85,66 | 14,34 | — 1,08 |0,672|— 171,5 | 20,80 |— 0,838|— 0,844 
191,56| 16,13 192,23 | 7,76 | — 0,80 |0,630|— 121,6] 20,61 |— 0,585|— 0,648 


= & 
3 & 
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Tabelle 8. 
Propylalkolol - Wasser. 


Mischversuche hei ca. 43 Grad Celsius. 


d S| © | © ox 

© o 5 5 oSsEù SE |SSel 7 & = me 
HT é ce S= SRHESE S9 D Rue He CEE 
82| à 5 || Aslesss C2 lRÈt 28) 59 | 35 

= ES na © n |S | 2568 re tNate e.2 a 
ES) & | S [22/22 est og es) 87] Se | SE 
Z 5 941.97 |S8 402] 4 Ssal2s| Sn | gas 
ë| & E | fes Ss)gh")£S) RUE 
E & L 8 ES 
grsiiaer | © en Pan 2e Gaelle BAS 
132| 18,67 rs,ea| 7,64 | 92,26 | + 1,14 | 1,016 | + 309 1548 |+ 1,265 | 1,269 
136) 38,05 | 205,72 | 15,61 | 84,39 | + 1,60 | 1,026 | + 487 | 43,73 | + 1,798] + 1,831 
133| 54,35 | 207,74 | 20,74 | 79,26: + 1,38 | 1,026 ! + 403 | 43,54 | 1,538|-+ 1,553 
134| 76,74 | 206,34 | 27,11 | 72,89! + 1,04 | 1,000 | + 318 | 42,76 | + 1,123| + 1,020 
135 | 107,75 | 183,45 | 37,00 | 63,00 | + 0,26 |0,956 | + 78 | 43,06 | + 0,268| + 0,214 
140 | 145,68 | 151,10 | 49,09 | 50,91 | — 0,60 | 0,903 | — 175 | 42,31 | — 0,590|— 0,732 
137 138,50! 71,30 | 66,02 | 33,98 | — 2,14 | 0,817 | — 416 | 43,61 | 1,983 |— 1,965 
138 169,65! 41,72 | 80,26 | 19,74 | — 3,16 | 0,743 | — 569 | 45,50 | — 2,692] — 2,520 

| 

139 | 182,37 | 18,91 90,60! 9,40! — 2,39 | 0,682 | — 388 | 44,42 | — 1,903! — 1,854 
1411176,44| 9,84194,72| 5,28] — 1,47 | 0,653 | — 213 | 42,01 | — 1,143|— 1,188 


Tabelle 9. 
Propylalkolol - Wasser. 


Orientierende Versuche bei ca. 80 Grad Celsius. 


— + - 
@ Co] 2 Des © 
La En 
8) 3 LEA EM MES IIS 
nu = = N N © = ; do 20 = 
RE ri 2 = 
S8| £ | 5 jÊs |$s |ÉE ES |sE) sé 
2E| à | à |£e 28 | eo les |SS | S£ 
Es| + s | LS | La | LS |£<s | £a | SE 
= ES > | £5 |£g | SE | es |S 8 
71 S = D le ES = | EE É © 
7 A 5 5 ES ni © & © E0 
d A = ca h N :S © 3 K 
T mn © eo) = FM 22 Es D 44 
gr “ “s m4 MES F 
148 | 17,2 | 348,3 | 4,71] 95,29 |— 0,45] 1,00 | 79,65 | — 0,47 
147| 17,4 | 151,6 | 10,30 | 89,70 |— 1,51] 1,00 | 79,75 | — 1,67 
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Tabelle 10. 
n- Propylalkohot - Wassergemische. 


Wärmetônungen pro 1 gr Mischung von 5 zu 5 Gewichtsprozenten. Durch 
graphische Interpolation aus den Versuchswerten (Tabelle 6—9) erhalten. 


Gewichts Gewichts- 
Dent M. + 2 À a conte 
Propyl- D —10,00%18—1:21,03 — 43,44 DO) P $ Z 
alkohol Wasser 

0 0,00 0,00 0,00 0,00 100 
5 3,00 2,05 0,93 — 0,55 95 
10 5,64 5,68 1,55 — 1,60 90 
15 7,56 4,75 + 1,82 85 
20 8,49 4,92 + 1,60 80 
25 8,31 4,58 + 1,23 75 
30 1,97 4,15 —+ 0,83 70 
35 6,72 8,61 + 0,42 65 
40 5,91 3,04 0,00 (10) 
45 5,10 2,47 — 0,45 ! 55 
50 4,29 193 — 0,86 |; 50 
55 3,05 + 1,42 — 1,23 45 
60 2,83 + 0,92 — 1,58 40 
65 DAT + 0,45 — 1,90 ! 385 
70 + 1,57 + 0,00 —92,16 | 30 
75 + 1,02 — 0,40 — 2,38 25 
80 + 0,55 — 0,65 — 2,51 20 
85 + 0,20 — 0,83 — 2,37 15 
90 + 0,00 — 0,75 — 1,92 10 
95 — 0,07 — 0,46 — 1,14 5 
100 0,00 0,00 0,00 0 


Aus Tabelle 10 geht deutlich hervor, daB bei dem binären 
System Propylalkohol-Wasser schon bei Null Grad der Fall vor- 
Legt, welcher beim Aethylalkohol-Wassersystem erst bei über 42 
Grad eintritt. Bei Null Grad fängt nämlich die Wärmetônung 
gerade an, in ganz alkoholreichen Gemischen negativ zu werden). 
Bei Zimmertemperatur entsteht schon ein beträchtlicher Teil der 
Gemische unter Wärmeverbrauch, bei 43 bis 44 Grad schon der 
überwiegende Teil. Bei hôheren Temperaturen, das läfit sich 
leicht voraussehen, werden auch die alkoholärmsten (Gemische 
unter Wärmeabsorption gebildet werden. Davon legen ein paar 
lediglich orientierende Versuche bei ca. 80 Grad Zeugnis ab. Es 
De also bei den Propylalkohol- Wassergemischen der überaus 


1) Bei unterkühltem Wasser wird die Mischungswärmenisotherme vüllig po- 
sitiv werden. 
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interessante Fall vor, daf die Wärmetônung beim Mischen inner- 
halb eines gar nicht sehr breiten Temperaturintervalles auf der 
ganzen Linie ihr Vorzeichen wechselt. In diesem Falle empfindet 
man ganz besonders mit Bedauern, da unsere Kenntnisse von 
den inneren molekularen Vorgängen in beliebig konzentrierten 
Gemischen uns noch fast vôllig verschlossen sind. Es fehlt uns 
bisher jede molekulartheoretische Deutung des hier Vorgehenden. 
Man müfte zum Versuche einer solchen vor allen Dingen erst 
einmal über den molekularen Zustand der reinen Ausgangsmate- 
rialien selbst orientiert sein und auch das sind wir erst sehr 
mangelhaft. Unzweifelhaft ist wohl nur soviel, daf die Wärme- 
tônungen beim Mischen die Superposition der Effekte einer ganzen 
Reïhe von Vorgängen darstellen, unter welchen neben den Disso- 
ziationsvorgängen der mehr oder weniger stark assozierten reinen 
Ausgangssubstanzen die Bildung von Verbindungen derselben unter- 
einander eine Rolle spielen werden. Es bleibt zweïfellos der phy- 
sikalischen Chemie noch viel zu tun übrig, ehe es ihr môglich sein 
wird, das Warum und Weil für diese interessanten Vorgänge klar 
zu analysieren. 

Erheblich einfacher als beim Aethyl- und beim Propylalkohol 
gestaltet sich die Sachlage beim Methylalkohol. Innerhalb des 
untersuchten Temperaturintervalles ist hier ein Vorzeichenwechsel 
der Wärmetônung nicht zu verzeichnen. Die Werte nehmen zwar 
allgemein mit zunehmender Temperatur ab, doch dürfte sich ein 
Vorzeichenwechsel nur bei Mischungsversuchen unter erhôhtem 
Druck voraussehen lassen, da nicht nur der Siedepunkt des reinen 
Methylalkohols, sondern auch der des jeweils zu erzeugenden Ge- 
misches ganz erheblich würde überschritten werden müssen!). Die 
Resultate bei den Methylalkohol- Wassergemischen sind in den 
Tabellen 11—14 niedergelegt und werden durch Figur b veran- 
schaulicht. 

Was die Genauigkeit der Messungen betrifft, so ist dieselbe 
bei den grôBeren Wärmetünungen zweiïfellos am grôften und hier 
wohl in der Genauigkeit der zur Berechnung verwendeten Werte 
der spezifischen Wiärme die Grenze gegeben; bei den kleineren 
Wärmetôünungen wird die prozentische Genauigkeit in erster Linie 
durch die Genauigkeit der Messung der Temperaturänderung beim 
Mischen begrenzt. Die bei Null Grad gefundenen Resultate sind 
meiner Uebcrzeugung nach bis ‘f2 Prozent zuverlässig, abge- 


1) Vergl. hicrzu: KE. Bose, Bemerkungen zu cinem thermochemischen Satze 
Julius Thomsons, Physikal. Zeitschr. 7, 503 (1906). 
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sehen von denjenigen Versuchen bei welchen die kleinere Tem- 
peraturdifferenz eine derartige Genauigkeit von vornherein aus- 
schlieft. Am wenigsten zuverlässig sind auch hier die Resultate 
bei der hôüchsten Temperatur, wie wohl auch bei den grôfieren 
Wärmetônungen der Fehler der Messung über 1 Prozent steigen 
kann. 


RARE 1 1: | 
BCE UEERE HE 
Eriiiohui-hassercénisene ci 
UE (CLAYIGUEUITOU T WVOYSSETT ET ABLE 
EUSRESSLRRER UE BE] | De 
il 11 
RME am 
Ê CEPRSEEEE ES sun 
Din 11. 
[| Re 
95 9 
e HE, 
el 1 
6 — 6 
Es 
5 ÿ 


ÉFÉÉEEEE LES Se EEE 
J 
Gerichlsprocente  Methylatkohol 
Fig. 5. 


Kgi. Gos. d. Wiss. Nachrichten. Math.-pbys. Klasso. 1906. Heft 5, 23 
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Tabelle 11. 
Methylalkohol - Wasser. 


Mischversuche bei 0 Grad Celsius. 


Nummer 


des Versuchs 


70 
69 
68 
66 
65 
61 
62 
63 
72 
67 
85 
71 


S Methylalkohol 


19,45 
39,25 
06,03 
60,60 
103,11 


156,10 
118,36 


167,48 | 


190,19 
192,39 


| 19,93 
38,80 
59,65 
60,83 
79,34 
107,94 
117,74 
116,63 
117,09 
156,11 
174,11 
175,42 
149,10 
169,05 


132,29 | 
117,83 | 


236,19 
220,25 
194,47 
148,33 
147,28 
154,83 
141,30 
106,96 
99,71 
81,81 
73,36 
60,41 
36,43 
20,02 


Gewichtsprozente 
Alkohol 


19,58 
29,50 
34,01 
40,51 
44,82 
52,48 
61,58 
68,60 
82,25 
90,28 


| 1,78 
14,98 
23,46 
29,08 
35,01 
41,77 
45,45 
52,16 
54,01 
65,51 
70,36 
74,38 
83,85 
90,42 


Gewichtsprozente 
Wasser 


92,45 


4,85 


85,85| 7,35 
80,42| 9,00 
77,50| 9,64 
65,99 | 11,51 
59,49 | 11,71 
55,18| 11,46 
47,52| 11,22 
38,42| 10,11 
31,40| 9,49 
17,75| 6,96 
9,72| 4,50 
Tabelle 


à | © 
CRAN 

20 2 .Ÿ a 
Sam Ês 
HESE| ES 
26% © = 
+ 'T HI 28 
SE al 
ÉRTIEr 
ÉEREIRE 
OhEt+| 20 
D —23| 2 
[e) e| 


1,002 
0,975 
0,959 
0,899 
0,865 
0,844 
0,805 
0,760 
0,726 
0,661 
0,623 


12°). 


| | 
1,024 


Anzahl gr. Cal. 
durch Mischung 
entstanden 


1232 
2183 
2686 
2678 
3362 
3536 
2766 
2906 
1673 
1867 
1199 

685 


Metlylalkohol - Wasser. 


Mischversuche bei Zimmertemperatur. 


92,22 
85,02 
76,54 
70,92 
64,99 
58,23 
54,55 | 
47,84 
45,99 
34,49 
29,64 
25,62 
16,15 
9,58 


3,68 
6,35 
8,46 
9,24 
9,71 

10,01 
9,96 
9,76 
9,60 
8,75 
8,22 
7,70 
5,97 
4,16 


| 0,996 


1016 


0,992 | 1807 


0,984 
0,975 
0,960 
0,918 
0,890 
0,851 
0,841 
0,776 
0,750 
0,727 
0,681 
0,650 


2289 
2073 
2318 
2620 
2506 
2057 
1953 
1795 
1694 
1482 
1043 
650,6 


Temperatur vor 
dem Mischen 


0,00 
20,02 
+ 0,04 
+ 0,05 
— 0,16 
+ 0,05 
+ 0,04 
+ 0,06 
+ 0,02 
001 
+ 0,01 

0,00 


| 19,89 

19,94 
19,90 
19,58 
19,54 
19,19 
19,19 
19,76 
19,69 
20,01 
19,99 
19,58 
19,91 
19,60 


| 
| 


Wärmetônung pro 
1 gr Mischung 


4,78 
7,87 
9,39 
9,94 

11,09 

10,83 

10,52 
9,77 
8,70 
7,65 
5,19 
3,21 


3,969 
6,817 
9,009 
9,913 

10,23 
9,969 
9,674 
9,202 
9,007 
7,543 
6,846 
6,285 


4,624 | 


3,112 


Wärmetônung pro 
1 gr Mischung auf 
0,00° reduziert 


4,78 
7,87 
9,39 
9,94 
11,08 
10,85 
10,52 


9,77 
8,70 
7,65 
5,19 
3,21 


3,979 
6,836 
9,026 
9,900 

10,22 
9,940 
9,646 
9,205 
9,007 
7,554 
6,855 
6,282 
4,628 
3,111 


1) Kopf der Tabelle wie oben, nur gilt für die letzte Spalte als Reduktions- 
temperatur 19,69, 
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Tabelle 13. 
Methylalkohol - Wasser. 
Mischversuche bei ca. 42 Grad Celsius. 
ES se 

SE S | 5 |£s)S2s SÉSEIPE |Lée| Hé | 4e 884 
HS s | $ |£É) 831825 -23)48 |S2)S8 | SS SS 
Bb © | & [42 SR lSése so [206] 27 | 27 |Sée 
Ag| % ETES] de S88) 8 | EN ES 
T = © © SsES à 3 25 SD |s_ |;S EH 
D PO DOME ë É* EN 

130 | 15,77 224,81! 6,631 93,27| 2,27 |0,996| 597 | 42,01 | 2,479 | 2,464 
119 | 31,82 | 204,87 |13,44| 86,56| 4,18 | 0,989! 1075 | 42,22 | 4,542 | 4,530 
120 | 48,76 | 189,53 | 20,46 | 79,54| 5,72 | 0,979| 1466 | 42,16 | 6,152 | 6,131 
121 | 88,18 211,48 29,43! 70,57! 6,99 | 0,959| 2170 | 42,17 | 7,242) 7,219 
122 | 108,52 | 197,95 | 35,41 | 64,59| 7,34 | 0,938| 2279 | 41,98 | 7,436 | 7,388 
124 | 139,44 | 139,83 | 49,93 | 50,07| 7,16 | 0,873| 1910 | 42,95 | 6,839 | 6,902 
123 | 171,58 | 133,09 | 56,32 | 43,68| 7,02 | 0,842| 1962 | 41,86 | 6,440 | 6,387 
125 |157,21 | 92,99 | 62,83 | 37,17| 6,32 | 0,810 | 1426 | 43,20 | 5,699 | 5,777 
126 |15488| 56,08 | 73,42 | 26,58| 5,23 |0,759| 958 | 42,42 | 4,541 | 4,545 
131 |154,88| 42,20 | 78,59 | 21,41 4,75 0,730 793 | 42,02 | 4,024 | 4,000 
127 |172,53| 21,08 | 89,11 | 10,89 2,53 0,675 389 | 42,32 | 2,009 | 2,006 
128 |171,77| 12,82193,05| 6,951 1,40 | 0,654] 201 | 43,16 | 1,089 | 1,128 


23 * 
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Tabelle 14. 


Methylalkohol - Wassergemische. 


Pro 1 gr Mischung entstehen bei p-Gewichtsprozent Methylalkohol - Gehalt und 

der Temperatur die in der Tabelle angegebenen Wärmemengen in gr-cal. durch 

den Mischungsvorgang. [Durch graphische Interpolation aus den Versuchswerten 
(Tabelle 11—13) erhalten.] 


Gewichts- Gewichts- 
EE 9 — 0,00 | & — 19,690 | # — 42,370 | prozente 
etnyi- Wasser 


alkohol 


0 0,00 0,00 0,00 100 
5 3,16 2,63 1,94 95 
10 6,15 5,02 3,66 90 
15 8,16 6,88 5,01 85 
20 9,48 8,31 6,05 80 
25 10,37 9,28 6,80 75 
30 10,93 9,96 7,27 70 
35 11,08 10,20 7,44 65 
40 10,89 10,07 7,42 60 
45 10,52 9,76 7,24 55 
50 10,06 9,38 6,90 50 
55 9,54 8,90 6,53 45 
60 8,93 8,31 6,07 40 
65 8,23 7,63 5,54 35 
70 7,45 6,93 5,00 30 
75 | 6,62 6,14 4,40 25 
80 5,67 5,26 3,70 20 
85 4,62 4,32 2,85 15 
90 3,38 3,13 1,85 10 
95 1,89 1,68 0,87 5 
100 0,00 0,00 0,00 0 


Vergleich mit älteren Beobachtungen. 


Es liegen bisher meines Wissens nur sehr wenige meist ver- 
einzelte Messungen der Wärmetônungen beim Mischen von Alko- 
holen mit Wasser vor, und auch diese sind zum Teil nicht einmal 
streng mit den unsrigen vergleichbar. Mischungen von Alkoholen 
untereinander sind, soviel mir bekannt, bisher überhaupt noch nicht 
näher untersucht worden. 

Zunächst hat P. Liebetanz!) mit Hülfe des Bunsenschen Eis- 
calorimeters für zwei Gemische von Aethylalkohol und Wasser 
die Mischungswärmen bei Null Grad ermittelt. Derselbe fand für 


1) Inaugural-Dissertation, Breslau 1892. 
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1 gr Mischung berechnet bei 45 Prozent Alkohol 9,53 cal., bei 
61,1 Prozent Alkohol 6,44 cal. während aus meinen eigenen Ver- 
suchen die Zahlen 9,68 und 6,59 cal. folgen. Die Uebereinstimmung 
ist eine recht befriedigende und wird noch ein wenig besser, wenn 
man die in mittleren Calorien angegebenen Zahlen von Liebetanz 
auf 15°-Calorien umrechnet. 

Zum überwiegenden Teil durch eine Fehlerquelle entstellt sind 
zweïfellos die ebenfalls bei Null Grad mittels des Eiscalorimeters 
gewonnenen Zahlen von B. M. Clark!) (vergl. Tabelle 15). Die hor- 
renden Differenzen zeigen einen derartigen Gang, daB die alkohol- 
reichsten Mischungen bei den Clarkschen Versuchen die relativ 
erträglichsten Resultate geliefert haben. Es handelt sich hiernach 
hôchst wahrscheinlich um eine vorzeitige Mischung der beiden 
Substanzen durch Destillation während der Periode des vor der 
eigentlichen Messung abgewarteten Temperaturausgleichs. Diese 
Destillation mufte natürlich bei den geringsten Alkoholmengen 
den relativ grôBten Einflu üiben und konnte bei den sehr kleinen 
zur Verwendung gelangenden Substanzmengen hier relativ leicht 
recht erhebliche Dimensionen annehmen ?). 

Eine ziemlich vollständige Versuchsreihe bei Zimmertemperatur 
haben Dupré und Page*) für das System Aethylalkohol - Wasser 
durchgemessen (siehe Tabelle 16). Die Uebereinstimmung zwischen 
den Werten von Dupré und Page und den unsrigen ist bis auf 
die Zahlwerte für 40 Prozent Alkohol als eine sehr befriedigende 
zu bezeichnen und zwar sind die Dupréschen Zahlen zumeist ein 
wenig hôüher als die unsrigen. 


1) Physikal. Zeitschr. 6, 154—159, 1905. 

2) Aus den Clarkschen Versuchen ist die Warnung zu entnehmen, bei Ver- 
wendung sehr geringer Substanzmengen den Verdunstungsfehler und damit die 
vorzeitige Mischung während eines längeren Temperaturausgleichs durch Ein- 
schmelzen der einen Substanz in ein dünnwandiges GlasgefäB vüllig zu umgehen. 

3) Phil. Transact. 1869, S. 591. 
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Tabelle 16. 
Aethylalkohol - Wasser. 


Vergleich mit den Werten von 
B. M. Clark bei O°. 


Gewichts- Spezifische Wärme 


prozente 


Alkohol E. u. M. 


Bose 


Tabelle 16. 


Aethylalkohol - Wasser. 


Vergleich mit Dupré und 
Page. Mitteltemperatur 17,32. 


Gewichts- 


Spezifische Wärme 
prozente 
Aethyl- | Dupré und! E. u. M. 


alkohol Bose 


67,8 4,12 5,31 
84,2 2,39 2,79 
84,9 2,29 2,67 
86,0 2,10 2,53 
Tabelle 17. 


Acthylalkohol - Wasser. 


Vergleich mit Tanatar. 


Gewichts- 

prozente Temperat 
Ath vor der 
alk 2 2 Mischung 


Tanatar 


Versuche bei 12—132, 


Spezifische Wärme 


E. u. M. 
Bose 


Einige wenige Gremische von Aethyalkohol und Wasser sind 
auch von Tanatar!) mehr beiläufig auf die Wärmetônung beim 


Mischungsvorgange hin untersucht worden. 


Der Vergleich mit 


unseren Zahlen ist aus Tabelle 17 ersichtlich, bei 44 Prozent 
Alkohol sind die Tanatarschen Werte um ca. 4,5 Prozent hôher, 
bei 49 Prozent Alkohol um ca. 3 Prozent niedriger als die unsrigen. 


1) Zeitschr. f. physik. Chem. 15, 117 (1894). 
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Beim Propylalkohol liegen auBer der weiter unten zu er- 
wähnenden Angabe von Young und Fortey nur Messungen der 
Mischungswärme mit Wasser von B. M. Clark (Tabelle 18) vor, 
die wieder unter demselben Fehler leiden wie die schon früher 
erwähnten beim Aethylalkohol; auch hier sind bei den alkohol- 
armen Mischungen die Clarkschen Werte erheblich zu niedrig, 
doch bleiben die Unterschiede entsprechend der sehr viel ge- 
ringeren Flüchtigkeit des Propylalkohols erheblich geringer. Bei 
den Gemischen mit mehr als 50 Prozent Propylalkohol liegen die 
von Fräulein Clark gefundenen Werte sogar nicht unerheblich 
hôher als unsere eigenen. 

Für das System Methylalkohol - Wasser liegt meines Wissens 
nur eine Versuchsreihe von Dupré vor, die in Tabelle 19 mit 
unseren Zahlen verglichen wird. Es geht aus den Versuchen 
meines Erachtens hervor, daf die Werte Duprés wohl durchweg 
erheblich zu niedrig sind, was zum grofem Teile auf die von 
Dupré seiner Berechnung zu Grunde gelegten und zweïfellos un- 
richtigen Werte der spezifischen Wärme für die Gemische zurück- 
zufühbren ist. 


Tabelle 18. Tabelle 19. 
Propylalkohol - Wasser. Methylall:ohol - Wasser. 
Vergleich mit B. M. Clark Vergleich mit Dupré. Ver- 

bei 0°. suche bei ca. 18°. 
Gewichts- | Spezifische Wärme Gewichts- || Spezifische Wärme 
prozente prozente 
E. u. M. Methyl- ; E. u. M. 

Alkohol |B.M. Clark Bose alkohol Dupré Rose 
31,7 5,03 7,26 5,19 
39,0 5,63 6,06 Fe) 
52,5 4,20 3,95 10,08 
56,2 3,68 3,40 10,14 
63,9 2,81 2,33 9,43 
70,9 2,02 1,49 8,38 
6,99 
5,30 


3,14 
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Waren die bisher aufgezählten trüheren Bestimmungen wirk- 
lich mit den unsrigen vergleichbar zu nennen, so ist das leider 
nicht der Fall mit den drei einzelnen Zahlwerten, welche Young 
und Fortey für je ein Aethyl-, Propyl- und Methylalkohol- Wasser- 
gemisch angeben. Die Angabe der beiden englischen Forscher 
erstreckt sich nämlich nur auf die Temperaturänderung, welche 
beim Mischen eintritt und mangels einer Angabe über den Wasser- 
wert des gebrauchten Gefäfes ist eine sichere Vergleichung also 
nicht môglich. Ich beschränke mich daher darauf, die Temperatur- 
änderung bei unseren eigenen Versuchen neben die von Young 
und Fortey angegebenen zu setzen. Die Uebereinstimmung ist 
hier überraschend gut, kann aber leider nur als ein Beweis dafür 
angesprochen werden, da die Calorimeter-Wasserwerte in beiden 
Fällen nahe den gleichen relativen Wert gehabt haben müssen. 


Tabelle 20. 
Vergleich mit Young und Fortey. 


Temperaturanstieg nach 


Temperatur 
vor der 
Mischung 


Gewichts- 
prozente 


Alkohol 


Systeme 


Methylalkohol-Wasser 72,73 | 21,7 | + 7,85 | + 7,95 
Aethylalkohol- GS 22,8 + 2,95 + 8,00 
Propylalkohol- 83,33 22,7 | — 1,15 — 1,10 


Wärmetônungen beim Vermischen zweier Alkohole. 


Gemische zweier Alkohole entstehen stets unter sehr viel 
kleinerer Wärmetônung, als wenn Wasser eine der Komponenten 
des Gremisches ist. Des weiteren zeigt sich, daB die Wärmetônung 
nur in sehr geringem Grade von der Temperatur abhängig ist, 
wie das ja auch nach dem Verlauf der spezifischen Wärmen dieser 
Gemische (Teil I dieser Studien) nicht anders zu erwarten ist. 
Wir haben uns daher darauf beschränkt, bei Zimmertemperatur 
und bei Null Grad durch eine kleine Zahl von Versuchen das 
einfache Verhalten dieser Gemische zu erläutern. Die erhaltenen 
Resultate sind in den Tabellen 21 und 22 zusammengestellt. 
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Tabelle 21. 
Gemische zweier Alkohole. 
Versuche bei ca. Null Grad. 
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Es gelangten 
zur 
Mischung 


Nummer 
des Versuchs 


Methyl- 
alkohol 


174,64 
| 125,21 
58,51 


| Methyl- 
alkohol 


173,71 
118,15 
58,02 


| Aethyl- 
alkohol 


105 | 131,44 
104 | 117,11 


Aethyl- 
alkohol 


28,74 
59,39 
123,39 
Propyl- 
alkohol 
71,51 
130,91 
118,63 
Propyl- 
alkohol 
79,99 
141,96 


è Ë 
En a 
CE = 9 
| 552 ES 5 
Prozentische [RES |>S |T 
Zusammen- £ ES LE | = 
:S © r& 2 
setzung Bel ST |È 
RÉVISÉE 
= je D 3 
© A 
LE mn 


Methyl- 
alkohol 


85,87 
67,83 
32,17 
Methyl- 
alkohol 
70,84 
47,44 
32,84 
Aethyl- 
alkohol 
62,17 
45,20 


Aethyl- 
alkohol 


14,13 
32,17 
67,83 
Propyl- 
alkohol 
29,16 
52,56 
67,16 
Propyl- 
alkohol 
37,83 
54,80 


— 0,05 
— 0,08 
O1 


01 
— 0,95 
— 0,80 


— 0,24 
— 0,21 


0,543 


erhaltenen Gramm- 
calorien 


Temperatur vor 
dem Mischen 


+ 0,27 


Wärmetônung für 
1 gr Mischung 


— 0,035 
— 0,065 
— 0,077 


— 0,452 
— 0,535 
— 0,492 


— 0,142 
— 0,112 
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Tabelle 22. 


Gemische zweier Alkohole. 
Versuche bei Zimmertemperatur. 


Fr œ ë He 
2. hi FE 
= sus lis). |$s] 2 
E Es gelangten Prozentische |E4 ES CE DS & HS 58 
Ê 5 zur Zusammen- |£'ÉS | 2 El 288 | $S Sa 
|  Mischung setzung Lalla) S88 | dal 2% 
a F3 | tel d£ & © Fa 20 
CE Es 2 8 2 rc: © S 

© A F3 Ex œ 

gr gr M [2] © 


Methyl- 
alkohol 


39 | 115,94 
40 | 73,21 


Aethyl- | Methyl-| Aethyl- 
alkohol | alkohol | alkohol 


117,85 | 49,6 50,4 | — 0,01 | 0,596 1,60| 20,79 | — 0,007 
153,76 | 32,3 67,7 |— 0,01 | 0,592 1,55| 20,81 | — 0,007 
Methyl- | Propyl- | Methyl-| Propyl- 
alkohol | alkohol | alkohol | alkohol 
56 | 189,68 | 40,49 | 82,41 | 17,59 |— 0,50 | 0,596 | — 78,8 | 21,34 | — 0,341 
53 | 124,08 | 59,85 | 67,46 | 32,54 | — 0,65 | 0,587 | — 653,9 | 21,47 | — 0,456 
57 | 116,44 | 116,30 | 50,03 | 49,97 |—06,7510,580|—117 |21,12 | — 0,502 
55 | 59,80 | 174,19 | 25,56 | 74,44 |—0,54|0,576|— 84,4 21,27 — 0,360 


Aethyl- | Propyl-| Aethyl-| Propyl- 
alkohol | alkohol | alkohol | alkohol 


115,26 | 117,20 | 49,58 | 50,42 |— 0,191 0,569 |— 29,0 |21,54 | — 0,125 
72,35 | 147,80 | 32,86 | 67,14 | — 0,2110,572|— 30,8 | 21,02 | — 0,140 


54 
58 


Der quantitative Vergleich der in dem vorliegenden 2. Teil 
erhaltenen Resultate mit dem aus dem Verlauf der spezifischen 
Wärmen zu erschlieBenden muB dem dritten Teile dieser Studien 
vorbehalten bleiben. 


FD 


Calorimetrische Studien. IIL 
Beziehungen zwischen den Resultaten von Teil I und IL. 


Von 


Emil Bose. 


Vorgelegt von W. Voigt in der Sitzung vom 28. Juli 1908. 


Die Gesamtheit des in den beiden ersten Teilen niedergelegten 
umfangreichen Beobachtungsmateriales erlaubt eine eingehende Prü- 
fung der folgenden thermodynamischen Beziehung. 

Bezeichnet Q(x,t) die Wärmetônung, welche auftritt, wenn 
x Gramm der Flüssigkeit À bei der Temperatur £ mit 1—z Gramm 
der Flüssigkeit B gemischt werden, sind ferner c, und «, die 
spezifischen Wärmen der reinen Substanzen À und B, dagegen c. 
diejenige der entstandenen Mischung, dann ist 


dQ(a,t) 
dt 

Der in der eckigen Klammer eingeschlossene Term bedeutet den- 
jenigen Wert der Wärmekapazität des Gemisches, welcher sich 
nach der Mischungsregel berechnen würde. Am Schlusse des 
ersten Teiles dieser Studien habe ich die der rechten Seite der 
obigen Gleichung entsprechenden Werte, (d. h. die Abweichungen 
der beobachteten spezifischen Wärme von dem aus den Werten 
für die reinen Komponenten unter Voraussetzung eines gerad- 
linigen Verlaufs folgenden Werte) zusammengestellt für die Ge- 
mische von Wasser mit den drei ersten Vertretern der Reihe 
der normalen Alkohole und zwar von 5 zu b Prozent Alkohol- 
gehalt und für drei verschiedene Temperaturintervalle, in wel- 
chen die Bestimmungen der spezifischen Wärme ausgeführt worden. 
sind. Um die obige Gleichung an dem vorliegenden Beobachtungs- 
materiale einer umfassenden Prüfung zu unterziehen, ist es daher 


is [ze,+(1—x)c,] 
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nur noch nôtig, für die betreffenden Gemische die Temperatur- 
koeffizienten der Mischungswärmen, also die linke Seite der 
obigen Gleichung für die betreffenden Temperaturintervalle zu 
berechnen. Aus den im zweiten Teile angegebenen von 5 zu 5 
Prozent Alkoholgehalt interpolierten Isothermen der Mischungs- 
wärme für drei verschiedene Temperaturen ist das nicht direkt 
môglich, da die Intervallsbreite für die einzelnen spezifischen 
Wärmedifferenzen nur etwa 5 Grad beträgt. Es lieB sich jedoch 
auf folgende Weise das Gewünschte erreichen. Für jedes Gemisch 
wurden die Wärmetônungen bei den drei verschiedenen Tempe- 
raturen in ein ©,{-Koordinatensystem eingetragen, durch eine 
môglichst glatte Kurve verbunden und aus dieser die Werte der 
Wärmetônung von 5 zu 5 Grad interpoliert. Die so für die Ge- 
mische von Wasser mit Aethyl-, Propyl- und Methylalkohol er- 
haltenen Isothermen von 5 zu 5 Grad Temperaturdifferenz sind in 
den Tabellen 1, 2, 3 zusammengestellt und erlauben dann direkt 
die Berechnung der Temperaturkoeffizienten der Wärmetônung 
in Intervallsbreiten von 5 Grad. Diese Temperaturkoeffizienten 
wurden nun für drei den spezifischen Wärmebestimmungen müg- 
lichst entsprechende Temperaturintervalle berechnet (Tabelle 4—6). 
Vergleicht man die in diesen Tabellen enthaltenen Werte mit den 
für die Abweichang der spezifischen Wärme von der Mischungs- 
regel erhaltenen Werten (Teil I, Tabelle 19—21, jedesmal die 
drei letzten Kolumnen), so zeigt sich, daB für die nahe bei Null 
Grad angestellten Versuche die Uebereinstimmung der beiden 
GrôBen eine glänzende zu nennen ist. Die Abweichungen sind 
hier stets durchaus innerhalb der erreichbaren Genauigkeitsgrenzen. 
Es ist übrigens schon hier zu erkennen, (man übersieht das am 
besten an den Kurventafeln I—III), daf die Abweichungen bei 
den Propylalkohol - Wassergemischen am kleinsten sind, bei den 
Aethyl- und noch mehr bei den Methylalkohol - Wassergemischen 
dagegen ein klein wenig grüBer ausfallen. Es nehmen also die 
Abweichungen zu, je leichter flüchtig der untersuchte Alkohol ist. 
Ich habe schon anläflich der Verüffentlichung des die spezifischen 
Wärmen betreffenden Beobachtungsmateriales darauf hingewiesen, 
da mir die Fehlerquellen erheblich mit der Flüchtigkeit der 
untersuchten Substanzen zuzunehmen scheinen und daf demgemäf 
zweifellos die beim Propylalkohol erzielten Resultate die ge- 
nauesten, die beim Methylalkohol dagegen die am wenigsten guten 
sind. Derselben Ueberlegung zufolge ist ohne weiteres zu er- 
warten, daf auch mit zunehmender Temperatur die Ungenauig- 
_keiten zunehmen werden. Dies ist namentlich bei dem sehr leicht- 
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Tabelle 2. Propylaikohol- Wasser. 


Isothermen der Mischungswärmen für 1 gr Mischung von 5 zu 5 Grad Celsius. 


Gewichts- 
prozente 


Wasser 


Gewichts- 
prozente 
0° 50 109 150 200 259 30° 300 40° 450 
Propyl- 
alkohol 
0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
5 3,00 2,79 2,56 2,33 2,10 1,86 1,61 1,36 1,11 0,85 
10 5,64 5,16 4,71 4,24 8,77 3,30 2,83 2,35 1,88 1,40 
x 15 7,56 6,87 6,20 5,54 4,88 4,22 3,57 2,91 2/27 1,63 
: 20 8,49 7,52 6,66 5,87 5,08 4,30 3,54 2,79 2,08 1,40 
= 25. 8,31 7,35 6,44 5,57 4,74 3,92 3,15 2,49 1,70 1,01 
= 30 7,57 6,71 5,89 5,10 4,32 3,54 2,78 2,04 1,32 + 0,62 
& 35 6,72 5,97 5,22 4,49 3,76 3,04 2,33 1,62 + 0,91 + 0,21 
Le 40 5,91 5,22 4,54 8,85 3,17 2,49 1,81 1,14 + 0,46 — 0,21 
A5 5,10 4,50 3,88 3,25 2,60 1,96 1,33 — 0,67 + 0,01 — 0,65 
50 4,29 3,75 3,20 2,63 2,05 1,45 0,86 + 0,25 — 0,40 — 1,05 
55 3,55 3,07 2,57 2,06 1,53 0,98 + 0,42 — 0,18 — 0,80 1,48 
; 60 2,83 2,41 1,97 1,50 1,01 + 0,50 — 0,02 — 0,57 — 1,15 — 1,76 
65 2 17 1,81 1,43 1,01 + 0,54 + 0,07 — 0,40 — 0,94 —11,50 2,0 
70 1,57 1,24 0,88 —- 0,49 + 0,08 — 0,35 — 0,80 — 1,28 — 1,80 — 9,34 
75 1,02 + 0,73 + 0,42 + 0,06 080 — 0,72 Se D TR — 2,04 — 2,53 
80 + 0,55 —+ 0,32 + 0,06 — 0,25 — 0,58 — 0,96 — 1,33 — 1,75 — 2,19 — 2,66 
85 22020 4e 0,01 — 0,23 OU 0 77 NL 07 Se 75 OO oi 
90 0 OM 00 0710 10— 0094 119 10145 |: =-179: | _>o1 
ee 95 — 0,07 2014 - 0,23 — 0,33 044 — 0,56 _— 0,69 — 0,84 — 1,02 _ 1,20 
ce 100 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 
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Tabelle 4. 
Aethylalkohol- Wasser. 


Temperaturkoeffizienten der Mischungs- 
wârme in verschiedenen Temperatur- 


intervallen. 
: Temperaturkoeffizient 
re der Wärmetônung für 1 gr 
P Mischung 


Aethyl- ; ; 
alkohol ||zwischen| zwischen| zwischen 


20—25° 


0 0,000 | 0,000 | 0,000 
5 0,044 | 0,042 | 0,044 
10 0,088 | 0,078 | 0,074 
15 0,112 | 0,114 | 0,114 
20 0,130 | 0,138 | 0,146 
25 0,142 | 0,152 | 0,164 
30 0,146 | 0,162 | 0,170 
35 0,140 | 0,158 | 0,168 
40 0,122 | 0,142 | 0,166 
45 0,102 | 0,132 | 0,164 
50 0,088 | 0,126 | 0,156 
55 0,078 | 0,118 | 0,150 
60 0,070 | 0,106 | 0,134 
65 0,062 | 0,098 | 0,120 
70 0,058 | 0,086 | 0,108 
75 0,050 | 0,074 | 0,098 
80 0,44 | 0,068 | 0,088 
85 0,036 | 0,056 | 0,074 
90 0,030 | 0,044 | 0,054 
95 0,022 | 0,028 | 0,032 
100 0,000 | 0,000 | 0,000 
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Tabelle 5. 
Propylalkohol - Wasser. 


Temperaturkoeffizienten der Mischungs- 
wärme in verschiedenen Temperatur- 


intervallen. 
: Temperaturkoeffizient 
Se der Wärmetônung für 1gr 
P Mischung 


Propyl- |. : ; 
alkohol |zwischen| zwischen|zwischen 


20—25° 


0 0,000 | 0,000 | 0,000 
5 0,042 | 0,048 | 0,050 
10 0,096 | 0,094 | 0,094 
15 0,138 | 0,132 | 0,128 
20 0,194 | 0,156 | 0,142 
25 0,192 | 0,164 | 0,144 
30 0,172 | 0,156 | 0,144 
35 0,150 | 0,144 | 0,142 
40 0,138 | 0,136 | 0,136 
45 0,120 | 0,128 | 0,132 
50 0,108 | 0,120 | 0,130 
55 0,096 | 0,110 | 0,124 
60 0,084 | 0,102 | 0,116 
65 0,072 | 0,094 | 0,112 
70 0,066 | 0,086 | 0,104 
75 0,058 | 0,080 | 0,094 
80 0,046 | 0,072 | 0,088 
85 0,042 | 0,060 | 0,074 
90 0,028 | 0,046 | 0,054 
95 0,014 | 0,024 | 0,036 
100 0,000 | 0,000 | 0,000 
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Methylalkohol- Wasser. 


Tabelle 6. 
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Temperaturkoeffizienten der Mischungswärme in verschiedenen Temperatur- 
intervallen. 


Gewichts- 
prozente 
Methyl- 
alkohol 


15 


20 
25 


30 
35 


40 
45 


50 
55 


60 
65 
70 
75 


80 
85 


90 
95 


100 


Temperaturkoeffizient 
der Wärmetônung für 1 gr 


Mischung 


zwischen | zwischen 
0—5° 20—250 


0,074 


0,082 
0,086 


0,086 
0,090 


0,084 
0,086 


0,086 
0,082 


0,076 
0,062 


0,058 
0,052 


0,048 
0,042 


0,036 
0,020 


0,000 


zwischen 
35—40° 


0,084 


0,110 
0,124 


0,140 
0,138 


0,142 
0,138 


0,128 
0,118 


0,112 
0,110 


0,098 
0,090 


0,082 
0,078 


0,070 
0,046 


0,000 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Muth-phys. Klasse. 1908. Heft 3. 
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Aethylalkohol- Wasser == fete de Minnie 
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Methylalkohol - Wasser. 
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flüchtigen Methylalkohol vorauszusehen, dessen alkoholreiche Ge- 
mische, sowie der reine Alkohol selbst bis nahe zum Siedepunkt 
zur Untersuchung gelangten. Für die bei Zimmertemperatur aus- 
geführten Versuche ergiebt sich beim Propylalkohol noch eine glän- 
zende Uebereinstimmung der beiden zu vergleichenden GrôBen, doch 
ist schon zu erkennen, daf eine gewisse Tendenz vorliegt, etwas 
zu grofe Temperaturkoeffizienten zu bekommen oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, etwas zu kleine Abweichungen der spezifischen 
Wärme von der Mischungsregel. Im einzelnen liegen zwar die 
Differenzen hier wie beim Aethylalkohol noch stets innerhalb der 
unvermeidlichen Beobachtungsfehler und nur das ziemlich regel- 
mäfige einseitige Abweichen gibt Anlaf zu dieser Bemerkung. 
Beim Methylalkohol sind die Abweichungen bei Zimmertemperatur 
schon erheblich grôBer. Es läBt sich jedoch sagen, da ein Fehler 
von nur ‘/2 Prozent in den spezifischen Wärmebestimmungen ge- 
nügt, um alle Differenzen beim Propyl- und beim Aethylalkohol 
zum Verschwinden zu bringen. Beim Methylalkohol müfte der 
Fehler in der spezifischen Wärmebestimmung an einzelnen Stellen 
schon fast bis 1 Prozent betragen. Auch durch einen Febhler in 
der Bestimmung der Mischungswärme von etwa 1 Prozent kann 
jede der Differenzen erklärt werden. Bei der hôchsten zur Unter- 
suchung herangezogenen Temperatur ist bei allen drei Alkoholen 
ein durchaus einseitiges Ueberwiegen der Temperaturkoeffizienten 
über die Abweichung der spezifischen Wärme von der Mischungs- 
regel zu konstatieren. Es ist aber hier darauf hinzuweisen, da 
die Fehlerquellen bei calorimetrischen Messungen oberhalb 40 Grad 
doch ganz erheblich grôBer sind als bei den niedrigen Temperaturen, 
und durch solche aller Wahrscheinlichkeit nach die Diskrepanz 
bedingt wird. Als naheliegendste Fehlerquelle, welche für diese 
einseitigen Abweichungen herangezogen werden kôünnte, wäre die 
Verdunstung bei den Mischversuchen zu betrachten. Diese würde 
stets bedingen, daf die Wärmetünung bei ca. 40 Grad zu klein 
gefunden würde und demnach der Temperaturkoeffizient seinem 
absoluten Werte nach zu grofi. Ich wäre gerne bereit, den Ein- 
fluf dieser Fehlerquelle zuzugestehen, und was die beim Methyl- 
alkohol erhaltenen Werte betrifft, so bin ich sogar fest überzeugt, 
daf wenigstens ein erheblicher Teil der Abweichungen auf ihr 
Konto kommt. Es besteht aber ein durchaus stichhaltiger Grund, 
der beweist, daB eine vüllige Erklärung der Differenzen damit 
nichts weniger als erreicht wird. Die Verdunstung bewirkt näm- 
lich in jedem Falle, daf die beobachtete Wärmetônung ihrem Ab- 
solutwerte nach zu klein gefunden werden muf, ganz gleichgültig, 
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ob die Wärmetônung selbst positiv oder negativ ist. Infolgedessen 
hätte beim Propylalkohol, wo bei Temperaturen über 40 Grad die 
Wärmetônungen bei den meisten Mischungen negativ sind, der 
Temperaturkoeffizient also, falls er durch Verdunstung gefälscht 
sein sollte, nur zu klein gefunden werden kônnen. Dem gegenüber 
liegt auch in diesem Gebiete ein zu groBer Temperaturkoeffizient 
vor, so daB die Differenz sicher nicht durch Verdunstung allein 
erklärt werden kann. Welches daher der Grund für die bei 
hôheren Temperaturen immer deutlicher hervortretenden Diffe- 
renzen zwischen Temperaturkoeffizient der Mischungswärme und 
Abweichung der spezifischen Wärme von der Mischungsregel ist, 
das mu ich vorerst als durchaus offene Frage betrachten. Es 
wäre ja zunächst noch daran zu denken, da die zu prüfende Ge- 
setzmäfigkeit nur dann streng gilt, wenn die äufere Arbeits- 
leistung beim Mischungsvorgange vüôllig zu vernachlässigen ist; 
aber eine einfache Ueberschlagsrechnung zeigt sofort, daB die 
durch die Volumänderung beim Mischungsvorgang stattfindenden 
äuferen Arbeitsleistungen so klein sind, da dieselben nur eine mit 
den heutigen Hülfsmitteln für calorimetrische Messungen nicht mehr 
nachweïisbare Differenz zwischen den in obiger Gleichung einander 
gleichgesetzten GrôBen bedingen kônnten. 

Daf durch irgend eine Verunreinigung diese einseitige Diffe- 
renz zustande kommen sollte, ist ebenfalls nicht aufrechtzuerhalten. 
Es ist nämlich der obige thermodynamische Satz vüllig unabhängig 

davon, ob ich zwei reine Substanzen oder zwei beliebige Flüssig- 
keiten mit einander mische, sofern nur überhaupt vülliges Ver- 
mischen eintritt. Da aber zur spezifischen Wärmebestimmung stets 
das gleiche Material verwendet wurde, wie zu den Mischversuchen, 
so sollte sogar der EinfluB beliebig gro$er Verunreinigungen die 
zu verifizierende GesetzmäBigkeit nicht beeinträchtigen dürfen. 

Ein erheblicher Teil der Differenzen würde fortfallen, wenn 
stets die Werte der spezifischen Wärme für den reinen Alkohol 
ein wenig zu hoch gefunden worden wären. Es ist das der Haupt- 
grund für meine im ersten Teile dieser Studien ausgesprochene 
Vermutung, daf ich bei dem reinen Alkohole namentlich die bei 
hôheren Temperaturen gefundenen Werte eher für zu hoch als zu 
niedrig halte, obgleich dieselben meist aber erheblich niedriger 
gefunden wurden als bisher nach älteren Versuchen angenommen 
werden muñte. 

Wie ich schon früher mitteilte, ist mit den umfangreichen 
Messungen über Mischkungswärmen zugleich bezweckt worden, den 
calorimetrischen Teil eines Beobachtungsmateriales herbeizuschaffen, 
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das eine Prüfung der allgemeinen N ernstschen Formel für Mischungs- 
wärmen gestattet. 

Es ist meines Wissens bisher kein Beispiel bekannt, daB die 
von Nernst abgeleitete vollständige Formel für die Mischungs- 
wärme einer Prüfung unterzogen worden wäre. Die Ursache ist, 
daB in dieser Formel noch mebr als in der Kirchhoffschen für 
die Verdünnungswärme der Einflu8 auch von sehr kleinen Beob- 
achtungsfehlern in der Bestimmung der Dampfdrucke sich in der 
verhängnisvollsten Weise sammiert und dadurch die Berechnung 
der Mischungswärme aus den Dampfdruckkurven eine recht un- 
sichere wird. In einem besonders einfachen Falle bin ich nun in 
der Lage, die Gültigkeit der Nernstschen Formel an einem 
binären System bündig zu erweisen. Mischt man x Grammmoleküle 
der Substanz a mit 1—zx Grammmolekülen einer Substanz b, be- 
zeichnet ferner », den Dampfdruck der reinen Substanz a, p, den- 
jenigen der reinen Substanz b, und sind die Partialdrucke der 
beiden Komponenten über der Mischung p! und »,, alles bei der 
absoluten Temperatur T, so lautet die Nernstsche Formel be- 
kanntlich : 

(1) Q(z, T) = RD pfen +) 

Nun ist in einigen Fällen von binären Gemischen beobachtet 
worden, daB der gesamte Dampfdruck der Mischungen, also die 
jeweilige Samme der beiden Partialdrucke, linear zwischen den 
Werten für die Dampfdrucke der reinen Komponenten verläuft. 
Das ist zum Beiïspiel der Fall für die von Zawidzki!) untersuchten 
Gemische von Benzol und Aethylenchlorid und von Propylen- 
bromid und Aethylenbromid. Hier konnte Zawidzki nachweisen, 
daB alsdann auch die Partialdrucke der beiden Komponenten einen 
geradlinigen Verlauf aufweisen. Es bedarf einerseits nur einer 
oberflächlichen Betrachtung des Kurvenmateriales der Zawidzki- 
schen Arbeit, um aus dem stets analogen Verlauf der beiden 
Partialdruckkurven zu folgern, da8, wenn die Kurve des ge- 
samten Dampfdruckes den Spezialfall der geraden Linie annimmt, 
dies stets auch bei den beiden Partialdruckkurven der Fall sein 
muf. In der Tat läft sich auch leicht rechnerisch zeigen, da 
der beiderseits geradlinige Verlauf der Partialdrucke der Forderung 
der Duhem-Margulesschen Differentialgleichung für die Abhängig- 
keit der Partialdrucke von der Zusammensetzung des Gemisches 
entspricht. 


1) Zeitschr. f. physik. Chem. 35, 129 (1900). 
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Die Margulessche Differentialgleichung lautet in unserer Be- 
zeichnungsweise : 
9) dinp! _  dlnp, 
( hs  dhfi-9 


Für den Fall des geradlinigen Verlaufes der Kurven für 
p! und p; lassen sich bezüglich der linken Seite der obigen Gleichung 
die folgenden Schlüsse ziehen. Die Gleichung der p!-Kurve ist 


pe = D, - ZX 


woraus direkt durch Logarithmieren und Differentieren nach Inp 


folgt, daB 


In ganz derselben Weise ergiebt sich auch 


d In p, 


dmi-z — ; 


und damit der Nachweïs, daB der beiderseits geradlinige Verlauf 
die Margulessche Differentialgleichung befriedigt. 

Aus diesen Ueberlegungen folgt nunmehr sogleich die Be- 
rechtigung, auch in einem Falle,. wo nur der geradlinige Verlauf 
der Kurve des gesamten Dampfdruckes ermittelt worden ist, ohne 
daB (wie bei den von Zawidzki untersuchten Fällen) der Partial- 
druck der Komponenten einzeln gemessen wurde, zu schliefen, 
daB auch die beiden Partialdruckkurven für sich einen gerad- 
linigen Verlauf baben müssen. Dieser Fall liegt vor bei Ge- 
mischen von Methylalkohol mit Aethylalkohol, wo der geradlinige 
Verlauf des Gesamtdruckes beobachtet worden ist!) Wir dürfen 
also folgern, da auch hier die Kurven der einzelnen Partial- 
drucke geradlinig verlaufen. Damit sind wir in der Lage, für 
eine Temperatur, für welche die Summe der Partialdrucke ge- 
messen ist, die beiden Summanden einzeln zu berechnen. Dazu 
dienen einfach die beiden Gleichungen 


(8a, 8b) p, = zp, und p, = (1—x)p,. 
Weiterhin stellen wir folgende Betrachtung an. Obgleich die 
Dampfdrucke der Gemische meines Wissens erst für eine Tempe- 


ratur gemessen worden sind, so kônnen wir doch mit einem hohen 
Grade von Wabrscheinlichkeit annehmen, daB der hier gefundene 


1) S. Young, Fractional Destillation. London 1903. 
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geradlinige Verlauf auch bei anderen Temperaturen vorliegen wird, 
insbesondere wenn diese in der Nähe der ersteren liegen. 

Dieser SchluB gewinnt ganz erheblich an Sicherheit dadurch, 
daf sich gerade bei dem binären System Methylalkohol - Aethyl- 
alkohol eine andere Eigenschaft aufweisen läft, welche ebenfalls 
einen geradlinigen Verlauf zwischen den Werten der reinen Kompo- 
nenten besitzt und welche nachweïislich diesen geradlinigen Ver- 
lauf bei erheblichen Temperaturänderungen beibehält. Es ist das 
die spezifische Wärme der Gemische. Für diese konnte ich durch 
Versuche mit Herrn Müller (Teil I dieser Studien) nachweisen, 
daf sowohl bei Null Grad als auch bei Temperaturen zwischen 
20 und 30 Grad die spezifische Wärme innerhalb der Versuchs- 
fehler geradlinigen Verlauf zwischen den Werten für die reinen 
Komponenten aufweist. Die Annahme, da es mit dem Verlauf 
der Dampfdrucke ähnlich sei, ist daher wohl als ganz berechtigt 
anzusehen. 

Auf Grund dieser Ueberlegung darf ich in die Gleichung (1) 
an Stelle der Werte für p! und p, die der Gleichungen (3a) und 
(8b) entsprechenden Werte substituieren. Dann wird: 


«4 1 \| 


In diesem Ausdruck aber ist die ganze eckige Klammer von 
T unabhängig, und demnach der Temperaturkoeffizient derselben 
Null. Es folgt somit, daf 


sein mu und zwar für beliebige Werte von x für ein gewisses 
Bereich von Temperaturen. Damit haben wir eine Folgerung der 
Nernstschen Gleichung für die Mischungswärme erhalten, welche 
eine einfache, aber doch recht allgemeine Aussage macht über die 
Wärmetônungen beim Mischen von Methylalkohol mit Aethyl- 
alkohol. Diese Folgerung steht nun in bester Uebereinstimmung 
mit der Erfahrung. Ich habe nämlich in Gemeinschaft mit meiner 
Frau unter anderm die Wärmetônung beim Mischen dieser beiden 
Alkohole sowohl bei Null Grad wie auch bei Zimmertemperatur 
gemessen (Teil II dieser Studien), und wir haben in beiden Füllen 
über das ganze Mischungsbereich beim Mischen nur Wärme- 
tünungen erhalten, deren Abweichungen von dem Werte Null 
meist vüllig innerhalb der Versuchsfehler unserer gerade für diesen 
Zweck nicht sehr geeigneten Anordnung liegen. Die Wärmetünungen 
sind hier also jedenfalls sehr klein und zwar nicht allein für ver- 
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schiedene Werte von x, sondern auch bei verschiedenen Tempe- 
raturen. Die Unabhängigkeit der Wärmetônung von der Tempe- 
ratur wird in diesem Falle auch dadurch erwiesen, daB die spezi- 
fische Wärme der Mischungen der in Rede stehenden beiden Al- 
kohole sich nach der Mischungsregel berechnen läft, ein Resultat, 
welches ich, wie oben erwäbhnt, durch Versuche mit Herrn Müller 
erhalten habe und aus welchem auf Grund der oben konstatier- 
ten thermodynamischen Beziehung direkt die Unabhängigkeit der 
Wärmetônung von der Temperatur folgt. Uebrigens ist auch 
dieser geradlinige Verlauf der spezifischen Wärmen, wie schon er- 
wähnt, in verschiedenen Temperaturbereichen vorgefunden worden 
und es kann demnach die Nernstsche Formel für die Mischungs- 
wärme an dem Beispiele des allerdings besonders einfach sich ver- 
haltenden Systemes Methylalkohol- Aethylalkohol als vollständig 
bestätigt angesehen werden. 


Did 
« 


Grundlagen für eine Theorie der unendlichen 
Matrizen. 


Von 
Ernst Hellinger und Otto Toeplitz in Gôttingen. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 28. Juli 1906. 


Es hat sich in der Algebra der gemeinen komplexen Grüfen 
vielfach als nützlich herausgestellt, neben den komplexen Grôfen 
selbst auch noch quadratische Systeme von solchen: 


sog. Matrizen, als Objekte der Rechnung einzuführen, und zwar 
in der folgenden Weise: Unter der Summe zweier Matrizen (a,,), 
(b,) versteht man die Matrix (a,+b,), unter dem Produkt von 


(a) und (b,,) die Matrix S dx dm; alsdann kann man die ele- 


mentaren Rechenregeln der Addition und Multiplikation leicht be- 
weisen, nur gilt das kommutative Gesetz der Multiplikation nicht. 
n, die Reïhenzahl der Matrizen, ist hierbei eine willkürlich, aber 
fest gewählte ganze Zahl. 

Neuere Untersuchungen aus dem Gebiete der Integralgleichungen 
und insbesondere die kürzlich von Herrn D. Hilbert gegebene 
Theorie der quadratischen Formen von unendlichvielen Variabeln !) 
haben nun die Aussicht erôffnet, daB ein ähnlicher Kalkül mit 
unendlichen Matrizen (n — co) sich für manche Gebiete der 
Analysis in ähnlicher Art als nützlich erweisen kôünnte. 

Unter einer unendlichen Matrix verstehen wir ein qua- 
dratisches, nach rechts und unten unbegrenzt ausgedebntes System. 


1) Diese Nachr. 1906, S. 157 ff. 
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iiy os ve 
Ass dogs ve | — (ax) (, k — 1,2,...), 


eine sogenannte Doppelfolge. Man kann von solchen Systemen 
sprechen, ohne über ïhre Elemente irgend welche Konvergenz- 
eigenschaften vorauszusetzen; man kann auch die Summe (a,+b,,) 
zweiler solcher Matrizen stets bilden; aber man kann nicht ohne 
weiteres von dem Produkte (RE ou ba) reden, da die unend- 
liche Reïhe 2 a, nicht zu konvergieren braucht, wenn man die 
A dy Banz ‘willkürlich wählt. Danach ist es ausgeschlossen, in 
strenger Analogie mit dem Verfahren bei endlichem # die Ge- 
samtheit aller unendlichen Matrizen als Objekte der Rechnung 
aufzufassen. 

So entsteht die Aufgabe, aus der Gesamtheit aller unendlichen 
Matrizen eine môüglichst weite Gesamtheit herauszugreifen, in der 
sich die elementaren Rechenoperationen etablieren lassen, d. h. 
das allgemeinste System von unendlichen Matrizen zu umgrenzen, 
das den folgenden Forderungen genügt: 

I. Die Summe zweier Matrizen des Systems gehôrt wiederum 

dem Systeme an. 
II. Das Produkt zweier Matrizen des Systems existiert in dem 
Sinne, daf D dx x absolut !) konvergiert, und gehôürt wieder 


komplexer GrôBen 


iq (4 


dem Systeme an. 

Vollständigkeitsforderung $S(I, Il): Das System ist nicht 
als Teil in einem anderen Systeme unendlicher Matrizen 
enthalten, welches ebenfalls den Forderungen I, II genügt. 

Bei der Behandlung dieser Aufgabe sind wir unter anderem 
zu folgenden Resultaten gelangt. Ein gewisses System unend- 
licher Matrizen, welches in der erwähnten Mitteilung von Herrn 
Hilbert eine Rolle spielt, genügt allen drei Forderungen; es 
ist dies das System derjenigen Matrizen (4), deren zugehôürige 
Bilinearformen 2 un Ya absolut konvergieren und dem Betrage 


nach unter dpt von den x,, y, unabhängigen Grenze M bleiben 
für alle reellen positiven 2;,,2x,,... und Yy,,y,,..., deren Quadrat- 
summen DE 7, 2 y; konvergieren und gleich 1 En 2): dieses System 


müge als ‘das cer S bezeichnet werden. 


1) Ohne cine derartige Morderung kann man das associative (Gesctz der 
Multiplikation nicht bewcisen. 
2) In Hilbertscher Benennung: beschränkte ormen. 
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Der Beweiïs, daB & den drei aufgestellten Forderungen genügt, 
stützt sich auf die folgenden beiden Konvergenzsätze, die wohl 
auch an sich Interesse bieten: 

Hilfssatz 1. Sei a,,a,,... eine unendliche Folge reeller 
positiver GrôBen und konvergiert die unendliche Reïhe (Linear- 
form) a,x, für alle diejenigen reellen positiven x,,x,, ..., deren 


Quadratsumme x; konvergiert und gleich 1 ist, so konvergiert 


auch Xa;, und es ist für alle jene x: 
Dar, = VE a 


Hilfssatz 2. Sei eine unendliche Doppelfolge reeller posi- 
tiver GrôBen vorgelegt, die der Symmetriebedingung a, — a, ge- 
nügt, und konvergiert die quadratische Form Ya,x,x, für alle 


1,k 
reellen positiven Wertsysteme x,, x,, .. mit konvergenter Quadrat- 
summe 2 — 1, so gibt es eine reelle positive Zahl M derart, 


da8 für alle jene Wertsysteme x, der Wert der unendlichen qua- 
dratischen Form 
D Ant, = M 
ist. “ 
Man kann diese Sätze auch kurz so aussprechen: Hat eine 
lineare oder quadratische Form der unendlichvielen Variablen für 
jedes der Bedingung Y 2° = 1 genügende Wertsystem einen end- 


lichen Wert, so bleibt sie in dem ganzen Gebiete 5x; = 1 unter 


einer endlichen Grenze (ist ,beschränkt“). 

Da $ den Forderungen I, II genügt, folgt, wie auch in der 
Note von Herrn Hilbert enthalten, leicht aus den dort benutzten 
einfachen Ungleichungen’). Schwieriger ist der Beweis der Voll- 
ständigkeit von $, der sich auf den tiefer liegenden Hilfssatz 2 
stützt. 

Es hat sich ferner herausgestellt, daB $, obwohl es der Voll- 
ständigkeitsforderung genügt, nicht alle Systeme unendlicher 
Matrizen als Teilsysteme enthält, welche den Forderungen I, II 
genügen. Man erhält ein anderes, ebenfalls der Vollständigkeits- 
forderung genügendes System aus den Matrizen À von $, indem 
man PAP bildet, unter P, P" etwa die Matrizen 


1) L. c. S. 176ff. — Bei Herrn Hilbert entspricht dem Produkte der 
Matrizen (a), (b4,) die Faltung der zugehôrigen Bilinearformen 


A(x,.) B(., y) + 2 CAAUTETETE 


à 
* 
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120} 0;* L'007: 
0FaUS 0, 2, 0, . 
0,0, 45 P Vorgide 


pife rat e Rise. à LV el ste) ets re 


verstanden. Indem man P variüiert, gewinnt man eine groBe Menge 
solcher zu ÿ holoedrisch-isomorpher; von $ verschiedener Systeme, 
die alle ebenfalls I, II, (I, Il) genügen. 
Man kann Ÿ unter der Gesamtheit dieser zu $ isomorphen 
Systeme eindeutig durch die weitere Forderung charakterisieren: 
IIL. Ist (a) eine Matrix des Systemes, so gehürt die ,konju- 
gierte Matrix“ 


CAPES 
L 
A — (a) — | dy Ag 


gleichfalls dem Systeme an. 

Aber mit diesen zu ÿ isomorphen Systemen ist die Gesamt- 
heit der Systeme, die I, II, 8(I, IT) genügen, noch nicht erschôpft. 
Das System A aller unendlichen Matrizen, in deren jeder Kolonne 
immer nur eine endliche Anzahl von Null verschiedener Elemente 
steht (die aber mit dem Kolonnenindex beliebig wachsen kann), 
und deren Elemente im übrigen keiner Konvergenzbedingung unter- 
worfen sind, genügt ebenfalls den drei Forderungen; man kann 
beweisen, daf es zu $ nicht holoedrisch-isomorph ist. Ebenso 
zeigt die Gesamtheit 8 aller unendlichen Matrizen, deren jede 
Zeile sowohl als Kolonne immer nur endlich viele von Null ver- 
schiedene Elemente aufweist, die wiederum keiner Konvergenz- 
einschränkung unterworfen sind, daB @ nicht das einzige System 
ist, welches I, II, IIT und %(1, II, III) genügt, d.h. in keinem 
grôBeren, I, II, III genügenden Systeme enthalten ist. Vielmehr 
existiert noch eine grofe Fülle derartiger Systeme. 

Wir behalten es einer ausführlichen Verôffentlichung vor, 
über alle diese verschiedenen Systeme und ihre Bedeutung für die 
Analysis eine Uebersicht zu geben. Auch von der Division wird 
dort noch zu handeln sein. Bei ihr tritt schon im Systeme ÿ 
gegenüber den endlichen Matrizen als neu die Môglichkeit auf, daf 
zu einer (unsymmetrischen) Matrix unendlich viele Reziproke im 
Systeme existieren, d. h. solche die mit ihr multipliziert die Ein- 
heitsmatrix : 


Grundlagen für eine Theorie der unendlichen Matrizen. 355 
ergeben. Ein Beispiel bietet die Matrix 


zu der die Matrizen: 


für beliebige a,, a,,... reziprok sind. Zum Schluf sei hier nur 
noch der Satz erwähnt, daf jedes I, II, S(I, II) genügende System 
die Einheïtsmatrix E enthält. 

Gôüttingen, Juli 1906. 


Seismische Registrierungen in Gôttingen 
im Jahre 1905. 
Von 


G. Angenheister. 


Mit 1 Tafel. 
Vorgelegt von E. Wiechert in der Sitzung am 28. Juli 1906. 


Vorwort. 

Die vorliegende Bearbeïitung der Erdbeben-Diagramme der 
Seismometer des Güttinger geophysikalischen Institutes erstreckt 
sich auf das Jahr 1905 und schliefit sich an den Bericht über das 
Jabr 1904 von H. Schering und den des letzten Halbjahres 1903 
von v.d. Borne. Als Vorarbeiten zu dieser Bearbeitung waren 
vorhanden die bereits verôffentlichten wôchentlichen Erdbeben- 
berichte, die von Januar 1905 bis August von H. Schering, von 
August und September von A. Kohlschütter und von Oktober bis 
Dezember vom Verfasser bearbeitet waren. Der vorliegende Be- 
richt unterscheidet sich von den früheren Jahresberichten in zwei- 
facher Weïise. Während bisher nur die Aufzeichnungen des 
Wiechertschen astatischen 1200 kg Pendels zu Grunde lagen, sind 
hier von Anfang April 1905 an die Aufzeichnungen eines neuen 
Pendels zur Registrierung der Horizontal-Komponente (einstweilen 
nur N-S), des sogenannten 17000 kg Pendels, ferner von Anfang 
August 1905 an auch die Aufzeichnungen eines neuen Vertikal- 
Seismometers hinzugezogen worden. Beide Instrumente sind von 
Herrn Prof. Wiechert konstruiert. Eine Beschreibung derselben 
findet sich in der Festschrift: ,die physikalischen Institute der 
Universität Gôüttingen“ 1), eine genauere Erklärung wird demnächst 
erscheinen. Bei der Bearbeitung der Beben ergänzen sich diese 


1) Herausgegeben von der Gôttinger Vereinigung zur Fôrderung der angc- 
wandten Physik und Mathematik. Leipzig und Berlin, B. G. Teubner 1906. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1006. Heft 4. 25 
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dreïi Instrumente; die Nahbeben und Vorläufer (kurzer Periode) 
zeichnet das 17000 kg Pendel am schärfsten auf; die langen Wellen 
das astatische Pendel. Der erste Vorläufer wird am deutlichsten 
vom Vertikal-Seismographen aufgezeichnet. Jedoch lie sich, was 
Schlüter und jüngst Benndorf !) sagt, nicht bestätigen, nämlich, das 
das Vertikal-Seismometer den ersten Vorläufer gewôbnlich einige 
Minuten früher angäbe, als die Horizontal-Seismometer. Das 
17000 kg Pendel gibt die schwächsten wie die stärksten ersten 
Vorläufer selten später und dann nur einige Sekunden später als 
das Vertikal-Seismometer an. Die mittleren Werte für die Kon- 
stanten der drei Instrumente sind von Herrn Prof. Wiechert in 
einem Beiblatt zum wüchentlichen Erdbebenbericht, ,Übersicht über 
die registrierenden Seismometer der Station,‘ zusammengestellt. 
Diese Übersicht ist als Einleitung dem nachfolgenden Erdbeben- 
katalog für 1905 vorangestellt. 

Zweïtens unterscheidet sich der vorstehende Bericht von dem 
früheren dadurch, da den Amplituden der Bodenbewegung noch 
die maximalen Beschleunigungen der Bodenbewegung hinzugefügt 
werden. Denn erst diese geben ein richtiges Bild von der Intensi- 
tät der Stôrung. Da rechnerisch vorzugsweise die Sinusschwin- 
gangen zugänglich sind und sich diese meist in allen Phasen der 
Bodenbewegung vorfinden, sollen hauptsächlich diese berücksichtigt 
werden. Die genaue Berechnung stoBartiger Bewegungen, wie sie 
am Anfang der einzelnen Phasen vorkommen und die oft das 
Kriterium dafür bilden, daB eine neue Phase eingeleitet wird, ver- 
langt eine lange und schwierige Arbeïit, wie man sie nur in be- 
sonderen Fällen aufwenden kann. Immerhin ist es aber leicht 
môglich, für solche unperiodische Stérungen am Anfang der Phasen 
einen unteren Grenzwert zu finden. Wenn vor dem StoBe der 
Indicator ruhig oder nur unbedeutend bewegt war, so ist der ab- 
solute Wert der Verrückung der Erdoberfläche mindestens gleich 


v wo a der maximale Ausschlag und V die wirkliche Indicator- 


vergrôBerung ist”). In diesem Sinne sind auch die in dem nach- 
stehenden Bericht angegebenen Amplituden, sofern sie sich auf 
StôBe (:) beziehen, zu verstehen. 

Die maximale Beschleunigung der Bodenschwingung bei sinus- 
artigen Bewegungen ergibt sich folgendermafen. Bedeutet T die 


1) Mitt. der Erdbebenkom. d. Ak. d. Wiss. Wien XXIX 1905. 

2) Ich folge in diesen Ausführungen und Bezeichnungen der Theorie der 
automat. Seismographen von Wiechert. Abh. d. Kgl. Ges. d. W. z. Gütt. 1903. 
Math.-Plys. Klasse. Neue Folge Bd. II, Nr. 2. Berlin, Weidmann’sche Buchhandlung. 
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Periode der Bodenbewegung, £ den maximalen Ausschlag, Ô eine 
die Phase bestimmende Konstante, £ den Ausschlag zur Zeit t, so ist 


a 


& — Esin 2x {+0 
und 
Ca MON UE RE 
7m = (Désir 2 Ter 


die maximale Beschleunigung ist dann 


dx\2- 
+1 — 
+ r)e 
Sie tritt im Umkehrpunkt ein. Als Einheit für die Beschleunigang 
ist in unseren Tabellen das Milligall angenommen; Gall ist die 
Centim-Sec. Einheit der Beschleunigung. Da die Amplitude A — 2£ 


in # (= 5) angegeben wird, so wird die Maximale Beschleuni- 
gung 


oder angenährt — + Ÿ Milligall. 

Auf dem Wege einer ganzen Schwingung wechselt die Be- 
schleunigung beim Durchgang durch die Ruhelage das Vorzeichen 
und erreicht in den beiden Umkehrpunkten, die mit entgegenge- 
setzten Vorzeichen behafteten Maximal-Werte. 

Unsere Angabe über die GrôBe der Amplituden 4,und 4, beziehen 
sich auf die ganzen Amplituden von Umkehrpunkt zu Umkehrpunkt. 

 Eigentlich entsprächen diesen Amplituden zwei absolut und relativ 
verschiedene Werte von JG, da in den Erdbebenwellen gedämpfte 
Schwingungen vorliegen. Wir geben hier aber blos den Mittel- 
wert der beiden absoluten Beträge von 4G für eine ganze Schwin- 


Nach den Werten von AG läBt sich die zerstôrende Kraft 
eines Bebens beurteilen. Die kurzperiodigen Bewegungen sind die 
verderblichen. — Die Energieverteilung innerhalb eines Diagramms 
lä8t sich aus den Werte für /G jedoch auch noch nicht erkennen. 

Ein Ma hierfür ist das Quadrat der maximalen Geschwindig- 
keit. Die Geschwindigkeit wird gegeben durch 


bal 0 


2x - t+0. 
HET y bcos 2x 


T ? 


25* 
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ihr Maximalwert ist 
| 27 = 
und tritt beim Durchgang durch die Ruhelage ein. Sein Betrag 
im CGS-System ist 
E14 PR 
= 74:10 s 
das Quadrat der maximalen Geschwindigkeit im CGS-System 
10 
erhält man auch aus dem im Milligal gemessenen Betrag der Maxi- 
malbeschleunigung JG durch Multiplication mit 
À jp 
5 ‘10 à 
Die Amplituden der Bodenbewegungen sind aus den Ampli- 
tuden der Diagramme und aus der scheinbaren Indicator-Ver- 
grôBerung $ berechnet worden, wobei die Abhängigkeit der schein- 
baren Indicatorvergrô$erung $ periodischer Stôrungen von der 
Periode der Stôrung und von der Dämpfung berücksichtigt ist. 
V = wirkliche IndicatorvergrôBerung. 
t — Periode der Bodenbewegung. 
T, = reducierte Eigenperiode. 
T 
1 


— Relaxationszeit. 
e:1 — Dämpfangsverhältnis. 
re pe parmi pe 

/ AE T\ UE 

VE-(x) }+4@) 

wobeiï 
T, ] _ __ 0.788" (loge) 
2nt)  1+0.788" (loge) ? 


wie sich aus leichter Umformung der bei ,E. Wiechert, Theorie 
der automat. Seismographen“, angegebenen Gleichungen ergiebt. 

Ich môüchte hierzu noch bemerken, daB Angaben nur über die 
GrôBe der Amplituden im Diagramm, auf die man sich vielfach 
beschränkt, zum Vergleich unbrauchbar sind. Auch die alleinige 
Angabe über die VergrôBerung V genügt nicht um die Boden- 
bewegung zu berechnen, da es dann immer noch unmôglich 
ist, die Abhängigkeit der VergrôBerung von der Dämpfung des 
Pendels und von der Periode der Bodenbewegung zu berück- 
sichtigen. Nicht unterlassen darf man ferner eine Angabe über 
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Reïbung zu machen, denn beim Vergleich von Amplituden, be- 
sonders bei kleinen, wird man sich immer fragen müssen, ob die 
Amplituden bei beiden Instrumenten durch Reïibung im gleichen 
Mafe geändert wurden. Dies gilt besonders für schwache Nahbeben. 
Es ist also notwendig, falls man nicht vorzieht die Bodenbe- 
wegung anzugeben, den Angaben über die im Diagramm gemessene 
Amplituden und die Perioden der Stôrung noch solche über Eigen- 
periode des Pendels, Indicatorvergrôferung, Dämpfung und Rei- 
bung hinzuzufügen. 

Die Reïbung läft sich mittels eines neuerdings von Marwin 
angewandten Kunstgriffes erheblich verringern, indem man eine 
kleine Schüttelvorrichtung anbringt, die der Schreibnadel fort- 
während kleine Schwingungen von sehr kurzer Periode (etwa 
1/10‘) und geringer Amplitude (etwa 1/5—1/10"") erteilt. Hierdurch 
wird der im Ruhezustande vorhandene Reïbungswiderstand herab- 
gemindert; was nun andererseits die Anwendung einer stärkeren 
VergrôüBerung erlaubt; da diese ja bei mechanisch registrierenden 
Seismographen zum Teil durch den vorhandenen Reibungswider- 
stand ihre praktische Begrenzung fand. 

Ich môchte hier einige Beobachtungen folgen lassen, die ich 
bei der Bearbeitung des Berichtes gemacht habe. 


Fortpflanzungsgeschwindigkeit und Absorption. 


Bereits im vorigen Jahre') stellte ich eine Reiïhe von Erd- 
beben zusammen, bei denen sich Wellen, die durch den Gegen- 
punkt gegangen sind, vorfinden; ich habe aus ihnen die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit und die Absorption zu bestimmen ver- 
sucht. Die Messung der Absorption an Wellen, die den Gegen- 
punkt passiert haben und zum zweiten Male dieselbe Station 
treffen, hat den groBen Vorteil, eine mittlere Absorption und 
nicht eine lokale zu liefern, weil sie über einen grofien Raum in- 
tegriert; ferner ist die Art der Bestimmung besonders zuverlässig, 
weil die Wellen beidemal denselben Apparat in derselben Auf- 
stellung treffen. Beim Vergleich der Amplituden für nahe bei 
einander liegende Stationen bekommt man wohl nur eine lokale 
Variation. Erst bei grofen Entfernungen, wie z. B. Gôttingen und 
Samoa, wird man einen Mittelwert erhalten. 


1) Bestimmung der Fortpflanzungsgeschwindigkeit und Absorption von Erd- 
bebenwellen, die durch den Gegenpunkt des Herdes gegangen sind. Nachr. d. kgl. 
Ges. d. Wiss. z. Gôüttingen, Math.-physik. Klasse 1906 Ileft 1. 
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In dem Folgenden (S. 366) habe ich nun eine Tabelle aufgestellt 
für jene Beben, bei denen sich Wellen vorfinden, die, wie es scheint, 
die Erde umkreifit haben, darunter auch eins (Calabrische Beben), 
für welches die Registrierungen zweiïer weit von einander ent- 
fernter Stationen der Rechnung zugrunde gelegt werden konnten. 
Zunächst habe ich die Herddistanz H angegeben. Diese wurde 
aus den Vorläufern berechnet, falls nicht der Herd durch Nach- 
richten (wie bei 4, 8, 9) bekannt war. Nicht immer lassen die 
Vorläufer eine Herddistanzbestimmung zu. Bei Beben über 10000 km 
Herddistanz ist es meist nur ungenau môglich die Herddistanz an- 
zugeben. Hierzu gehôren besonders eine Reïhe von Beben, deren 
Herd etwa 1—3000 km von Samoa entfernt liegt. Es sind wabr- 
scheinlich submarine Beben, deren Herd man nur rechnerisch fest- 
stellen kônnte. 

Die europäischen Stationen kônnen im vorliegenden Falle nur 
als eine einzige gelten. Hinzu kommt Samoa, eine dritte geeignete 
Station fehlt zur Zeit noch. Erst wenn diese vorhanden sein wird, 
ist eine vollständige Ausnutzung des schônen Beobachtungsma- 
terials môglich. So war bisher noch nicht zu ermitteln, von 
welcher Richtung kommend die Wellen in Samoa eintreffen. Die 
Herddistanz läBt sich für Deutschland nicht angeben. 

Ich habe diese Beben, die in Bezug auf die Absorption ihrer 
Energie besonders interessant sind, weil sie aus der Nähe des 
Gegenpunktes (vielleicht aus der Gegend von Neuseeland) kommen, 
leider nicht verwerten kônnen. 

In der nächsten Collonne der Tabelle habe ich die Zeit zwischen 
dem ersten Auftreten der Wellen (L) und ihrer ersten Wiederkehr 
L, nämlich T, — T, angegeben. Unter L und Z, sind hier für ge- 
wôbhnlich Wellen ven 18—20° Periode gemeint, denn bei ihnen 
liegt meistens das Maximum der Bodenbewegung. In zwei Fällen 
lassen sich aber auch Wellen von etwa 70° Periode zuerst beim 
Beginne von L und dann bei der Wiederkehr des Bebens nach- 
weisen. Meist fehlen diese Wellen bei dem wiederkehrenden 
Beben, wohl hauptsächlich deswegen, weil ihre VergrôBerung bei 
unseren Pendeln zu gering ist. — 

Ferner sind die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten « s - ange- 
geben. Sie sind berechnet nach der Formel 

ne 2rx —2H km 
RP ET Tips 
wo r den Erdradius bedeutet. 
Sodann folgen die Amplituden 4, von L und 4, von L, 
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Aus iïhnen ist die Absorption « pro km berechnet. Setzt man 
die Energie von Z nnd L, den Quadraten der Amplituden pro- 
portional und schreibt die Verminderung der Energie nur der 
Absorption zu, was in erster Annäherung zulässig ist, da ja eine 
Abnahme infolge der ringfürmigen Ausbreitung der Energie auf 
der Erdoberfläche bei der Rückkehr des Wellenzuges zum selben 
Ort, der als Kugel gedachten Erde nicht stattfindet, so gilt 


A, 


—< = ed 
? ; 
À; 
À enr 
—— = € 2 
A 


wo d den Weg der Wellen in km und e die Basis der natürlichen 
Logaritmen bedeutet, da 

d = vor T 3) 
s0 
A,Ÿ 

av = TT, log DE (log = Brigg. Log) 
woraus durch Division mit v sich a ergiebt. Für v ist der Mittel- 
wert 3,3 LE genommen, da es sich hier nur um die Hauptwellen 
handelt. 4 ist die Absorption der Energie pro km. 

Hier sind die Vorgänge bei Ausbreitung der Wellen in einer 
Ebene auf eine Kugel übertragen. Dies wird nur in erster An- 
näherung zulässig sein. Wenn ein transversaler Wellenzug gegen 
eine Oberfläche stüBt, so wird ein Teil der Energie sich stets 
in longitudinale Wellen umsetzen, wird also für den transversalen 
mit besonderer Geschwindigkeit dahin eilenden Zug verloren sein. 
Dasselbe gilt umgekehrt für einen longitudinalen Wellenzug. Bei 
der Ausbreitung auf einer Kugelfläche wird dies dauernd eintreten 
und schon hierdurch ein Teil der Energie für den betrachteten 
Wellenzug verloren gehn. Auch der Umstand ist nicht in Rech- 
nung gezogen, daB die Wellen auf ihrem Wege irgend welche 
besonders orientierte Massen von besonderen Dimensionen zu 
Eigenschwingungen anregen kônnen und dadurch an Energie ver- 
Leren. Die Zerstreuung der Energie der Oberflächenwellen durch 
Strahlung, — dadurch, daf sie in angrenzenden Medium Stôürungen er- 
zeugen — erreicht, was die über der Erde liegenden Schichten, Luft 
und Wasser angeht, wohl nur bei Seebeben oder Beben an der Küste, 
bei Flutwellen, erhebliche Beträge. Wie im Erdinnern die Schich- 
tungen verschiedener Dichte und Elasticität verteilt sind, und wie 
tief die Bewegungen der Oberflächenwellen hinabreichen, und was 
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im besondern an Energie den Wellen der oberen Schicht dadurch 
verloren geht, daB sie die darunter liegende Schicht in Mitleiden- 
schaft ziehen, darüber ist einstweilen noch nichts sicheres auszu- 
machen. Wir müssen also in den folgenden Berechnungen unter 
Absorption nicht nur die Dämpfung durch Reïbung im eigenen 
Medium verstehen, sondern die Summe aller Energieverluste da- 
runter zusammenfassen. 

Sodann ist hierzu noch zu bemerken, daf nur die horizontalen 
Komponenten der Bewegung verglichen werden konnten; einmal 
weil die rückkehrenden Wellen vom Vertikalseismometer, wegen 
der geringen VergrôBerung dieses Instrumentes für lange Perioden, 
nicht aufgezeichnet wurden; und andererseits, weil in Samoa zur 
Zeit ein Vertikalseismometer leider noch fehlt. Die bisherigen 
Erfabrungen lehren jedoch, daf im allgemeinen das Diagramm der 
Vertikalkomponente in gleicher Weise abklingt wie das der hori- 
zontalen, und da die Bewegung in beiden Komponenten durchweg 
von gleicher GrüBenordnung ist, die vom Erdbodenteilchen durch- 
laufene Ellipse angenähert ein Kreis ist. Der Fehler, der dadurch 
begangen wird, daf blofi die Bewegung einer Komponente be- 
trachtet wird, ist daher wahrscheinlich für die hier in Betracht 
kommende Genauigkeit nicht grof. 


Die Beben 7, 9, 11, 12 sind bereits in der citierten Mitteilung 
von mir bearbeitet worden und werden nur der Vollständigkeit 
halber mitgeteilt. Für No. 9 (Calabrisches Beben 8. IX 1905) 
habe ich folgende Berechnung angestellt. Den schon in der ersten 
Arbeit aus L und Z, und der Herddistanz berechneten Wert von 


v = 34 ST so wie den aus À, und À, berechneten Wert für «a 


verglich ich mit Werten für v und «, die ich aus den Daten der 
Fernbebenberichte vom Samoaobservatorium der kgl. Ges. d. Wiss. 
zu Gôttingen, die inzwischen von Linke verôffentlicht worden sind, 
berechnete. Da Calabrien, Gôttingen und Samoa fast genau auf 
einem grübten Kreis liegen, so gilt für diese Entfernungen fol- 
gendes. Die Bebenwellen kommen von Süden zur hiesigen Station, 
gehen über den Nordpol nach Samoa, von dort zum Gegenpunkt 
von Calabrien, wo sich die sich ringfürmig ausbreitende Energie 
wieder sammelt um dann wieder zum Bebenherd zurückzustrômen. 
Die Entfernung Gôttingen— Samoa berechnet sich zu rund 16000 km, 
der Weg Samoa—Gegenpunkt von Calabrien—Samoa—Güttingen 
zu 20800 km (Güttingen— Calabrien 1600 km). Die Eintrittszeiten 
sind für Wellen von 15—20°, die das Maximum der Bewegung 
enthalten : 
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Zum Iten Mal in Gôttingen 1! 50,7" 
LE Re Te al 510 0 
» JIlten | , Gôttingen 4 49. 

Linke (Samoa) giebt für ZL als Eintrittszeit 2" 56" an; um 
diese Wellen, deren Periode 52—36: beträgt handelt es sich hier 
nicht, sondern um Wellen von etwa 205, die sowohl in Gôttingen, 
wie in Samoa das Maximum der Bewegung tragen. Diese treffen in 


Samoa um 8" 9,9 ein. Für den ersten Weg (16000 km) brauchen die 
Wellen 792"; was einer Geschwindigkeit von 3,4 = (genau 
3,37 in.) entspricht; für den zweiten Weg (20800 km) brauchen 
sie 99,1", wozu eine Geschwindigkeit von 350 = gehôrt; im 


Mittel also 3,4, was mit dem in der vorigen Arbeit aus L und 
L, berechneten Wert von 8,4 zusammen stimmt. 

Bei der Berechnung der Absorption dieser Wellen auf dem 
Wege Güttingen Samoa kann man die Aenderung der Ampli- 
tude nicht ausschlieflich der Absorption zu schreiben, sondern es 
muñ auf die Ausbreitung der Energie mit zunehmender Herd- 
distanz Rücksicht genommen werden. Da die Ausbreitung der 
Energie auf einer Kugeloberfläche vor sich geht, so wird, falls 
man sich durch Herd und Gegenpunkt die Polaxe der Kugel denkt, 
im I Quadranten vom Pol zum Aequator die Energiedichte abnehmen, 
im II. Quadranten vom Aequator zum Gegenpol ein Anschwellen 
der Energie eintreten. Im Gegenpol würde, wenn keine Absorption 
vorhanden wäre, derselbe Energiebetrag vorhanden sein, wie im 
Pol. Auf jedem Breitengrad ist die durch ein zur Fortpflanzungs- 
richtung senkrechtes Flächenelement hindurchtretende Energie dem 
Kreisumfang umgekehrt proportional. Für die Energie der Be- 
wegung an zwei Orten ungleichen Polabstandes gilt also 


JT, :  20,x . cosy, 
7 2o,x cosy, 
wo @, und @, die Radien der Breitenkreise der Orte und y, und 
y, die geographischen Breiten der Orte bezogen auf den Herd als 
Pol der Kugel bedeuten. Die Intensität in Samoa wäre also, — 
wenn keine Absorption vorhanden wäre 
Este En 

cos p, 

wenn der Index 2 für Samoa und 1 für Güttingen gilt. 
Die Amplitude für Samoa 
EEE à ver 
cos y, 
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Wenn ich die auf diese Weise für einen absorptionslosen Fort- 
gang der Wellen für Samoa berechnete Amplitude mit der wirk- 
lich dort gemessenen vergleiche, erhalte ich die Absorption a. 

Die Daten sind folgende: 

q, = 75°; p, — 68°; 
A, — 1000“ in Gôttingen gemessen, 


À, = À, Mr — 831", 
4, 


COS ÿ, 
— 43" in Samoa gemessen, 
tree HO) 

TUE N NA VX 
Für a ergiebt sich so 0,00037. Der in der citierten Arbeït 
aus den beiden Amplituden in Gôttingen beim erstmaligen Ein- 
treffen und bei der Rückkehr des Bebens berechnete Wert ergab 
a — 0,00034. Beide Berechnungen sind vüllig unabhängig von 
einander. Man kann die gute Uebereinstimmung daher wobhl als 
ein Argument für die Richtigkeit der angestellten Betrachtung 


über Ausbreitung und Wiederkehr der Wellen ansehn. 


Nr.| Datum ie Herddistanz | T;-7,| 4, | 4, v | a Bemerkungen 
m 
1 |14. II 05] 20 8700 108 1500 | 10 | 3,6 |0,00038 | 
2 (22 1 20 8700 101 1170 | 20 | 8,7 |0,00021 
3 122.1 70 ? 66 1500 |140 — & 
20 78 1140 | 10 | — = 
4 4, IV. 25 6200 120 |700 |170 | 3,8 — 
20 133 3,4 LE 
5 6. VII 25 9500 102 |600 | 12 | 83,4 |0,00039 
6 9. VII 30 6700 131 5000! 30 | 3,4 |0,00039 
7 |11. VII 16 —18 5750 ‘| 161 1250 5 | 8,0 |0,00026 
CM VIE 70 6700 110 4,0 
9 [xx hi5=20 1600 |1788/1000 3 | 3,44 |0,00084 |\Géftingen. Gegenpaun!! 
B" IX" |15 —20 79,2 11000! 48 | 8,87 | 0,00037 | Gôüttingen —Samoa 
TOME AIX 20 9000 110 — | — | 3,3 — 
117] 4. XII |12—18|: 3500 117 150 7 | 4,6 |0,00028 
12 10. XII 20 |8500—10000 | 110 75 | 13 | 5—3,4) 0,00018 


Der bier berechnete Wert von a gilt für lange Wellen von etwa 208 Periode. Für die kurzen/| 
Wellen kann a wegen der grüsseren Deformationsgeschwindigkeit ganz erheblich grüsser sein:!| 


‘| 
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Die Lücken in den Spalten für » und « sind dadurch ent- 
standen, da sich entweder die Herddistanz nicht angeben oder 
die Amplitude z. B. wegen starker Ueberlagerung nicht genau 
genug messen lief. 

Zur Tabelle ist noch hinzuzufügen, daf sich bei einigen Beben 
(No. 3, 4, 8) nachweïsen lieB, daf die Wellen grôferer Periode 
eine grübere Fortpflanzungsgeschwindigkeit besitzen. Bei No. 3 
kann man die Werte wegen der Unkenntnis der Herddistanz zwar 
nicht angeben, aber es läft sich aus den Laufzeiten, die für Wellen 
von 70° Periode 66", für Wellen von 205 78" beträgt, doch schätzen, 
daf v für die ersteren etwa 25 ‘Jo grôBer als für die letzteren 
ist. Bei No. 8 finden sich wieder Wellen von 70* Periode (vergl. 


Fig. 7a, 7b, 7c), denen der grofe Wert von v — 10 ent- 


spricht. Als Mittelwert für v bei einer Periode von ungefähr 20° 
ergiebt sich, wenn man den zweifelhaften Wert von No. 11 aus- 


schlieft zu BA Der Mittelwert von a ist 0,00031. 


In der der Berechnung zu Grunde gelegten Anschauung heiïfit 
dies: Quellen im Epizentrum die Oberflächenwellen mit einer 
Energie die proportional ist 4°, so sammeln sie sich im Gegen- 
punkt mit einer Energie die 4? — A7. 679% Lronortional ist, 
also etwa den 490ten Teil beträgt. Von hier aus strômt die En- 


ergie von neuem aus zum Epizentrum zurück, wo sich noch 


SES der alten Energie wieder sammelt. Die Amplitude sinkt 
also bis zum Gegenpunkt auf po] und beträgt bei der Rückkehr 


des Bebens zum Epizentrum nur 290 der ursprünglichen Grôübe. 


Die Aenderung der Amplitude pro km wegen Absorption ist 
gegeben durch ; 


a — 
"re A(i-+) = AL 3565) — 0,99985 À. . 


Das in mancher Hinsicht interessante Calabrische Beben ermôglicht 
noch eine Bemerkung über die Geschwindigkeit der I. Vorstôrung. 
Die groBe Geschwindigkeït, die sich für den ersten Vorläufer be- 
rechnet, wenn man die Herddistanz durch die Laufzeit dividiert, 
(etwa 14km) beruht zum grüferen Teil darauf, daf die Wellen 
in der Tiefe auf Schichten grôBerer Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
stofen, denn ihr Weg durch das Erdinnere ist nur wenig kürzer als 
die Oberflächenentfernung. Das Verhältnis von Bogen à zur Sehne s 
2rTa 
360 
or RO 


2 


ve 
s 


2r sin 
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wo « der zum Bogen gehôürige Centriwinkel ist, wird hôchstens, 
für « — 180°, wenn das Beben aus dem Gegenpunkt kommt, gleich 
x 
ci 
der Wellen durch den Erdmittelpunkt zum Gegenpunkt, ist der 
StoBistrahl des ersten Vorläufers stets convex gegen den Erd- 
mittelpunkt, das Verhältnis des Stofistrahles zum zugehôrigen 


Mit Ausnahme des einzigen Falles des gradlinigen Durchganges 


b 
Bogen also stets kleiner als Es Die Geschwindigkeit der Iten 


Vorstôrung in den oberen Schichten der Erde läfit sich nu 
schätzen, wenn man die Ankunftszeiten der Stôrung bei nah am 
Bebenherd gelegenen Stationen vergleicht und ihre Differenz durch 
ihre auf dem Bogen gemessene Entfernung dividiert. Die Länge 
des Bebenstrahls ist zwar nicht gleich dieser Distanz, doch wird 
sie nicht allzusehr davon abweiïchen. Ich wählte hierzu das 
Agramer Beben vom 2. Januar 06. Der Herd bei Agram ist etwa 
:100km von Laïbach und etwa 760km von Gôttingen entfernt. 
Wenn man annimmt, da die Wellenfläche des ersten Einsatzes 
als sie Laïbach berührte noch etwa 700 km in normaler Richtung 
von Gôttingen entfernt war, was sich aus der Lage der 3 Orte 
angenähert ergiebt, so findet man für eine Differenz der Eintritts- 
zeiten in Gôttingen und Laiïbach von 93° eine Geschwindigkeit 


ml : ; 
von 7,5 EE Da hier = — 1,0013 und der Emersionswinkel ge- 


ring ist, — die Amplituden in der Horizontalen und Vertikalen 
sind fast gleich —, der Strahl also nur wenig gekrümmt ist, so kann 
man ohne grofe Fehler zu machen, annehmen, daf der Weg der 
I Vorstéürung bis hier gleich der auf dem Bogen gemessenen Epi- 
zentralentfernung ist. Freilich mufB man dabei eine nicht allzu 
gro$e Herdtiefe voraussetzen, sonst wird der berechnete Wert 
der Geschwindigkeit grôBer. Mit der so gewonnenen Geschwindig- 
keit berechne ich die Zeit, zu der das Calabrische Beben im Herd 
eintrat, wobei der Fehler, der dadurch entsteht, daf ich den Weg 
der 1 Vorstôrung von Güôttingen bis Calabrien auf dem Bogen 
messe, wiederum nicht allzu gro wird. 

Danach findet die Sté‘rung in Calabrien um 1" 42" 495 statt; 
in Samoa trifft der erste Vorläufer um 2" 3" 36: ein. Der Quotient 
aus der auf dem Bogen gemessenen Herddistanz und der Laufzeit 


ergiebt 14 ne - Das Verhältnis von Bogen zur Sehne 2. ist hier 


1,32, sodafi der Quotient aus Schne und Laufzeit 10,7 ee wird. 
S 


Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit auf dem Stofistrahl gemessen 
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ist wegen der Convexität desselben jedenfalls noch ein wenig 
£ km 
grôBer als 10,7 —. 
sec 


Die Differenz dieser ,mittleren wirklichen“ Geschwindigkeit 
gegenüber der Geschwindigkeit der ersten Vorstürung in Oberflächen- 


schichten 7,5 _ rührt daher, daf die Wellen in grôferen Tiefen 


auf Schichten grôBerer Geschwindigkeit treffen. Hierzu mag noch 
bemerkt werden, da man für die ersten Vorstôrangen noch ge- 
ringere Geschwindigkeiten als 7,5 erhält, wenn man noch näher 
am Epicentrum liegende Stationen vergleicht. So erhielt Crendner 
für Voigtländische Beben (beobachtet in Leipzig und Gôttingen) 


etwa 6 ——-. 
sec 


Phasen und Perioden im Diagramm. (Fig. 1—7a) 

Ich môchte hier noch einige Bemerkungen über die sehr langen 
Wellen (40—70") beifügen. Diese Wellen treten deutlich und rein, 
— frei von Ueberlagerungen — nur im Beginn der Hauptphase 
sehr weit entfernter Beben auf, und sind dann meist Träger des 
Maximums der Bewegung, während die Wellen kürzerer Periode 
(10—15), die bei Nahbeben die Maximalbewegung besitzen, in der 
Hauptphase gänzlich fehlen. Man hat sich diese Eigentümlichkeit 
der Diagramme vielleicht so zu erklären. 

Bei naben Beben unterscheiden sich nur zwei Phasen. Gleich 
nach den kurzen stofartigen Wellen (1—6) des ersten Vorbebens 
von kleiner Amplitude setzen die langen Wellen (etwa 10°) gleich 
mit der Maximalbewegung ein. Ob diese letzten Wellen anderen 
von langer Periode 20—70° überlagert sind oder nicht, ist aus 
Diagrammen schwer zu entscheiden und wird ganz unmôüglich, 
wenn das Pendel gegen die Anschläge schlägt. Zweiter Vor- 
läufer, lange Wellen und Maximalbewegung fallen zusammen. 

Bei mittelweit entfernten Beben (etwa 2—5000 km) tritt der 
Ilte Einsatz deutlich und von der Hauptbewegung gesondert her- 
vor. Der zweiten Vorstôrung überlagern sich aber noch die Wellen 
langer Periode (30—70), die mit ihrer grôfieren Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit den Trägern des Maximum vorangecilt sind und 
und sich also dem ihnen fremden Wellenzug des 11. Vorläuters, 
der wahrscheinlich auf anderem Wege als die langen Oberflächen- 
wellen kam, untermischen. Es ist sogar müglich da sich diese 
Wellen schon der I. Vorstürung (wahrscheinlich Longitudinalwellen 
quer durch die Erde) überlagern, da die scheinbare Obertläichen- 
geschwindigkeit der I. Vorstürung bei geringer Entfernung des 


vrE 
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Herdes wohl noch nicht sehr von der Geschwindigkeit der langen 
Wellen verschieden ist. Ein Beispiel hierfür ist das Calabrische 
Beben. Es finden sich dort Wellen von 305 in der Horizontal Com- 
ponente der I. Vorstôrung; im Diagramm der Vertikalkomponente 
dagegen fehlen sie. 

Die Hauptphase mittelweit. entfernter Beben beginnt mit 
Wellen, deren Periode schnell von etwa 305 auf 20° sinken und 
zeigt bald nach Beginn das Maximum bei etwa 15—205. Bei den 
Beben dieser Gruppe beobachtet man, wie sich je grôfer die 
Herddissanz ist, das Maximum im Zug der Hauptphase mebr und 
mebr gegen Ende hin verlagert, weil immer mehr von den lang 
periodigen Wellen (30-50) vor dem Maximum, das noch bei 
niedrigerer Periode liegt, auftreten. 

Bei sehr weit entfernten Beben (über 5000 km) treten nach P 
und S zunächst Wellen sehr langer Periode (etwa 50°) auf, die all- 
mählich abnehmen auf 30—25%, wo das Maximum der Amplitude liegt. 

Bei Beben von der Nähe des Gegenpunktes dauern die Wellen 
von 70—30* Periode recht lang, erst viel später kommen Wellen 
von 30—20° die meist nur ein scheinbares, ein , Diagramm-Maximum“ 
zeigen, während das Maximum der Amplituden der Bodenbewegung 
bei den Wellen hoher Periode liegt. Aus den Beobachtungen ergiebt 
sich also, daf das Maximum der Bodenbewegung allmählich, je 
grôBer die Herddistanz wird, desto mehr von Wellen kürzerer 
Periode auf solche längerer Periode übergeht. Man kann erwarten, 
daf die Absorption wegen der grôBeren Deformationsgeschwindig- 
keit bei Wellen kürzerer Periode grôBer ist (für gleiche Ampli- 
tuden). Haben diese also in der Nähe des Herdes das Maximum 
der Bewegung so muB es in weiter Entfernung auf solche längerer 
Periode übergegangen sein. 

Die Trennung der Oberflächenwellen verschiedener Periode 
rührt von der verschiedenen Geschwindigkeit her, die den ein- 
zelnen Perioden zukommen. Die Wellen längerer Periode eilen 
den kürzeren voraus. 

Nach diesen Erôrterungen will ich versuchen, die Verteilung der 
verschiedenen Perioden der Oberflächenwellen für die drei nach 
ihrer Herddistanz geordneten Klassen von Beben schematisch dar- 
zustellen. 


Nahbeben (bis 1000 km). 


I. Phase: P, zuweilen sind den kurzperiodigen longitudinalen 
Wellen schon langperiodige überlagert. 
Il. Phase: S, L, M treten gleichzeitig auf und überlagern sich. 


24 « 
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I. Phase: 


Entfernte Beben (1000 —5000 km). 


FE 


IT. Phase: S und L gleichzeitig, die Wellen in L erreichen eine 


Periode von etwa 405. 


JIIT. Phase: M etwa bei 15 —205. 
Sehr weit entfernte Beben (über 5000 km). 


I. Phase: 
II. Phase: 


E. 
S 


III. Phase: ZL Perioden von 40—70. 


IV. Phase: M 305. 


Beben aus der Nähe des Gegenpunktes. 


I. Phase: 
II. Phase: 


E: 
S 


DR Mei4D-70ileriide. 


IV. Phase: Wellen von etwa 30—205. 


Ioh habe in der nachfolgenden Tabelle eine Reïhe von Erd- 
beben zusammengestellt, deren Herddistanz von zwei weit von 
einander entfernten Stationen, Gôttingen und Samoa, môglichst 
verschieden ist, deren Herd also stets erheblich näher an der 
einen als an der anderen Station liegt. AuBer den Herddistanzen 
gebe ich die Perioden der Hauptphase für beide Stationen an. 


nm 25 Perioden der Haupt-| « Perioden der Haupt- 
2x phase in Güttingen | & & phase in Samoa Herd- 
Datum [SE] 2.2 | 22 | Su | ÉSE|028 1228] es distanz 
S S| 2.2 ce © mrS | ae © von Samoa 
SsC|SE|SÉ|Sels S|SS )SÉ ) Êe 3 
PE] ma l Sa |A > | wa, | Sa | à km 
5 EI 8 8 L] | 8 
LUN Iu 56 28 56 30 12 | 16 u. 13 2000 
1127 lu 40 20 35 15 JO 0 1000— 1500 
III 19. | Iu 40 16 40 16 11 15 2000 
TVA ZL NIITu 10 10 6000 44 27 27 13—14000 
VI 9. Iu 45 45 16 16 1—2000 
VIe MIT 50 50 10 10 2000 
VI 30: |" II u 40 30 20 20 
V7) lu 40 40 14 14 2—8000 
VIL25. MTL u 40 6 40 6700 60 17 60 11000 
VITRS IR Tu 45 45 20 10 12 1—2000 
IDC En 20 9 9 1600 52 21 21 1600 


372 E. Angenheister, 


Es geht aus der Tabelle hervor, da$ die kürzeren Perioden 
aus den Hauptphasen verschwinden, weun die Wellen grof$e Herd- 
distanz erreicht haben. Die langen Perioden dagegen sind in den 
Diagrammen der Nahbeben nicht zu finden. Letzteres hat seinen 
Grund zum Teil wohl darin, daf sie bei Nahbeben aus der starken 
Ueberlagerung kürzerer Perioden nur schwer herauszuschälen 
sind, zumal unsere Seismographen für die hohen Perioden nur 
sehr wenig empfindlich sind. Es wäre sehr wichtig mit einem 
Pendel hoher Eigenperiode (60°) und starker Vergrôferung diese 
sehr langen Wellen genauer zu studieren. Das Verschwinden der 
kurzen Perioden tritt wohl deshalb ein, weil die Absorption für 
kurze Perioden so groB ist, daf auf dem langen Wege ihre ganze 
Energie verzehrt wird. 

Ich môchte noch auf eine Beobachtung hinweisen, die viel- 
leicht zur Erklärung des Entstehens der verschiedenen Perioden 
beiträgt. Bei sehr nahen Beben etwa 1000 km ist das Maximum 
der Bewegung an sehr kurze Perioden gebunden etwa 5—10° erst 
später treten allmählich grôBere Perioden auf. Man kann sich 
hier den Vorgang vielleicht folgendermafen vorstellen : 

Beim Bruch oder bei der Verlagerung einer Scholle treten 
zunächst heftige Erderschütterungen auf, welche die der Bruch- 
stelle nahen Teile der Scholle in kurzen Perioden erzittern lassen. 
Wegen ihrer groBen Maximalen Beschleunigung kommt ihnen die 
zerstôrende Kraft zu. Nach und nach erst gerät die ganze Scholle 
in Schwingungen, die immer tiefer greifen und schliefilich die 
ganze Erdrinde in Vibration versetzen. Dies sind die Schwin- 
gungen längerer Periode!. Wenn man sich die ganze Erdrinde 
schwingend vorstellt, dann liegt natürlich nahe, die verschiedenen 
Perioden (20—705) als Oberton und Grundton aufzufassen. 

Man sieht aus allem, welch ein compliziertes Bild uns die 
starken näheren Erdbeben liefern; die vielfachen Ueberlagerungen 
lassen sich nur schwer und unsicher auseinanderschälen. Viel 
klarer zeigen sich die verschiedenen Wellen in starken sehr weit 
entfernten Beben. Es wird eine der nächsten Aufgaben sein, dies 
Auseinanderziehen des Bebenbildes, diese Trennung der einzelnen 
Wellenzüge, kurz die Entstehung des seismischen Spektrums zu 
ergründen. Dazu sind von allem mehrere weit non einander ent- 
fernte Stationen notwendig. 


1) Wicchert (Gôttinger Festschrift) schreibt den Schwingungen die die Krd- 
rinde bis zur Magmaschicht in Bewegung sctzen cine Periode von etwa 20* zu. 
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Natur der Wellen. 


Die Registrierungen, besonders der Vertikalkomponente, ge- 
statten einige Bemerkungen über die Natur der Wellen. 

Zunächst zeigt sich, was schon von Schlüter mit seinem als 
Vertikalseismometer eingerichteten Klinographen beobachtet wurde, 
daf mit wachsender Entfernung vom Bebenherd die Vertikalkom- 
ponente des I. Vorläufers der horizontalen gegenüber stark zu- 
nimmt, oder da der Emersionswinkel wächst. 

Auferdem aber zeigt sich, daf beim Ilten Vorläufer umge- 
kehrt mit wachsender Entfernung die horizontale Komponente der 
Vertikalen gegenüber zunimmt. Falls der Ilte Vorläufer ein 
Wellenzug durch das Erdinnere ist, würde dies bedeuten, daf die 
Deformationen zunächst senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung er- 
folgen, sodaf bei einem Emersionswinkel von 90° die Vertikal- 
komponente o würde. Das Verhältnis von vertikaler zu horizon- 
taler Komponente ist dann gleich dem cotangens des Emersios- 
winkels. Diese Funktion fällt mit wachsendem Winkel, also mit 
zunehmender Herddistanz. Ferner läft sich erkennen, daf bei 
Beben, deren Richtung mit einer der Komponenten Richtungen 
zusammenfällt, der ITte Vorläufer nicht in dieser, sondern in der 
dazu senkrechten Richtung die grôfite Amplitude besitzt, und 
wenn ein scharfer Einsatz des IIten Vorläufers vorhanden ist, 
dieser wie auch das Maximum der Hauptphase dort früher auf- 
tritt: der Einsatz der Il. Vorstürung um wenige Sekunden, die 
Hauptphase um etwa 1". Diese Bevorzugung der einen Richtung 
läft wieder vermuten, daf wir es hier mit Wellen zu tun haben, 
deren Deformation senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung erfolgt. 
Es ist hier aber für Folgerungen Vorsicht geboten und mehr Ma- 
terial zu sammeln. — In dem nachfolgenden Bericht ist bei den 
einzelnen Beben, wo solche Erscheinung beobachtet wurde besonders 
darauf hingewiesen. Als Beïispiel diene das Calabrische Beben, 
dessen Wellen fast genau von Süden kommen (vergl. Fig. Sa. Sb, 
8c). P'ist in der Vertikalen und in NS scharf; in NS grüber als in 
EW. Die Deformation erfolgt also zunächst in Richtung der Fort- 
pflanzung von /. $S dagegen ist in der Vertikalen schwach und in 
NS schwächer als in ZW. Auch in den Aufzeichnungen des Cala- 
brischen Bebens durch das Wiechert’sche Pendel in Upsala ist ?° 
in NS stärker als in ZW und S in ZW stärker als in NS'). Die 


o . . . - . 
1) Herr Dr. Akerblom war so licbenswiüvrdig mir die Kurven zur Ver- 
fügung zu stellen. 
Kgl. Gos. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasso. 1906. Haït 4. 26 
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Deformation bei S erfolgt also umgekehrt wie bei P senkrecht zur 
Richtung der Fortpflanzung. Das Maximum der langen Wellen 
tritt früher in E W als in NS ein, also auch hier scheint die De- 
formation zunächst senkreckt zur Fortpflanzung zu erfolgen, um 
dann in schneller Azimutänderung in jede andere Richtung über- 
zugehen; auch in die verticale. Dort tritt das Maximum wohl 
immer später als in der horizontalen ein. 


Bewegungen nicht seismischen Ursprungs. 


Die mikroseismischen Bewegungen zeigen sich sowohl in der 
horizontalen wie in der vertikalen Komponente. Die Ansicht, 
daf es sich hier nur um Eigenschwingungen des Bodens in Folge 
von Luftdruckschwankungen handele, scheint nicht richtig zu sein, 
da alle môglichen Perioden von 1—105 vorkommen. Besonders 
kurze Perioden waren an folgenden Tagen merklich: 


Jan. 19. 1906 1°, 2, 3. 
März 9. 1906 2, 3°. 
, 16. 1906 3. 


Ein Zusammenhang zwischen mikroseismischer Bewegung und 
dem Seegang an den Küsten, wie ïihn Wiechert schon ôfters be- 
tont hat, ist dagegen wohl sicher vorhanden; und zwar scheint 
es, da die in Gôttingen beobachteten starken langperiodigen 
Bodenbewegungen von groBer Regelmäfigkeit den Sturmwellen 
des Oceans an der steilen felsigen Norwegischen Küste entsprechen. 
Ein Beispiel hierfür gibt der 16. Sept. 1905, wo innerhalb einer 
wochenlangen Ruhe, in der die mikroseismische Bewegung nicht 
über 1“ steigt, für etwa 12 Stunden starke Bewegung (T — 7-8; 
A — 5") einsetzt. Zur gleichen Zeit brandet von Westen der 
Ocean in Sturmwogen senkrecht gegen die Norwegischen Felsen. 

Ferner ist das starke Maximum der mikroseismischen Bewe- 
gung am 12. Dez. 1905 gleichzeitig mit einem Maximum des See- 
ganges VIII an der norwegischen Küste. Eine genauere Unter- 
suchung hierüber ist jedoch noch notwendig. 

Auch schnell vorüberziehende meteorologische Erscheinungen 
lassen sich im Seismogramm des stark vergrôfernden 17000 kg- 
Pendels erkennen. Fig.9 zeigt das Bild einer in wenigen Minuten 
vorüberziehenden Boe. 

Die 2000 fache VergrôBerung des 17000 kg-Pendels genügt, um 
die Bewegungen der im hiesigen Elektrizitätswerk, 2,5 km ent- 
fernt, aufgestellten Gasmotoren aufzuzeichnen. Die Schwingunszahl 
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der kleinen Wellen entspricht der Tourenzahl der Motoren. Da 
verschiedene Motoren mit ungleicher Tourenzahl vorhanden sind, 
so treten, wenn mebrere laufen, Schwebungen auf. (Fig. 10). 

Nicht alle Beben liefien sich mit derselben Genauigkeit aus- 
messen, weil oft Einzelheiten in der mikroseismischen Bewegung 
untergingen. Auf diese Unruhen sowie auf Stôrungen im Erd- 
bebenhaus, die die Diagramme zum Teil unleserlich machten, ist 
ist nicht immer besonders hingewiesen. Fehlende Zahlen sind darauf 
zurückzuführen. 


Zu den Figuren. 


Die Bebendiagramme Fig. 1—6b sind nach ihrer Herddistanz 
geordnet. Man erkennt an ihnen, daf die langperiodigen Wellen mit 
mit wachsender Herddistanz sich mehr und mehr zum Ende hin 
verschieben. Bei Fig. 1 und 2 sind sie noch der I. Vorstôrung 
überlagert; bei Fig. 3, 4a und 4b treten sie während der II. Vor- 
stôrung auf, kurz nach :S; sie sind von immer stärker werdenden 
Schwingungen kürzerer Periode überlagert, die schnell zum Maxi- 
mum der Bewegung anschwellen. 

Fig. ba die Vertikalkomponente des San Franciscoer Bebens 
zeigt die langen Wellen erst ‘/4 Stunde nach :S. Das Maximum 
der Bewegung liegt aber noch später bei Schwingungen kürzerer 
Periode. 

Fig. 5b zeigt Wellen auBerordentlich langer Periode obne 
Ueberlagerung. 

Fig. 6a und 6b zeigen ein und dasselke Beben vom 1200 km 
und vom 100 km Pendel aufgezeichnet. Das Beben ist sehr weiten 
Ursprunges. Alle Phasen sind deutlich gesondert. 

Fig. 7a zeigt trotz starker Ueberlagerung gut erkennbar 
während des II. Vorläufers Schwingungen von etwa 70° Periode. 

Fig. 7b und 7c zeigt gegen Ende desselben Bebens ein paar 
Schwingungen von gleicher (70°) Periode, die dnn Nachläufern über- 
lagert sind. Es handelt sich hier wahrscheinlich um eine Wieder- 
kehr des Bebens. 

Fig. 8a, 8b und 8c zeigen das Calabrische Beben mit den auf 
Seite 17 beschriebenen Eigentümlichkeiten. 

Fig. 9 zeigt eine vorbeiziehende Boe, und Fig. 10 die Schwe- 
bungen in Folge der Bewegungen der Motoren des Elektrizitäts- 
werkes. 
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Uebersicht über die registrierenden Seismometer 
der Station. 


Von 
E. Wiechert'). 


Vorbemerkungen. 


1. Erdbebenwellen. Bei den Erdbeben vollführt der Erd- 
boden erfahrungsgemäf stets gleichzeitig Schwingungen sebr ver- 
schiedener Periode. Es scheint, als ob neben den kürzeren um so 
längere Perioden auftreten, je tiefere Schichten der Erdrinde bei 
den Dislokationen am Herde in Mitleidenschaft gezogen werden. 
Nennt man die Perioden bis 2 Sekunden kurz, solche über 2 und 
bis 20 Sekunden mittellang, solche über 20 Sekunden sehr lang, 
so kommen Wellen sebr langer Perioden nur von den Zentren ge- 
waltiger Erderschütterungen weit auferhalb Europas zu uns ?). 
Mittellange Perioden finden wir schon bei den grüfieren Erdbeben 
Europas. Bei den ganz kleinen Erdbeben im Gebiete Deutschlands 
herrschen die kurzen Perioden vor. — Für die in einem und dem- 
selben Erdbeben auftretenden Schwingungen nimmt die Amplitude 
mit der Periode sehr schnell ab. Bei dem Indischen Erdbeben 
vom 4. April d.J. z.B. war die Amplitude der Schwingungen mit 
10 Sekunden Periode etwa 1 em, die Amplitude der Schwingungen 
mit [2 Sekunden Periode aber nur ‘/200 mm. Auf diese Erfahrungen 
mu Rücksicht genommen werden, wenn die Auswahl der re- 
gistrierenden Instrumente zweckmäfBig erfolgen soll. 

2. Empfindlichkeit der Seismometer. Bei einer Dämp- 
fung, die genügend groB ist, um die Eigenschwingungen des In- 
strumentes unschädlich zu machen, sind für die Wirkungsweise 


1) Wochenbericht No. 48—53, 
2) Später haben die Instrumente gezeigt, da auch bei starken Europäischen 
Beben Perioden von 4#0—45s vorkommen. ($. Okt.; &. Nov. 1905). 
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eines Seismometers, — wie ich das schon mehrfach näher ausge- 
führt habe, — 2 Konstanten mafigebend. Ein Horizontalseismo- 
graph — d.h., ein Seismometer, welches die Horizontalerschütte- 
rungen des Erdbodens aufzeichnet — verhält sich wie ein ein- 
faches Pendel, dessen gewichtlos gedachte Pendelstange — eventuell 
weit über das Gewicht hinaus verlängert — die Schreibspitze 
trägt. Die Pendellänge Z dieses äquivalenten einfachen Pendels, 
d.h. die Entfernung des Gewichts von der Axe, nenne ich ,äqui- 
valente Pendellänge“. Ihr entspricht die Eigenperiode des 
Instrumentes 7. Nach den Pendelgesetzen ist nahezu ‘4 T° — I, 
wenn 7 nach Sekunden, Z nach Metern gerechnet wird. Die Ent- 
fernung J der Schreibspitze von der Axe bei dem äquivalenten 
einfachen Pendel nenne ich ,äquivalente Indikatorlänge“. 
Sie gibt die Neigungsempfindlichkeit an, und zwar ist E — J/206000 
der Ausschlag für eine Bogensekunde. Die VergrôBerung V, mit 
welcher bei dem äquivalenten einfachen Pendel die Bewegungen 
des Pendelgewichtes aufgeschrieben werden, nenne ich ,Indi- 
katorvergriBerung“. Offenbar ist J — V.L. Wo ein Zweifel 
über die Bedeutung der Worte nicht gefürchtet zu werden braucht, 
ist es selbstverständlich nicht nôtig, den Zusatz ,äquivalent“ mit 
anzuführen. — 

Als äquivalent mit einem Vertikalseismometer kann man 
ebenfalls ein einfaches Pendel der beschriebenen Art annehmen, 
nur mu man sich das Pendel durch Federkraft so horizontal 
gehalten denken, das die Schwingungsperiode mit der Pendellänge 
in derselben Beziehung steht, wie bei der vertikalen Aufhängung. 
T, L,J, V und auch Æ bekommen dann analoge Bedeutung, wie 
bei dem Horizontalseismographen; so kônnen Z, J, V nach wie 
vor: ,äquivalente Pendellänge“, ,äquivalente Indika- 
torlänge“, und ,IndikatorvergrôBerung“ genannt werden. 

Von den 5 GrüBen 71, V,J,E bestimmen 7 und /, und 
ebenso J und Æ einander gegenseitig. Auferdem besteht die Be- 
ziehung J — VL, es genügt also in der Tat, wie anfänglich er- 
wähnt, die Angabe von 2 Konstanten, um die Wirkungsweise des 
Instrumentes zu charakterisieren. 


Die Theorie lehrt — immer unter Voraussetzung hinreichend 
starker Dämpfung, um stürendes Hervortreten der Eigenschwin- 
gungen zu verhüten, — daf Erderschütterungen, deren Periode T 


unterhalb der Eigenperiode 7 des Instrumentes liegt oder diese 
nur ganz wenig überschreitet, nahezu mit der Indikatorvergrüle- 
rung V aufgezeichnet werden. UGeht die Periode T der Erder- 
schütterungen hüher bhinauf, so sinkt die VergrüBerung in den 
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Diagrammen und zwar sehr bald nahezu proportional mit 1/T°; 
zugleich wird sie auch proportional mit der Indikatorlänge J. 
Es ist also für die Empfndlichkeit des Instrumentes bis etwa 
herauf zur Eigenperiode T' die IndikatorvergrôBerung V, darüber 
hinaus die Indikatorlänge J entscheidend. Es tritt ferner hervor, 
daB die kleineren Perioden umsomebr gegenüber den grôferen be- 
vorzugt werden, je kleiner die Eigenperiode 7, also die Pendel- 
länge L — J]V gewählt wird. — 

Diese Umstände sind zu berücksichtigen, wenn man die seis- 
mischen Instrumente ihren Aufgaben anpassen will. Sollen Er- 
schütterungen kurzer Periode mit starker VergrôBerung aufge- 
zeichnet werden, ohne daB Erschütterungen langer Periode die 
Abbildung undeutlich machen, so muf man V grof, T und damit 
L und J klein machen. Sollen andererseits Erschütterungen langer 
Periode registriert werden, ohne daB gleichzeitige Erschütterungen 
kurzer Periode stôrend wirken, so mufB man J und 7, also auch 
L, gro8 und V klein machen. — Bei alledem ist noch zu beachten, 
daf auch die Geschwindigkeit des Registrierpapieres eine Rolle 
spielt: Sollen kurze Perioden aufgelôüst erscheinen, so mu die 
Registriergeschwindigkeit gro8 gewäblt werden. Will man aber 
lange Perioden beobachten, so tut man besser mit kleinen Ge- 
schwindigkeiten zu arbeiten, weil andernfalls bei der Streckung 
der Kurven geringere Ausweisungen der Aufmerksamkeit entgehen 
würden. 


Instrumente der Gôttinger Station. 

4. Einleitung. Frühere Registrierungen hatten gezeigt, 
daB in Gôttigen bei den Erdbeben noch Perioden unterhalb einer 
Sekunde und über einer Minute zur Geltung kommen. Um diesen 
weiten Bereich zu umspannen, schien es nôtig, entsprechend der 
in den Vorbemerkungen unter (1) angegebenen Einteilung der 
Perioden in ,kurze“, ,mittellange“ und ,sehr lange“, die für den 
daucrnden Betrieb bestimmten Instrumente in drei Stufen zu 
gruppieren. Das so vorgesehene System von Instrumenten ist 
freilich heute noch nicht vollständig, aber doch konnte schon er- 
reicht werden, daf alle drei Gruppen vertreten sind. So soll denn 
im Folgenden eine kurze Uebersicht der vorhandenen Instrumente 
gegeben werden. Die Lücken und die zum Teil recht unerfreu- 
lichen Improvisationen werden in dem Masse beseitigt werden, 
wie es die finanziellen Mittel gestatten. 

Wichtig scheint es hier, einen Punkt noch besonders hervor- 
zuheben. Die Gruppierung darf nicht etwa so verstanden werden, 
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als ob die einzelnen Instrumente für die Registrierung der zu 
den anderen Gruppen gehürigen Perioden überhaupt nicht in Be- 
tracht kämen. Davon ist nicht die Rede. Es kann vorkommen, 
daf bei sehr starken Erdbeben einzelne Instrumente eben infolge 
ibrer hohen Empfndlichkeit für die vorherrschenden Perioden un- 
leserliche Aufzeichnungen geben oder ganz versagen. In solchen 
Fällen treten in sehr willkommener Weise die andern Instru- 
mente ergänzend ein. 

5. Uebersicht der Instrumente. Alle Instrumente be- 
sitzen eine sehr starke Luftdämpfung; das Dämpfungsverhältnis 
wird in der Regel in der Nähe von 6:1 gehalten. — Bei mecha- 
nischer Registrierung mu zur Ueberwindung der Reibung des 
Schreibstiftes und der Trägheit des Schreibmechanismus die ,sta- 
tionäre MaBe“, d.h. die frei aufgehängte Mafe, deren Bewegung 
von dem Schreibstift aufgeschrieben wird, sehr gro8 gewählt 
werden. Da ihr Betrag dann eine wesentliche Bedeutung gewinnt, 
wird er im Folgenden mit aufgeführt werden. 


L. Instrumente für Registrierung von Erschütterungen 
kurzer Periode. 

a) Horizontalseismograph, mechanisch registrierend. 
Stationäre Mafe ca 17000 kg. T = 1,4 Sekunden (L = 50 cm); 
V — 2000, J — 1100 m (E — 5'fmm). Registriergeschwindig- 
keit 60mm in 1 Minute. — Hauptinstrument für Registrierung 
der deutschen Erdbeben. Nur die Nord-Süd-Komponente wird auf- 
gezeichnet, da die Schreibvorrichtung für die Ost-West-Komponente 
noch nicht gebaut ist. 

b) Vertikalseismograph, photographisch registrierend. 
T, L, V,J,E nahe ebenso wie bei dem Instrument Ia Das im- 
provisierte Registrierwerk gibt eine Geschwindigkeit von 6 mm 
in 1 Minute. 


II. Instrumente für Registrierung von Erschütterungen 
mittellanger Periode. 

a) Horizontalseismograph, mechanisch registrierend. 
Stationäre Mafe ca. 1200 kg. T'= ca. 14 Sekunden (L = ca. 50 m); 
V — 160, J ca. 8000 m (E — ca. 40 mm). Registriergeschwindig- 
keit 10 mm in 1 Minute. Der Bearbeitung der Wochenberichte 
werden in der Regel die Aufzeichnungen dieses Instrumentes in 
erster Linie zu Grunde gelegt. 

b) Vertikalseismograph, mechanisch registrierend. 
Stationäre MaBe ca. 1300 kg. 1 = ca. 7 Sekunden (L — ca. 12'}2 m); 
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V = 160, J — ca. 2000 m, (E — 10 mm) Registriergeschwindig- 
keit 10 mm in 1 Minute. 7, L, J, E sind vorläufig absichtlich kleiner 
gebalten, als es das Instrument verträgt und werden allmählich 
erhôht werden. 


III. Instrumente für Registrierung von Erschütterungen 
sehr langer Periode. 

a) Horizontalseismograph, mechanisch registrierend. 
Stationäre Mafe ca. 110kg. T = ca. 63 Sekunden (L — ca. 1000 m); 
V = 10, J — ca. 10000 m (C — ca. 50mm). Das improvisierte 
Registrierwerk gibt eine Geschwindigkeit von ca. 6 mm in 1 Mi- 
nute. — Nur die Einrichtung für die Nord-Süd-Komponente ist 
vorhanden. — Da ein Bedeckungskasten noch fehlt, geben Luft- 
strômungen beständig leichte Unregemäfigkeiten. 

b) Vertikalseismograph. Fehlt. 


Die vorstehenden Angaben über die Empfindlichkeit sind nur 
als ziemlich grobe Annäherungen zu verstehen. Infolge von Tem- 
peratur-Schwankungen etc. ändern sich einige der Zahlen fortdauernd. 
Da Neuregulierungen immer eine Stôrung des Betriebes bedeuten, 
werden sie môglichst selten vorgenommen. 


Ergänzende Bemerkungen. 


Zu dem vorstehenden Bericht von Herrn Professor E. Wiechert 


über den Bestand an Instrumenten ist zu bemerken, daf das 
Vertikalseismometer für 2000-fache Vergrüferung nur wenig in 
Tätigkeit gewesen ist. — 

Die folgende Zeichenerklärung ist den Wochenberichten un- 
verändert entnommen. — 

Bei der Neubearbeitung der Registrierungen habe ich infolge 
der Mitteilungen anderer Stationen hin und wieder noch nach- 
träglich in den Kurven Erdhebenaufzeichnungen entdecken künnen, 
die sich bei der Herstellung der Wochenberichte der Aufmerk- 
samkeit entzogen hatten. Auch waren einige kleine Irrtümer in 
den Zeitangaben zu verbessern. 
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Zeichenerklärung. 
Charakter des Erdbebens. 
— merklich, Il — auffallend, III — stark. 
— (terrae motus domesticus) — Ortsbeben (am Orte fühlbar). 
F4 »  Vicinus) — Nahbeben (unter 1000 km). 
RL À remotus) — Fernbeben (1000—5000 km). 
6 & »  ultimus) — sehr fernes Beben (über 5000 km). 


Phasen. 


— (undae primae) — erste Vorläufer. 

— ( },  secundae) — zweite Vorläufer. 

— ( ,  longae) — Hauptbeben (,lange Wellen“). 

— ( ,  maximae) — grôfte Bewegung im Hauptbeben. 
— (coda) — Nachläufer. 

— (finis) — Erlôschen der sichtbaren Bewegungen. 


An 46H 


Art der Bewegung. 
1 — (impetus) — Einsatz. 
e — (emersio) — Auftauchen. 
T = Periode — doppelte Schwingungsdauer. 
A — Amplitude der Erdbewegung, gerechnet von einer Seite zur 
andern. 
Ag — grüBte Beschleunigung während einer Schwingung. 

[g — Schwerkraft; Zg/g gibt die grüfite scheinbare Neigung 
der Vertikalen während einer Schwingung an. Zg — 
nicht aber À — stellt ein Ma8 für die Intensität der 
Erderschütterung dar.] 

Ax, dgx — NS.-Komponenten von À und 4g. 
Az, Age — E.W.- n » » 


Zeit und Maf. 
Zeit — mittlere Greenwicher, gezählt von Mitternacht zu Mitter- 
nacht. 
mu — Mikron = ‘1000 Milimeter. 
Milligal — !/1000 Gal; Gal — Centimeter-Sekunden-Einheit der Be- 
schleunigung. [Es ist g — ca. 980 Gal, also 1 Milligal — ca. 
1-Milliontel der Schwerkraft. — Bei periodischen Schwin- 


gungen ist Jg — ca. 7 wenn Zg nach Milligal, À nach 
Mikron, T nach Sekunden gerechnet wird.] 


2) , 13 
DE 13 
4| , 20 
5| , 20 
6| , 22 


1) Für disses Beben sind von Akerblom die Gôttinger und Upsalaer Diagramme 


382 


barakter 


Le] 
C 
> 
5 


lu 


Ilu 


Iu 


Ir 


Tu 


Ilu 


Phasen 


© 


E. Angenheister, 
EEE 


Zeiten Perioden Amplituden SEg | SN g 


AN milligal 


TL: AE 
16 30 
20 15 10 
35 
20 30 60 
20 80 20 
20 70 85 
18 
3b 
20 11 18 
16 
55 
1 L 1 
3—4 & 6 
5 7 7 
1% 
10 175 125 
90 | 140 
1 
40 50 
18 10 10 
4 20 5 
12 15 7 
Ra 75 15 
7 15 10 
(70) 
70 500 
20 
18 
70 
20 


Bemerkungen 


19,20 nachts zerstôrer 
des Beben in Thessalie 
(Larissa 1700 km). 

S—P — 3m (2000 km). 

L—P — 4,8m (1600 km). 


Um 4h 35m kehrt da 
Beben wieder, und zve 
zuerst sehr lange Well 
(70s Periode), naclhier %- 
3m Wellen von 205 Dix 
Zeit vom ersten bis zur. 
zweiten Eintreffen der, 
Wellen ist für die Wellen. 
von 705 um etwa 10 kürzer! 
als bei den Wellen von 208, 
was eine ungefähr 25°, 
grüBere  Geschwindigkeit 
für die längeren Wellen, 
bedeutet. Eine direkte Be: 
rechnung von v ist nicht! 
môglich, da die Herddistanz! 
nicht geschätzt werden! 
kann !). 


verglichen und bei beiden! 


die Rückkehr de: jichens gefunden worden. Siehe Nacbr. d. kgl. Ges. d. Wissensch. zu Gôttingen Math.-phys. 
Klasse 1906 Heft 1. 


ITS à 
HAT 


Port findet sich auch ein Diagramm des Bebens. 
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JEg | 4 


Zeiten Perioden 
(Greenwich) 


pen Bemerkungen 


T milligal 


(eS) 13 16,7 
M | 4 


h m ss s 4 
} (Jan. 27|Iu | eP |13 6,0 2 SE LE 
16 b 8 |0,04 | 0,06 
F |14 O0 
3 | , 29|Iu |eL |12 47 2b 
M 52,7 12 40 25 | 0,6 0,4 
8—9 
F 113 6 
) |Febr.1 | Iu | e |22 47 
M | 503 lis cie s 02 10,1 
| F 23 0O 
)l , 7/|I&)l e (22 49 (12) 
(Ms) b4,7 12 10 3 |0,14 | 0,04 
F R3 0 
L| , 13] Iu | eP | 5 452 (6) Herd etwa 2000 km von 
RÉ dy PL = 43n (14300km 
(Mx) | 6 37,8 24 50 0,2 EE Se ). 
C 18 
eL | 7 32 20 
F |7 40 
| , 14]IIu) P | 858 26[( 16 10 0,9 Vorläufer auf EW schwä- 
1—92 1=3 ee Je É NES 
eriode als au : 
5 0,4 Auf beiden Komponenten 
S 9 8,3 | 3 65) 26 Fe 0,3 + es ausgeprägte Schwe- 
IR 100 + 970 07 | Maximum der Schwe- 
L) 23,2 50 pes (300) ". C2 MT De früher in EW 
35,4 20 : , . 3 
M,| 380 | 20 |600 |200 |25 |1 Jaférooim 
C 16 11h 18 glatte Sinus- 
TL H1218 20 10 0,05 |wellen. (Wiederkehr des 


F" |13 Bebens). 


13 


14 


15 


16 


17 


18 
19 


20 


21 


384 

8 | a 

Datnm à & 
& p=| 

à & 

) 

ebr. 17|Ilu| eP 
«oi 

M: 

M: 

C 

F 

» 18]Iu | e 
F 

» 19/IIu| e 
ez 

M 

F 

» 2|I(r)| e 
M 

C 

F 

26|I(r)| L 

: F 
» Æ|I L 
» 120] Ful Pl 
(5) 

L 
(M) 

C 

F 

März 4 | Iu | e 
L 
(Mi) 
(Me;) 

C 

F 

s 4 e 
M 

F 


Zeiten 
(Greenwich) 


b m 
11 52,3 


E. Angenbheister, 


Perioden 


Amplituden 
AE AN 
8 LE | 
12 


160 


< 1 


(200) (850) | (0,25) 
1,2 


230 


50 


ARE ARE Bemerkungen 
milligal 
2 2 M, Maximum der Schwe 
017 |lbungen, deren Amplitude 
! schnell abnehmen. Max: 
mum der Schwebungen ir 
(0,4) | EW um 105 früher als & 
; 1,8 |NS. 
Herd etwa 2000 km vo” 
0,9 0,9 |Samoa. 
0,1 
(0,5) 
(0,2) | (0,2) 
0.04 
Aeuferst schwache lang 
Wellen. 
Herd 1000—1500 km vor 
0,1 |Samoa. 
0,08 
0,02 | 0,02 | Auserordentlich glatte 
regelmäBige Wellen, 
OH A 
02 | 0,1 


Charakter 


seismische Registrierungen in Gôttingen im Jahre 1905. 


Zeiten 
(Greenwich) 


2 10-15 


13 14 30 
16 


22 19 
22 98 


23 0 


13 50 
14 0 


Perioden 


Amplituden 
ÂE AN 
3 
2 
(100) 
40 
B0O 
3 
10 
10 | 10 
1 
10 | 20 
1 1 
2 1 
3 
b 10 
200 
80 


AEg ANG 
milligal 
0,04 
0,01 
0,04 
0,2 
0,3 
0,7-0,4 
0,14 
0,06 | 0,06 
10,5-0,2 
0,02 | 0,04 
0,01 | 0,01 
04 | 02 
0,1 
011202 
0,25 
0,6 


385 


Bemerkungen 


Schreibarm der EW 
Komponente abgeschlagen. 
Dem vorhergehenden Beben 
sehr ähnlich. 


Maxima der Schwebun- 
gen. 


Den  mikroseismischen 
Wellen überlagert. 


Lange glatte Wellen. 


Herd etwa 2000 km von 
Samoa. 

Der Ilte Vorläufer hebt 
sich nicht hervor. L ist 
unsicher. Die Herddistanz 
kann nicht geschätzt wer- 
den. 

Um 1h 44 Ilehr lange 
Wellen. (Wohl Wiederkebr 
des Bebens). 


386 E. Angenheister, 


= 
£ a È 3 ! | 
Nr.| Datum | à 2 Zeiten | Perioden | Amplituden deg | 4K8 Bemerkungen 
- Le (Greenwich) 
= milligal 
h m s 
82 IMärz 22|Ilu| P |3 50 37 1]8—2 | 1]g—2 ve Herddistar 
S |4 0,3 0,06 ARR 
À 023 |..ï.und à sind einand 
u 1,1 »20 | ähnlich. 
12 5,8 0,25 | Stark ausgeprägteSchw 
LM 17,6 0,11 | 0,2 |bungen. 
M 27 0.8 Nachdem die Periode ve 
C b C etwa auf 15 gesunke 
‘ und verhältnismäBig Raul 
e La 8 0,1 eingetreten ist, neben sic 
F 50 um 6 8» von neuem lang 
Wellen hervor (T — 20: 
(Wobl Wiederkehr des Bi 
bens). 
Wellen gleicher Period 


sind bei M 4h 27m. 


6. 29 1) LD 


F 

84 |April 3|I(a)| e 0.03 | 0,03 | Ein paar sehr schwach 

F @) F É *” [large Wellen. 
38| ,  3lIr 0,2 | 0,1 

C 
F 

36 | , ANIIu! P Ein Einsatz S ist at 

0.2 EW nicht zu erkenne: 

iS $ 2 (das Beben kommt vs 

1 Westen). Die Schwingur 

1 gen nehmen allmählich z 

1 und erreichen das Max 

Mx 8 12 |mum in NS etwa 3» frühe 

M 14 14 [als in EW. Das Maximur 

: hält sich etwa 8m in diese 


Stärke nimmt dann lang 
sam ab, mit wenig zunei 
mender Periode (16 
Wellen von hoher Period 
(40—60s) sind vor Begin: 
des Maximums (währen 
S) vorbanden, jedoch nu 
schwer aus den starke 
Ueberlagerungen herauszu 
schälen. Perioden vo: 
15—20s lassen sich auf dei 
Seismogramm des 17000 k 
Pendels während S und : 
trotz starker Ueberlagerun 
erkennen. Geschätzte Her 


EE 
d 
Charakter 


4| Ir 


Phasen 


Zeiten 
(Greenwich) 


Perioden 


E 


Amplituden 


ÂE 


20 


10 


SE x 


AEg 
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ANG 
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Bemerkungen 


AN milligal 


15 
12 


distanz 6200. In Ostindien 
verwüstendes Beben um 
6h 10m Ortszeit — 1h 14m 
Greenwich. Zeit. 

Um 3h 20 treten im Zug 
der Nachläufer (C) deren 
Periode im Mittel bis auf 
178 gesunken war, lange 
Wellen, auf deren Periode 
wieder langsam von 25s auf 
208 sinkt (3h 32m). In 
Schwebungen auf- und ab- 
schwellend erreichen sie 
um 3h 45m eine Amplitude 
AE — 10,5wm im Diagramm 
während vorher die Ampli- 
tude der Nachläufer nicht 
über 3mm im Diagramm 
stieg (Wiederkehr des Be- 
bens). 


Nr.| Datum 


Charakter 


| 
42 |April 1e) Iu 


43 |, 23 

44 | , 24|Iu 

45 |  2%]|Iu 
E, | 

46 | y Ir 

471, 26 I 
| 

48 | , 26|Iu 


Phasen 


HQE = HQOZo 


SET 


Zeiïten 
(Greenwich) 


- E. Angenheister, 


Perioden Amplituden 
T AE AN 
L'fe 1/5 "| ds : 

3—5 3 3 
2b 20 10 
25 ° 15 20 
18 

03; 1 0,05— 

0,1 
1 0,3 
25 5 10 
20 2b 15 
14 
2 À 1 
5 b 10 
3 AE L 
25 15 15 
16 
4—5 el 
8 b b 
20 
4 < 1 

i(12) | 25 
16 10 
16. 40 15 
40 | 90 | (40) 
16 


AE £g AN 
milligal 
es | ‘Je 
2 ls 2 ls 
0,06 | 0,03 
0,05 | 0,06 
0,6 
0,02 | 0,03 
0,12 | 0,07 
0,5 0,5 
04 | 08 
02 | 02 
0,05 | 0,05 
02 | 0,2 
0,3 
0,08 
0,3 | 0,1 
0,1 | 0,05 


Bemerkungen 


Herd 1—2000km vom 
Samoa. 

Mehrfaches An- und Ab- 
schwellen der Bewegung. 

Glatte Sinuswellen. 


April 23 1h 40m heftiger 
aber unschädlicher Erd- 
stoB in England (Registriert 
vom 17000 kg Pendel, das 
noch keine Zeitmarkierung 
hatte. 


Im Verhältnis zu de: 
Vorläufern ist die Haupt 
bewegungauffallend gering 

Herd 1—2000km vor 
Samoa. 

Glatte Sinuswellen. 


Auftauchen langer Wel 
len. 
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£a 
ER Ë û Zeiten | Perioden | Amplituden | 4eg | Ag nn 
L s à (Greenwich) 
= 4 Ag | AN milligal 
| Me h m ss 8 | 
> |April29]|IIr| P |1 É 13) 0; 2 à 020, RE LE 
LE ) s 
49 46) 05; 2 0,2; 2 Th dér West-Schweiz und 
All Pol à 16 Sn tecn E 
rdbeben ; 
iM 292 12 200 | 100 Wallis einige Häuser be- 
18: 6 schädigt. 
? 
2 20 
)1 , 30]IIr|iP |16 13 43| i 9 20 10 Pete nt bleibt 
9 5 Geschätzte Herddistanz 
2—3 2 aus P und L 1700 km aus 
| ® Ë 3 11 % 10 15 P und S 2500 km. 
| | M | 196 18 | 50 | 40 
| | C 12 
| | F 50 
M 2 | Iu e |17 52 18 b 3 
F 118 20 
9 [ITule(P)| 6 57 
1” is |7 3,9 14 5 
LM| 18 70 |(200)| (50) 
C 18 
| F |8 20 
Bl, 1|l1als 3 3 5. 
| 7 3 5 
L |17 59 35 
M 118 3 24 40 70 
C 16 
HE 0 
| » 12|lu/|eM | 3 38 30 20 20 
| C 16 
| F |45 
| 18 |Ilu| P |i4 1 1 P nur auf dem 17000 kg 
| L |14(67) 25 Pendel. ‘ 
| M (59) 20 150 
C 20 
F 116 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1906. Heft 4. 27 


390 È E. Angenheister, 


= 
Nr Dita Ë É Zeiten Perioden | Amplituden A£g | Ang Bemerkungen 
# 4 (Greenwich) 
ÿ T Ag | An milligal 
| : UC EL . C ml | 
[ S = 2m lan S kur: 
Le DES © À 198 F4 ke % Los 0,06 |'Wellen (rielleicht P). 
M | 24 26 | 18 | 10 | 0,06 | 0,08 | (Stnnde mmaicher): 
| C 11 
F 40 
57 | | 21 |Iu | e |11 20 18 b 5 0,03 | 0,03 
F |11 30 
58 | , 28 |Iu| e |6 49 
L |7 14 22 10 10 | 0,04 | 0,04 
F |80 
59 |, 29|Iv | P |1117 30 1,2 0,3 0,4 In Steiermark hefti 
S 18 39 1,5 0,7 0,6 Beben. be QU Pen 
= ; istriert. 
M 19 (85) 1,6 (6) 4 fblokier Dämpfang An 
F 24 sicher. 
60 | , 81 |Ilu| P 118 365 3 | 1 0,2 
S 47 8 10 10 | 03 | 0,3 
L |19 10 (35) 
M -12,7 20 75 90 | 04 | 05 
C 16 
F P00O 
61 ani 1 |Iv| P |445 1] 0,5—1 É 1 8 8 À x ne Beben à 
Lx 47 45] 12 0.9 almatien. 
: = | S und L stärk EV 
11 248) & F0 Fe 15 | 10 |,5 in°NS. Das Bébe 
C 18 5 13 |kommt fast von Süden. 
F |5 30 
2 Herddistanz ca. 1000 km 
RAAIRS DE RE LE 04 |vabrechelalich Dalmaten 
: 0,2 
iMe 53 1 7 10 | 08 | 0,4 
C ; 11 


F 22 10 
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S | « 
# © Zeiten Perioden |  Amplituden JEg | ANG 
É E nt, Bemerkungen 
Oo 
T__| 4e | An milligal 
; h m 8 f 
Uu| P |5b1 4 3 3" 2" 0,7 0,4 Herddistanz ca. 9500km, | 
b—8 F 3 02 | 0,2 zerstürendes Beben in Ja- | 
SG Gi 7 (25 10011 Modan gt | 
14 0! 104) 100) 01 | 01 entamer 
21 35 | mäBige eckige Wellen. 
Me 27,0 Lo 100 45 0,9 0,4 


| Jim 195 12 |1 90 | 2 | 
| | C 10 

1 F |6 0 | | 
| l 
55|, 6 [Lu e |22 52 25 | 10 | 10 | 0,08 | 0,03 | 
} | F 123 10 l 
G6| , 6lIx| e |2 6,6 4 141. 48101 rot | 
Et M 5 15 | 10 | 10 | 0,09 | 0,09 | 
il C 10 | 
|| F | 30 | 
7 M 6 Ta (249 | &@ |>1/>1 |o06| 00 | 
| 3 25 |’10 | 10 | 0,03 | 0,03 

C (14) | 

F |4 0 
58, 7|lu|M.|6 2 (20) 5 | & | 0,025] 0,028 
| Mx| 29,6 14 10 | 0,05 | 0,1 
| C 11 
| F 50 
39 | , 9/|1Iu |eP |12 506 3 2 0N 11 021.09 1 Paéatens 2 00m 
| LM |13 28 45 70 |100 0,07 | 0,1 |von Samoa. 
| C 14 

F l4 0 
01, 121) P |5 37 1—2 1 1 |2 2 Herddistanz etwa 2000 
| 5 + b 0,4 | 0,4 |km von Samoa. 
| M |628 50 160 0,1 
| C 18 

F |720 


27* 


892 


Datum ë 

& 

5 
uni 14|Iu 
> IS Iv 
» 1%lu 
» 23|lIu 
» 23|Iu 
-  26ilu 
» 26U1v 
»26/27| Iu 


Phasen 


Zeiten 
(Greenwich) 


eP 11 49" 36 
(S) (1 14 
L l12 4 


C 


e(P)l13 30 21 
M 


F 
eP 


HORS HoOërv HQ 


HQE 


51 
31 23 


1 32,4 
54 
2 20 


12 34 
45 


13 42 
14 5 


16 22 6 
46 


17 2b 


22 53 3b 
b 


54 650 


23 51 
Jeu 


20 


Perioden 


Amplituden 
ÂE AN 
ï 1 
< 0,05 
0,3 
> 1 
10 10 
10 
15 3 
0,2 
6 3 
0,05 
0,6 
0,5 
6 3 


E. Angenheister, 


ÆEg SN £g 
milligal 
0,25 
0,08 | 0,08 
0,06 
0,05 | 0,01 
0,08 
0,02 | 0,01 
1 
13 
0,2 
0,03 | 0,015 


D EC 


—— 


Bemerkungen 


5 


Herddistanz etwa 2 M. 
8000 km von Samoa. «| 
Zweiter Vorläufer, B 
i und Maximum de 
Hauptbewegung sind nich 
zu erkennen von 13h à 
sehr regelmäkige Weller 
mit geringen Schwebungen 

yon” T —122 (A = 
auf T — 16 abnehmend. 


Bis 24h tauchen auf EW 
immer wieder solche schw 
che regelmäBige Weller 
züge auf von T — 18: 
10# besonders 15h 12m 

16h 7m 
16h 45m 


23h 56m 45s ist ein Nah 
beben im Vogtland. 


e2 
er 


Ko 


| 
| 
| 
| 
| 


[ee 
© 


_ 86 


uli 1 


Iu 


Ir 


Ir 


Ar) 


seismische Registrierungen in Gôttingen im Jahre 1905. 


ë Zeiten | Perioden 
É (Greenwich) 
h m ss 8 
e |17 24 4 
M 26,3 18 
C 9 
F 40 
P 727 b|0,5;25 
(S?) [17 43 6 
L 118 11 
M& |18 13 40 
My 21 30 
eL 120 42-45 | 20—30 
eM 49 30 
591) 15 
C 18 
F 121 35 
L |2'h 
P |352 % 1 
(S) | 4 3,4 
M | 15,1 13 
C 8 
F 30 
eP |O 4 1,2 
L 39 
M 57 30 
C 18 
F |1 15 
e ile Xh) 10 
F 20 
e 6453 | 56 
(M) | 62 15 
C 8 
E#117%10 
15 52,8 15-231 
16 2 “ 


Amplituden 
AN | 
We H 
8 6 
0,1 ; 0, 5 
8 
90-100! 20 
30 70 
10 20 
15 
0,1 
6 4 
| 0,05 
20 20 
8 8 
2 
6) 3 
0,5 
2 2 


.393 
HAE PANNE Bemerkungen 
milligal 
0,05 | 0,04 
0,8; 0,2 Herd etwa 3000 km von 
0,2 0,2 Samoa. 
0,15 | 0,02 
0,07 | 0,2 
Neu Auftauchen der Be- 
0,02 | 0,04 | wegung. Neuer Stof. 
0,1 
Lange sehr schwache 
Wellen. 
0,2 Auffällig ist die geringe 
1 Grô$e von Amplitude und 
0,07 0,05 Periode in M. 
0,07 | 
| 
0.04 | 0,94 | 
| | 
0,06 | ous | 
i 
Le 
| 0,1 | 
0,04 ! 0.03 ! 
| 
is 
PE 
0,08 ! 0,08 : 
| 
| 
l 


| 


E. Angenheister, 


Nr. 


88 


Datum 


n 


9 


a 
© 
æ 
& 
A 
4 


Le 
P 


iS | 957 2b 


i 
M 
M für 


© 
es 


= 


© © 


OF 


HE 


18 


9 49 40 


10 


11 8-13 


11 


11 30-35 
36,5-40 


Zeiten 
(Greenwich) 


43,6 


45 


1 
7 


23 
28 


50 


12 


18 


14 10 


Perioden Amplituden 


1 0,5 
1,6 8 | ‘8 
i 18 | 160 | % 
12 
40 
30 
25 | 600 
22 | 500 
22 450 
20 360 
18 250 
14 
25 | 12 
1 2 
4 | 30 | 2 


10—20 |ca. 80]|ca. 20 


i 14 | 200 | 100 
46 | 20 | 15 
40 | 1000 | 500 
18 |700 | 800 
40  |10000 [10000 
te 
6 3 
(20) |150 | 300 
30 100 
20—15 
30 | 30 


EG AN & 


1 
7 7 
1 | 0,15 
2 
2 

2 

1,7 

1,5 
0,04 

4 

37 | 25 
2 1 

1,2 

1,2 | 06 

8,1 
12,6 
0,2 
08 | 1,5 
0,2 
0,07 


Bemerkungen 


Auffällig sind die eis 
zelnen sich schroff hervor. 
hebenden Maxima. 

Mebrfach Schwebungen. 

Etwa um 18b 45m tau- 
chen Wellen lägerer Pe- 
riode und stärkerer Am- 
plitude aus den Nachläu- 
fern von kürzerer Period: 
bervor (Wiederkehr 4 
Bebens). 

Herddistanz auf 9500 km 
geschätzt. 


4 
M konnte nur schät- 
zungsweise als untere 
Grenze angegeben werden, 
beide Pendel schlugen ca. 
20m lang gegen die Arre- 
tierschrauben, die ein Ab- 
brechen der Feder durch 
zu grofe Elongationen 
verhindern. Ebenso ist das 
Maximum von 4G wabr- 
scheinlich noch zu klein 
geschätzt. 
Kurzperiodige  Welien 
überlagert (17000 kg Pen- 
del). 
Schwebungen. 
Kurzperiodige 
(17000 kg Pendel) 
Zweimal um 11h 28m + 
11h 50m treten Anschwel- 
lungen ein. Den langen 
Wellen sind  mehrfach. 
Wellen kurzer Periode 
überlagert Es ist schwer 
zu sagen, ob die Anschwel- 
lungen neue StôBe oder 
eine Wiederkehr des Be-: 
bens sind und ob die kurz- 
periodigen Wellen aus der: 
Ferne stammende Vor-| 
läuferwellen zu den als 
neue StôüBe aufzufassenden: 
Anschwellungen oder ob es: 
Relaisbeben aus der Nack- 
barschaft sind. Ersteres: 
scheint der Fall zu seiru! 


Wellen 
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D 
8 a L 4 : 
L'Nr. | Datum Ë É Zeiten | Perioden |  Amplituden deg | Ag eneuneis 
3 es (Greenwich) 
T ENT AN milligal 
b m ss 8 u u 2 1 
unächst haben die An- 
schwellungen nicht das 
glatte sinusfôrmige Aus- 
sehn, wie Wellen, die bei 
der Rückkehr des Bebens 
auftreten. Wenn ferner die 
Anschwellungen um lib 
28m und 50m neue StôBe 
f sind, so müBten ihre kurz- 
À periodigen Iten Vorläufer 
Ï von 11h 10—18m und 11h 
| 32—40m auftreten. Tat- 
| sächlich sind um diese Zeit 
| 11h8—18m und 11h 30m bis 
| 85m 36,5—40m kurzperio- 
| dige Wellen den langen 
Wellen überlagert (17000 
| kg Pendel). 
| | Um 12h 18n setzen lang- 
| periodige Wellen (305) 
| zwischen den Nachläufern 
kürzerer Periode ein (Wie- 
| derkehr des Bebens). 
1 89 Dali 9|Ir| e |23 17,3 2-8 0,5 0,25 
| M 18,3 14 b 3 |0,05 |0,03 
C 7 
F 30 
#00 | , 10 |Ir e |12(b1) 
M 55,3 18 5 5 10,03 |0,03 
C 3 
| F 113 10 
ha1 | 10|Iu| e 22 3 ie 
| M b 26 10 | (3) |0,03 |0,01 
C 12 
F 35 
92 | , 11|Ilu| P |8 48 51 2 0,2 0,1 Herddistanz  geschätzt 
| iSs| 56 13] 10 | 7 01 auf 5750 km. 
= 9 0,0 20 25 15 0,1 0,08 11h 51m Wiederkehr des 
L 6 Bebens. 
M 8 30 140 120 |0,3 0,3 
7 80 | 30 |12 |12 
C 14 
F 10 30 
e 11 51 20 s) 2 10,03 |0,01 
F 11 15 


93 


95 


97 


102 


396 


Datum à 

æ 

5 
uli 11! Iu 
+ La fr 
ir 
Pr LATE 
: CLS TE 
. 13I(r 
pla En 
»  13]L(v) 
» 14)Iv 
AU UEU 


E. Angenheïister, 


| Zeiten Perioden Amplituden 


(Greenwich) 


T 
b m 
P 15 50 5| 1—2 
i, 16 O 23 4 
L 2 027 6 
i(M) 7,9 18 
C 14 
F 117 15 
eP |11 45 1 
Mx 57,7 8 
20 
C 9 
F 112 10 
e |12 58 6 
F 113 6 (20) 
L | 0 4 ë 
M 9 20 
F 1b 
e |6 16,6 3—4 
M 21,1 20 
C 10 
F 35 
enr 15 
e |11 5 15 
F 30 
e |13 7,1 1 
F 9 3—4 
eL|6 9 b| 1—2 
11 b 
F 13 
P |9 1 26| 1—3 
(S 10 165 6 
$, 20 40 
C 17 


F |10 50 


DD NN 


JE g 


milligal 


0,02 


Bemerknngen 


Kein ausgeprägtes Ma: 
mum, wabrscheinlich vc 
selben Herd wie das vori 


Beben. 


Co 
— 
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106 


10 


Charakter 


uli 14|IIu 


3 


16! Ir 


16| Ir 


17|ITu 


17/1 (u) 


18] Iu 


19! Ir 


O1 Ir 


HOT 


HOT HO E9 


F 


HE © 


Hj © 


kj ® 


HQE 


2 


Zeiten 
(Greenwich) 


bh m ss 
11 23 
29,5 
29 
31,7 
23 40 


1223 6 
27,2 


T 


1—2 
Le 
6 
30 
18 
12 


HN. 


Perioden 


397 


eq 


Amplituden | SE g 


05. 1:0Ù2 

3 3 
300 | 200 
0,2 
b 7 
p 2 
3 3 
B 3 
2 
18 | 10 
b0 (10) 
1 1 

3 
3 2 

3 
1-2 > 
0,5 


SX 


milligal 


1 


0,01 


Bemerkungen 


S vielleicht schon 22h 
17m, 


Die ersten Vorläufer sind 
auffällig stark gegenüber 
dem übrigen Bebenbilde. 

M und L schwer zu er- 
kennen. 

Herd etwa 2—3000 km 
von Samoa. 


Sehr unruhig, wahr- 
scheinlich Bebenschwärme, 
nicht mikroseism. Bewe- 
gung, da auf N.S. nur 
schwach sichtbar und sehr 
unregelmäBig. 


Nr. 


Datum 


Charakter 


398 


111] uli 28 |IIIt 


Phasen 


Zeiten Perioden Amplituden 
(Greenwich) 


E. Angenheister, 


AEg | ANg 


Bemerkungen 


milligal 


b 1m. m u $ > 
; RuBschrift auf dem 1 
RL ne 30 je 12 1 Tonnen-Pendel mangelhaft 
20-=80 | 100: |! 70, | 0821002. | 40e ARE 
7 ’ ; ax. nur 8 un- 
is |3 3 14) 20 À|530 |570 | 26 3 * |ière Grenien geschiti 4 
7; 14 70 70 8,1 8,1 É 22 re “ne 
1 endel rec un 

- f1 Ë HOUR RSOS : 5 gegen die Anschläge schlug 

M 13 40 10000 |10000 13 13 Schwebungen. 
4G Herddistanz ca. 6700 km 
max.lca. 20 6 600 600 30 30 | dieselbe wie bei III u Juli9 
C 19 dem dieses Beben sehr ähn: 
1 4 b8 70 lich ist, z. B. auch in der 
F |720 Anschwellung i. Auffällig 


ist die groBe Periode de 
Nachläufer. 

Um 4b 58m tauchen eir 
paar lange Wellen (70° 
auf, denen sich die Nach: 
läufer überlagern (woh' 
Wiederkehr des Bebers) 
Wellen von gleicher Peri- 
ode lassen sich um etwa 
8h 7—10m trotz starkez 
Ueberlagerung erkennen. 


Bemerkungen zu den Beben vom 4. April und vom 9. 


und 23. Juli 1905 von E. Wiechert!). 


Im mittleren Europa sind neuerdings eine Reïhe von Erdbeben- 


warten neu gegründet oder mit Apparaten für verschärfte Beob- 
achtung ausgerüstet worden und mehrere Stationen verôffentlichen 
in kurzen Fristen regelmäBige Berichte über die Registrierungen. 
Diese erfreulichen Zeichen lebhaften Fortschrittes lassen den Ver- 
such aussichtsvoll erscheinen, schon jetzt die Ergebnisse der euro- 
päischen Stationen für eine Bearbeitung der Fernbeben zusammen- 
zufassen. Eine Probe, welche ich mit den beiden auBergewôhnlich 
heftigen und einander sebr ähnlichen Erdbeben vom 9. und vom 
23. Juli unternahm, führte zu so einem überraschend günstigen 
Erfolg, da ich die Resultate hier kurz angeben môchte. Ich hoffe, 
daB sich daran manche weitere Anregung knüpfen wird. 

Die Untersuchungen muften sich bisher auf den Beginn des 
Bebens beschränken, da eine Behandlung späterer Phasen ohne 
Verwendung von Kopien aussichtslos schien. Folgende Angaben 
konnten benutzt werden: 

Beginn d. Bebens in Pola Wien StraBburg Gôttingen 
vom 9. Juli — —  S9'49"18  9bO" 2 9h 49m 40e 
AUS 2h6bm43 9hbbn235 2hbbnb2 2h bb 32e 

1) Wochenbericht 1905, No. 56. 


og op 


mme 
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Um die Geschwindigkeit und die Richtung des Herannahens 
der Erdbebenwellen, also die Richtung zum Herde, festzustellen, 
sind 3 Stationen erforderlich. Für den 9. Juli, wo diese eben vor- 
liegen, verwendete ich ein halb graphisches, halb rechnerisches 
Verfabren. Für den 23. Juli, wo eine Station im UeberschuB vor- 
banden ist, ging ich rein rechnerisch mit der Methode der kleinsten 
Quadrate vor. Zur Bestimmung des Ortes des Herdes wurde noch 
berücksichtigt, das aus den Gôttinger Diagrammen in beiden Füällen 
auf seine Entfernung von 6700 km zu schliefien ist. So ergab sich 
für den Ort des Herdes: 

am 9. Juli: Breite 37°N. Länge 98°E (Greenwich). 

am 23. Juli: Breite 43°N. Länge 107°E (Greenwich). 
Hiernach lag der Herd beide Male in dem Wüstengebiet der Mon- 
golei, am 9.Juli südwestlich vom Baikalsee — und etwa 1500 km 
von der sibirischen Grenze, am 23. Juli südlich vom Baikalsee 
und etwa 600km von der sibirischen Grenze. Diese Resultate 
lassen es leicht verstehen, warum über gefühlte Wirkung des 
Bebens vom 9. Juli gar keine Nachrichten bekannt geworden sind 
und warum das Beben vom 23. Juli zwar genau in den Gebieten 
Sibiriens, welche nach der Rechnung zunächst in Frage kommen, 
wirklich gespürt worden ist, aber nur als unschädliches, wellen- 
fôrmiges Schwanken des Erdbodens : der eigentliche Herd lag eben 
auch hier noch in weiter Entfernung. — 

Eine gerade Linie, welche die beiden Herde verbindet, führt 
nach Indien, in die Nähe des Schauplatzes des schrecklichen Bebens 
vom 4. April dieses Jahres. Es liegt darum die Vermutung nahe, 
daf alle drei Beben in ursächlichen Zusammenhang mit einander 
stehen. Es erfolgten hier auf einer 3000—4000 km langen Linie 
quer durch den Kontinent Asiens nacheinander drei gewaltige Brüche, 
wobei jeder folgende Bruch weiter nordôstlich vor sich ging. — 

Der Erfolg der Rechnung in diesen beiden Füällen führt zu der 
sicheren Erwartung, daB es bei vollständigen Betriebe der beste- 
henden und noch geplanten europäischen Stationen schon durch 
die Beobachtungen an diesen leicht môglich sein wird, den Ort des 
Herdes jedes grüBeren und nicht zu fernen Bebens auf wenige 
Hundert Kilometer genau zu bestimmen. — 

Für die Geschwindigkeit, mit welcher die Erderschütterungen 
durch Mitteleuropa hindurch gingen, ergaben die Beobachtungen 
vom 9. bezüglich 28. Juli die Werte 12 bezüglich 16 Kilometer in 
der Sekunde. Da in Wirklichkeit die Geschwindigkeit beide Male 
sehr nahe gleich gewesen sein muB, werden wir einen Wert zwischen 
12 und 16 suchen müssen, und zwar wegen der grôBeren Zahl der 
Beobachtungen am 23. wohl näher an 16 als an 12. Das stimmt 
mit bisherigen Erfahrungen gut zusammen. 


| 115 


_ 116 


| 118 


, 23 
#1 29 
, 2% 
Cr 


Tu 


Iu 


Ju 


H OËRE H Hoëc Ho 


HQE 


M 
C 
F 


Zeiten 


(Greenwich) 


20 44 51 
21 5 


22 (39) 
47 


23 16 
0 15 


Perioden 


E. Angenbheister, 


ÂE 


10 


20 
10 


AN 


Bb |0,05 
0,2 
2 |O,1 
10 |0,05 
10 |0,2 
1 
10 |0,05 
1 |0,06 
. 8 |0,05 
0,5 
80 |0,1 
6 |0,1 
0,1 
5 |0,1 
10 |0,1 
0,1 
2 |O,1 
10 |0,05 


milligal 


1"l0,06 |0,06 


0,05 


Die folgenden Beben sint 
als NachstôBe an three | 
Form (Periode) und ihren } 
Vorläufern zu erkennen| 
und wobl von einer Rück- | 
kehr des Bebens zu unter- | 
scheiden. | 


Phasen 


CE 


HOBEr Ho 


ns 
un © 
Z 


<= Ps 
HBo Ho How 


CL: 


SQOEE 


HQE 
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Zeiten Perioden 
(Greenwich) 
T 
b mi ss s 
1 45 16 
50 
0 58 16 
Le D 
126 22 04 
4il O4 
43| 0,3 
0,3 
27.5 
12 10 (12) 
6 
45 18 
9 
13 20 
12 22,0 6 
10 
38, 20 
8—12 
13 0 
15 33 20 
40 
10 57 6 
59 16 
LED 
5 11 45|06;1,5 
15,5 
16,5 12 
18,3 12 
12 
6 0 


Amplituden AEg | ANg 
AE AN milligal 
b 8 [0,04 |0,02 
2 2 |o,02 |0,02 
0,1 1 
0,5 6 
0,4 9 
1 0,01 
2 3 lot (|o2 
8 8 |005 |0,05 
1 1 |0,06 |0,06 
9 2 |0,04 |0:04 
10 | 10 ‘0,08 |0,05 
b 0,02 
1 | — |006 
3 3 |0,02 |0,02 
0,1:0,7 0,05 
5 |02 |02 
150 | 120 2 |17 
200 | 150 po 


401 


Bemerkungen 


Nur von dem 17000 kg 
Pendel registriert. 
(Plauen ? ?) 


Von dem neu aufgestell- 
ten Vertikalseismographen 
ist ein Diagramm von ähn- 
lichen Dimensionen mit gut 
ausgeprägten Vorläufern 
aufgezeichnet. Belgrad 6h 
10m M. E.Z. starkes Erd- 
beben gespürt. 


128 


129 


130 


131 


132 


134 


135 


26 + 
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Charakter 


E. Angenheister, 


Ë Zeiten Perioden Amplituden 
à (Greenwich) 
T AE AN 
F| 0,2 
4 4 
0,5 
M 7 
F 
€ 15 
F 
e P 0,1 
M 10 0 
C 
F 
e P 1 1 
M 30 15 
C 
F 
b 3 
0,1 
) 3 
| 
| 
6 5 
0,2 
2, 
eL | 7 3054 0,05 
F | 33h 
11 21 0,1 


23,5 


AEg AE 
milligal 
0,4 
0,2 |02 
0,4 
0,1 
0,03 
0,1 
01 101 
0,2 0,2 
0,02 10,01 
0,02 10,02 
0,1 
04 |0,2 
0,2 |02 
1 
4 
0,1 
0,4 


Bemerkungen 


Herd etwa 1—-2000 km 


von Samoa. 


Amplitude 


steigert sick 


allmählich in klein. Stufen, 


Schwingungen ns 
mäBig. Am Genfer 


LS 


gespürt. 
Im Hauptbeben eine 


lange Welle. 
T = 158 


AE = 5, 
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Zeiten Perioden Amplituden dE g AN\g 


Charakter 
Phasen 


(Greenwich) Bemerkungen 
= sh ÂE AN milligal 
bh m ss 8 
1186/A0g. 15] Iu | e 19 5 18 | 25° "10,02 Etwa 6 Wellen." 
17|IIv\eP|321 566! 0,3 0,1 2 In Leipzig gespürt. 
| L 22 12| 0,3 Vielleicht um 3h 22m 10s 
| M 14 03 1 20 |zweite Vorphase. 
1,2 
Û 8 
F |3 245 
t138) , 17/I(ù)| L lo 41 20 3 0,01 
F 1 
Paso] , 18) I | L | 412 7 |15 0,06 | 
F 15 
0} 440] , 19)1r| e |2 40 | 06 
| M 6,5 1,5 0,1-0,2 0,1 
| F 10,6 
jaal . 23l1&) e | 43 
| M | 369 2,5 0,3 0,1 
F 38 
0 142 »” 23 Iu e 16 47,8 12 1,5 0,02 Etwa 10 Wellen. 
1143| , 24]1I(r)| e |11 6,5 
(M) | 10 13 2 0,02 
F 13 
| » 2%|IrliP |957 21] 1 0,3 0,6 
S 10 6 4! 13 17 0,8 
| 7 1—2 0,3 
| L 25 8 4 0,12 
F 55 
| 145] , 2%]I(r)) e 1959 38) 9 1 0,02 
M 8 41| 12 2,5 0,03 
F 10 
| 146 26| Iv | e P |20 43 16 
5 il 46 189 2 0,3 0,2 
8 5 0,2 
C 7 
F 54 


| 151 


15 


| 16 


154 


SE | 
Ed 
RE: 


Charakter 


Tu 
Ju 


Tu 


Iv 


Ir 


Ir 


IT r 


Phasen 


H Eo 


SCT 


Zeiten . 
(Greenwich) 


h m 
5 145 
0 6 
0 22 


15 26. 
16 6 


2 56 657 
3 6 15 


3 19 
4 20 
22 3 39 
22 17 


22 47 18 
51,2 


23,0 
1 27,7 
30,5 
40 


1 46 22 


49,1 


50,7 


53,5 


E. Angenbheister, 


Perioden 
L 
8 
12 


17 
6—12 


18—20 


Amplituden AE £ AN£ 
ÂE AN milligal 
26 "| 05"“|0,03 |0,01 
2,8 0,02 
23 | 2—8 
4 0,02 
0,5 l 
1-2 1 
1—5 0,2 
5 0,04 
0,5 0,5 
0,4 0,2 
1,5 2101} O1 
3 2 |0,1 (0,1 
0,1 1 
2 1 
15 40 |0B |1,5 
40 80 |0,1 10,3 
10 2 
B0— | 50— 
210 | 150 1 1 
3 1,5 
500— 10 
1 
1100 27 
3 0,02 


Bemerkungen 


Etwa 15 Wellen. 


| 

In der Vertikalkompo. | 

nente ist P stärker als in | 

der Horizontalkomp. u. $ | 

umgekehrt in der Horizon. | 

talkomponente stärker als 
in der Vertikalkomp. 


P ist zugleich M. 


Zerstôrendes Beben än 
Calabrien. 

Unmittelbar vor P is 
Welle T = 3h, An = 1,. 

P im Seismogramm des 

Vertikalseismometers 
scharf, doch klein, T = 5 
A — 154. 

S in E W bedeutend (fäst 
doppelt) stärker als in NS. 
(Beben kommt von SüdenŸ; 

S beim Vertikalseismo- 
meter nicht sehr deutlich. 

Das 1200 Kilo Pendel 
bat 5 Minuten lang gegen 
die Anschläge geschiagen. 

Die groBen Ausschlä ». 


È 
Ë 
o 
N 156Sept. 9|ITr 
1 
“156, 121(r) 
Mas , 13 Iv 
M159 , 141r 
| 
0 169% , 14]Tn 


0 160] , 15TIIu 


Kgl. Ges, d, Wiss, Nacbrichten. Muth.-phys. Klasse. 1906. Heft 4, 
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Phasen 


H 1 Bo mo Mo HQ © 


CT. 


HEQR x 


Zeiten Perioden 
(Greenwich) 
T 
h m 8 8 
138 18 2 
12,8 12 
18 
9 
30 
22 1 33] 1,2 
3,6 
11 43 46) 0,5—1 
45,1 
9 10 1,3 
15,1 2 
8 
20 
19 b4 3 1,5 
0 31/2 6 
5—20 
41 15 
10—15 
22 
614 14) 13 
1=92 
241} | 15—20 
40—50 
40 30 
15—20 
81/2 20 
9 


Amplituden 


AE | AN 


u W 


15 b 
15 


10—30 


AE g 


AN 


milligal 


1,5 


28 


405 


Bemerkungen 


treten in E W fast 1/,m 
früher als in NS auf. 

Die vertikale Kompo- 
nente zeigt M noch später 
(etwa 1m später). 

Etwa 5/, Stunden nach 
Erlüschen der Bewegung 
4h 49m glatte lange Wellen 
(Wiederkehr des Bebens. 


In Calabrien gefühlt. 

L ist zugleich M. 

E W Komponente zeigt 
das Beben stärker als NS. 


In der Stundenangabe 
kann ein Irrtum vorliegen. 


In Gloggnitz gespürt. 


In Calabrien gespürt. 


Die langen Wellen (40 
bis 50s) finden sich in der 
Vertikalkomponente. S ist 
in der Vertikalkomp. sehr 
gering. Von 7h 9—14m ist 
ein Nahbeben überlagert 
(17000 kg Pendel) von 
T — 15 u. AN —0.1,. 

Gegen 8!/, steigt die Pe- 
riode der Nachläufer, die 
auf 145 gesunken war, 
wieder über 205. Die Am- 
plituten wachsen dabeï. 

Wahrscheinlich Wieder- 


kehr des Bebens, 


406 E. Angenheister, 


Zeiten Perioden Amplituden deg | ANg 
(Greenwich) 


Nr. Bemerkungen 


Charakter 


bh Om 8 
161/Sept. 16) Iu e 13 23 22| 15 "10,05 * 0,05 
34 - 
L |13 55 25 b 0,02 
14 14 10—15 2 125 0,03 10,03 
F |146 
162| , 16|I(r)| e |22 52 1,5 0,05 0,05 
1—2 0,1 ; 0,1 
F 123,0 
163| , 16] Iv| eP | 3 6 45] 0,3 0,06 L 
i 7 9! 0,5 Fa de 
1 (M 7 1b 0,5 ) 
S 8,0 | | 
164! , 18| Ir ; 10 20,6 6—12 1,5 |1,5 0,06 10,05 In Calabrien gespürt. 
25 
165] , 23|I(r)| e 11 41,7 10 2 1 10,04 |0,02 
F 46 
1 » 26|IIu| P |135 1 1,2 0,2 0,3 iP in der Vertikalkom- 
3—6 8 1 |0,7 0,2 pee ce 28 He als 
ses" | 6) 6e |" [hé home 
L | 64 |20—30 l10—2010-20/0,05 |0:05 
M 59 15 30 60 |0,3 0,5 
C 10—12 
F | 3,2 
167| , 28II(r)| (e) { 4 2 4 1 LOT 0,1 
b 6 2 83 |0O,1 0,2 
10 8 3 2 |0,09 10,06 
F 19 
Nach dem Vertikalseis- 
D ARS ENS I08 mograph, da beide Horik 
1 17 zontalseismographen we- 
S 20 gen Arbeiten an den In- 
L 36 strumenten aufer Betrieb 
waren. 
ts bal lol fee 
C 15—20 : x De SE el wieder ge- 
F |14 40 Ë Etwa 14 8m schwellen 


die schon fast unmerklich 
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Durch starke mikro- 
0,2 seismische Bewegung ist 
die Messung von A für 


0175) , 15) Iul P |2153 45] 12 (8) 


Nr.| Datum à F Zeiten | Perioden |  Amplituden Pneu ire 
El Æ || (Greenwich) 
© 
| 
h m s u ui : 
gewordenen  Nachläufer 
wieder bis zu À — 4u an 
(T= RE ). Vielleicht 
en. 
| 168 Okt. 2 I |e(L)li4 15 36] 10 1 0,02 |°"Vielleicht ein Beben. 
1170! , I | e |23 60 14 1 [0,01 
() 24 20 
0 3 20 3 9 |0,01 |0,06 
F | 0 20 
171 , 6l Ivi e | 128 38 07 In Cosenza gefühlt. 
M | 30 #| 12 0,2 0,3 
F 31 | 
472) , 8\IIr| 1P | 7 30 36 b 11 7 0,5 In Bulgarien und Mace- 
| 1,6 donien gefühlt. 
| iS 33 16! 6 8 0,4 
(L)| 34 16) (30) | (60) (0,1) 
86 15| 10—19 | 120 |110 |2 2 
C 10 
| F | 8 3 
| 173| , 14)Irl e |1448 22| 1,3 0,1 0,1 In Monteleone gefühlt. 
M174) , 141ul e 15 9 20 
Ms 40] 20 4 0,02 
Me 18 40] 18 3 0,02 
F 25 
Ms 15 47 20 6 12 |0,03 0,06 für P und S unsicher. 
Me 23 b| 18 16 6 1 0,04 
13 
F 45 
%, 176| , 16|I(u)| e 112 10 iP in der Vertikalkomp. 
L My 14 20 7 0,04 um 11h 41m 808. 
Mz| 17 18 5 0,03 
F 31 


28* 


Datum 


177|0kt. 17 


178 


179 


180 


181 


182 


183 


184 


185 


19 


19 


21 


21 


21 


29| 


29! 


23] 


408 


Charakter 


Phasen 


Zeiten 
(Greenwich) 


I(u) 


Iu 


Ilr 


Ir 


Iu 


Lr 


Ju 


I (v) 


h° Em 
11 43 


e 
(L) |11 58 
F |12 10 


4 41 
4 45 
50 


25 


E. Angenheister, 


Perioden 


di 


Amplituden 


ÂE 


4 


2,5 


AN 


AE 


milligal 


0,1 


0,02 


AE 


Bemerkungen 


Vielleicht ein Beben. 


iP in der Vertikalkomp 
16b 34m 80s. 


P in der Vertikalkomp 
sehr stark, S dort seb: 
gering. 


iP nur in der Vertikal- 
komponente. 


In Konstantinopel ge- 
fühlt. 
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Le 
4 
BE Datum à 8 Zeiten Perioden Amplituden Ag | A\£ Bemerkungen 
Ë ä (Greenwich) 
Il É L ÂE AN milligal 
T : Tes 
“1860kt. 24/I(u)| P:1 | 3 88" 26| 1—25 "o7t 04 
| i | 4 1 48 2 k | 
| S 8 39/3—12,6| 8 0,4 | 
| L | 928 | 
| Mx| 39 18] 12 3 0,04 | 
| F | 55 
187 » 24]I(u) (e) 118 6 4] 5—9 4 0,04 Um 17h 565/,m vielleicht 
l, L 30 48] 15—20 P(T = 3—5). 
M | 31 17 40 0,3 
F |19 
ov. il I 11 O0 34] 2-5 0,2 0,1 
12 17 20 
< I(u)| (P) 18 42 12) 3-4 1 0,1 
S)| 51 45] 4 2 0,2 | 
19 4 35 | 
M | 14 35) 24 12 | 20 |004 |0,07 l 
F 120 Das 1200 kg-Pendel hat | 
vom 30. Okt. bis zum 2. No- 1] 
Iu| eP 117 14,6 vember nicht geschrieben. | 
(e) 17 23,3 18 2 1 |o,01 |0,006 
(S) 30 39 1 1 |0,03 |0,03 
eL| 481 |35-40 
54,2 
M 8 6 18 25 | 44 |o15 |0,3 
C 15 
F geht in ein neues Beben 
über. 
91 IuleL |18 33 40 
4 20 11 14 10,05 |0,07 Dieser Wellenzug sieht 
19 dem vorigen sehr ähnlich. 
221 1 0,25 
27 15 
28 45] 18 4 2 0,02 |0,01 


de] 
Lo] 
3 3 
Le : Ce (ee) [er] 
Li 
je | 
Han He 
a 
NN 
co 
[ES 
Qt 


410 E. Angenheister, 


Do 


4 
Ps lee | | 
Nr. | Datum É ä Zeiten Perioden Amplituden deg | Ag Bemerkongen 
É à (Greenwich) 
_ T AE | AN milligal 
m mn 
0,1 0,2 
8 0,007 
3 0,03 
Ein paar lange Wellen 
5 0,8 Das 1200 kg-Pendel wa 
8,5 5 nicht in Betrieb. 
1,6 3 
(10) (2) 
15 80 Das 100 kg-Pendel zeig 
lange Wellen (455), die zu 
1800 6 ar DEA Einsetzer 
Mx 2250 42 Das 17000 kg - Pende 
C schlug mehrfach an di 
F Hemmung. 
Mx — sde a ee der 
ol. Jnfelos id 2 M es 
L 37 22 12 12 0,2 
F 49 
197| , AIT Pa rL 1772 0,4 0,2 
L 22 9292] 10—12 20 0,1 
F 31 
198) , Ir! (P)l19 9 47] 2—3 
S 12 27 6 2 0,1 
L 14 37 9 2 5 10,05 |0,1 
F 21 
1907. AIv| P 119 54 1 1, 0,3 0,3 
L 56 27| 1,5 0,3 0,3 
2,5 0,3 0,1 
F 120 
200] , 15) Ir| P |624 b5 3 
(S | 28 5 
eL 32 12 2 3 |0,03 |0,06 
F 44 


1 209/Dez. 


1 201/Nov. 


h m 
15| Iv |e(S)|14 38 
L 
F 40 
18 Ir| P |0 923 
eL 27 
29 
F 3b 
19| Iv |e(L)|23 41 
21| Iu |e(P)123 21 
e(S) 27 
eL 42 
b4 
29] Ilu| eL | 0 25 
M 35 
C 
22! Iul eL | 1 31 
42 
25! Iv | eL 110 51 
M 52 
F 53 
26! Ivi e |6 55 
eL 58 
M 59 
7 2 
1l I LA 19762 
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Zeiten 
(Greenwich) 


© NI ND 


Perioden 


Amplituden 


um 
0,4 
1 
3 
4 
<} 
ï 
11 
5 3 
27 6 
35 9 
3 2 
1 
1 
1,5 
6 


dE g 


0,1 


0,02 
0,02 
0,1 


0,06 
0,4 


0,04 


ali 
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0,2 In Weigenfels und Raibl 
(Kärnten) gefühlt. 

0,5 

0,1 

0,5 Wahrscheinlich Vorläu- 
fer eines Bebens; da das 
Pendel (17000 kg) nicht 
weiter registriert hat, fehlt 
der übrige Teil. 

EKomponente bedeutend 

stärker als N Komponente, 

0,06 F geht in das nächste 
Beben über. 

0,01 

0,1 

0,03 Müglicherweise gehôren 
diese 3 Beben vom 21. u. 
|22. Nov. zusammen. 

1 In Charente gefühlt. 

d In Benevent gefühlt. 

0,3 

0,05 Ein paar lange Wellen. 


210 Dez. 


211» 


212| , 


213) , 


214) , 


215) , 


216! , 


Charakter 


4\rII 


I 


Ir 


6| I v 


1S 15 
Lx 18 
19 

Mx 20 
Le 2h 
Me 22 

C 

Le | 9 17 
F 28 
P |9 4 
L 56 
F |10 3 
1P 112 25 
1S 29 
L 34 
F 50 
eP |0O 9 
(S) 10 
L 11 
F 14 
3 5b 

eL | 5 11 
F 18 
(P) 120 4 
L 8 


F 17 


Zeiten 
(Greenwich) 


32 


2b 
2b 


Perioden 
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Amplituden 


6 31 | 10 ‘17 |06 
3 
15 90 0,8 
6 27 1,5 
40 330 0,4 
20 260 1 
25 600 2 
12 | 143 2 
10 
15 7 0,07 
3 
20 5 | 10 |0,03 |0,05 
4u.2 | 15 | 05 |02 |0,06 
6 10 0,6 
20 2 | 12 10,01 |0,06 
0,5—1 0,04 0,1 
1 0,2 0,4 
1,2 1 1,4 
15—20 
15 7 0,06 
10 |0,03 |0,1 


15 3 


iP sehr deutlich in der 
Vertikalkomponente. $ ge; 
ring in der Vertikalkom! 
ponente. | 

S in NS doppelt so star 
wie in E W. 

Die langen Wellen de 
Hauptbebens sind bei de 
der N S Komponente schon 
während der Dauer von f 
zu erkennen (7h 18m). 


Zum vorigen Beben go 
hôrig. (Wiederkehr de: 
Bebens ?) 


Nur beim17000kg-Pende 
deutlich. 

In der Schweiz gefühl 
(Martigny). 


Ein paar lange Welier 
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LI 
Nr.| Datum Ë ë Zeiten Perioden Amplituden JEg | Ag | Bemerkungen 
S à (Greenwich) 
RS ES ment me DO on EC Tee 2 Me 
h m 8 u 
217|Dez. 10|Ilu| iP |12 46 54! 3 AL 1 
15 2 
S b6 19 12 9 8 Schon beiS lange Wellen. 
(eL)113 2 30 30 0,07 
L 17 25 18 40 0,1 
M 28 20 20 75 0,4 
C 15 
F |14 35 
Le 15 7 20 13 0,06 (Wiederkehr des Bebens) 
"0 214 , 10| Iule(P)|18 25 1—2 
| e(S) 351/2 4—6 3 0,4 | 
eL b3 | 
M |19 11 29] 20 22 60 0,3 
F 120 
219) , 15| Iv| iL |17 50 44] 15 0,5 0,4 
F 53 
| , 16]1(r)| L |23 1 6—12 
M 1 33 10 10 916 10,2 0,06 
| F 7 
M 221| , 17]Iu| à |554 42 12 | | 5 0,1 
i 6 0 12 4 0,05 
Mis 
191/2 18 6 50 |0,04 |0,3 
15!/2 30 60 0,1 
| F | 7 20 
» 222] |, 17| Iu| eL |10 14 
M 29 15 12 14 |O,1 0,1 
F |11 
2223 , 17| Iv| eP 122 18 13] 0,5—1 > 0,1 > 0,2 In Agram gefühlt. 
rl 18 4 
li 19078 0,4 
S 19 4b 1 0,8 2 
| L 200 4 4 
| M 21 27 4 7,4 1 
Ï 5 7 0,5 
| F 29 


© 
De 
<t 
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| 


= 
Nr. È É a Perioden Amplituden ÆEg AN g Bemerkungen 
ë = (Greenwich) n 
Tr Ag | AN milligal 
h Om 8 
224/Dez. 23| IvleL | 248 4% 1 0,05" 0,1 
22b| , 24]I(r)| eL |20 8 ‘k 
Es e 15 2 2 10,02 |0,02 
9 
226] , 2b| Iv ds 17 7 : 1,2 0,5 0,7 A5 der Ost-Schweiz ge- 
8 28 1 ühlt. 
M 8 3 1 2,5 1,6 in 3 
12 3 
FAT 
227) | 26|Iv|eP|O021 4110,55 u.1 
L 22 59 1 In der Ost-Schweiz ge- 
M 283 3 1 2,b 2,6 |b b fühlt. 
3 a 12 b 0,07 
228| , 27|I(u) È 1 Le 20 b 0,02 
5 
229| , 28] Iv| e 122 26,2 1/2 
g : 9 il 0,1 0,2 In Agram gefühit. 
[0] ; 
230| , 29] I | L |0 38 1b Ein paar lange Wellen. 
2311 , 29]I(r)| e | 3 53 15 7 3 |0,06 |0,08 Vielleicht  mikroseis- 
| F 5b mische Bewegung. 
l 
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Eine charakteristische Eigenschaft 
des Klassenkôürpers. 


Erste Mitteilung. 
Von 
Ph. Furtwängler. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 19. Mai 1906 von Herrn D. Hilbert. 


Nachdem ich in 3 Noten, die in diesen Nachrichten !) erschienen 
sind, allgemein die Existenz des Klassenkürpers für einen beliebigen 
algebraischen Zahlkôrper bewiesen habe, wird es jetzt meine Auf- 
gabe sein, auch die charakteristischen Eigenschaften des Klassen- 
kôrpers allgemein herzuleiten. Als solche kommen folgende drei 
in Betracht: 

1) Der Klassenkôrper ist der wmfassendste relativ Abel'sche 
unverziwcigte Kürper in bezug auf seinen Grundkôrper oder mit 
anderen Worten: Jeder Kôrper, der in bezug auf einen gegebenen 
Kôrper k unverzweigt und relativ Abelsch ist, ist im Klassen- 
kôrper von k enthalten. 

2) Alle Ideale des Grundkürpers werden im Klassenkürper 
Hauytidcale. 

3) Alle Primideale derselben Klasse des Grundkürpers erfahren 
im Klassenkôrper eine gleichartige Zerlegung oder noch genauer: 
Ist L die Klassenzahl des Grundkôürpers Æ und ist p ein Primideal 
aus mit dem Exponenten q, d. h. ist p* die niedrigste Potenz 
von bp, die in L in die Hauptklasse fällt, so zerfällt p im Klassen- 


kürper von % in . verschiedene Primideale. 


1) 1903, Left 4 u. 5; 1904, Ileft 3. Eine zusammenfassende Bearbeitung 
des Existeuzbeweises wird demnächst in den mathematischen Annalen erscheinen. 


« 
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Ich werde mich zunächst in zwei Mitteilungen mit dem Be- 
weis der ersten Eigenschaft beschäftigen, weil er die Grundlage 
für den Beweis der zweiten Eigenschaft bildet. Um dann auch 
das unter 3) angeführte Gesetz der Zerlegung der Primideale des 
Grundkôrpers im Klassenkôrper abzuleiten, sind zunächst noch die 
Reziprozitätsgesetze in beliebigen Zahlkôrpern weiter zu entwickeln. 
Ich habe es deshalb an die letzte Stelle gesetzt. 

Bei dem Aufbau des Klassenkôürpers betrachtet man die ver- 
schiedenen Primzahlpotenzen, die in der Klassenzahl X aufgehen, 
gesondert; dabei lassen die ungeraden Primzahlen eine gemeinsame 
Behandlung zu, während die Primzahl 2 für sich zu betrachten 
ist. Dasselbe ist auch hier der Fall. Ich beschäftige mich des- 
halb in den ersten beiden Paragraphen zunächst mit demjenigen 
Teile des Klassenkôrpers, der den in der Klassenzahl k aufgehenden 
ungeraden Primzahlpotenzen entspricht, und beweise für ihn voll- 
ständig die unter 1) genannte Eigenschaft. Die Untersuchung 
desjenigen Teiles des Klassenkôrpers, dessen Relativgrad eine 
Potenz von 2 ist, gestaltet sich wesentlich komplizierter, weil der 
schärfere Aequivalenzbegriff einzuführen ist. Ich habe deshalb in 
den letzten Paragraphen zur Vorbereitung für den allgemeinen 
Beweis, den ich in der zweiten Mitteilung geben werde, zunächst 
zwei einfachere Fälle betrachtet, bei denen aber die wesentlichen 
Ueberlegungen bereits zum grôften Teil zur Geltung kommen. 

Kronecker hat zuerst behauptet, und H. Weber!) und D. 
Hilbert?) haben es bewiesen, daB jeder im natürlichen Rationa- 
litätsbereiche Abelsche Kôrper ein Kreiskôrper ist, d. h. daf er 
in einem durch eine Einheitswurzel definierten Kôürper enthalten 
ist. Der Beweis der unter 1) genannten Eigenschaft bildet den 
ersten Schritt zu einer weitgehenden Verallgemeinerung des 
Kroneckerschen Satzes auf beliebige algebraische Rationalitäts- 
bereiche. 

sel: 

Es seien znnächst einige Bezeichnungen festgesetzt. Der 
Grundkôrper soll stets mit * bezeichnet werden; es bedeute ferner 
1 eine ungerade Primzahl. Die Aufgabe dieses ersten Paragraphen 
ist dann der Beweis des folgenden Satzes, der als Analogon zu 
dem bekannten Satze*) über die Zahlen relativzyklischer Ober- 
kôrper mit der Relativnorm 1 betrachtet werden kann. 

1) Acta mathemat. 8 (1886) und 9 (1887). 

2) Diese Nachrichten 1896. 

8) D. Hilbert, Bericht über die Theorie der algebraischen Zahlkôrper, 
p. 272, Satz 90. Der Satz ist dort allerdings nur für relativzyklische Kürper 


DA 7ER 
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Satz 1: Es sei Xeinunverzweigter relativzyklischer 
Kôrper vom Relativgrad {h in bezug auf #k, der im 
Klassenkôrper von # enthalten ist. Ist dann C eine 
Klasse aus X, deren Relativnorm in # in die Haupt- 
klasse fällt, so giebt es eine Klasse D in X, so daf 


1) Ca DS—1 


ist, wo S eine erzeugende Substitution der Relativ- 
gruppe von Æ in bezug auf k# bedeutet. 

Zum Beweise des vorstehenden Satzes gehen wir schrittweise 
vor, indem wir zunächst die Richtigkeit spezieller Fälle des Satzes 
beweisen und so allmählich zu dem allgemeinen Satze vordringen. 
Wir zeigen zunächst die Richtigkeit folgender Tatsache, die sofort 
als spezieller Fall des Satzes 1 zu erkennen ist. 

Ist c eine Klasse in k, für die wi gilt, so giebt 
es in jedem unverzweigten relativzyklischen Ober- 
kôrper À vom Relativgrad ? eine Klasse C, so daf 
cn C*" ist. S bedeutet eine erzeugende Substitution 
der Relativgruppe von KÆ in bezug auf k. 

Daf dieser Satz ein spezieller Fall des Satzes 1 ist, folgt 
daraus, daf die Relativnorm von c, als Klasse in X betrachtet, 
in bezug auf k# gleich c’ ist, da natürlich ce Sc gilt. Zum Be- 
weise machen wir zunächst die Annahme, daf X eine primitive l-te 
Eïnheitswurzel £ enthält. Unter Beibehaltung unserer früheren 
Bezeichnungen gilt dann!) 

Y—= M 
où = m'—e,+]1. 


Dä es demnach v—4* — e, — 1 unabhängige Einheiten in # giebt, 
die Relativynormen von gebrochenen Zahlen aus X sind, und jede 
solche Eïinheit eine ambige Klasse in X liefert und umgekebrt, 
so gilt, wenn wir die Anzahl aller unabhängigen ambigen Kom- 
plexe ohne ambige Klasse ?) mit e’ und demnach diejenige der un- 
abhängigen Komplexe mit ambiger Klasse mit e — 1 —e’ bezeichnen: 
e—l—e —=e -1 
oder 
e—e, = € 

mit Primzahlrelativgrad ausgesprochen und bewiesen; er läBt sich aber auf solche 
relativzyklische Kürper, deren Relativgrad eine Primzahlpotenz ist, ausdehnen. 

1) Vgl. $ 7 meiner zweiten Mitteilung in diesen Nachr. 1903, Heft 5. 

2) Zwei ambige Komplexe P, und P, ohne ambige Klasse sollen unabhängig 
hciBen, wenn das System Pit Pi? (x, — 0,1,...7 — 1) nur für & = æ& = 0 
cinen ambigen Komplex mit ambiger Klasse liefert. 
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d. b. die Anzahl der unabhängigen Klassen in # vom Grade !, die 
in X nicht in die Hauptklasse gehen, ist gleich der Anzahl der 
unabhängigen ambigen Komplexe ohne ambige Klasse. Da aber 
jeder solche Komplex eine Klasse aus # vom Grade / absorbiert 
— denn es gilt C*wch1, wo C eine Klasse eines solchen 
Komplexes bedeutet und c eine Klasse aus £ —, so ist damit der 
letzte Satz bewiesen für den Fall, da der Kôrper k £ enthält. 
Ist dies nicht der Fall, so adjungiere man £& zu # und erhalte da- 
durch #’. Der Satz gilt dann für #’ und daraus folgt seine Rich- 
tigkeit für k, indem man die Relativnormen der betreffenden Klassen 
von #’ in bezug auf 4 bildet. 

Wir verallgemeinern jetzt unseren letzten Satz zu dem fol- 
genden, den wir zunächst beweisen: - 

Ist C'eine Klasse des unverzweigten relativzykli- 
schen Oberkôrpers À von # vom Relativgrad ? und 


gilt GPO PROS TT k, so giebt es eine Klasse C'in 

K, so daB CC" ist. S bedeutet eine erzeugende 

Substitution der Relativgruppe von Æ in bezug auf k. 
Es sei das Klassensystem von £: 


2) Cote tr 0 el). 


indem wir das System aller Klassen, deren Grad zu ! prim ist, 
als 1 annehmen; dieselbe Festsetzung gelte auch für X. Es läft 
sich dann, wenn À zu der durch die Kongruenz x, = 0 definierten 
Untergruppe der Klassengruppe von k gehôrt, was wir durch eine 
geeignete Bezeichnungsweise immer erreichen kônnen, das Klassen- 
system von Æ in der Gestalt schreiben: !) 


3) (o, CS)... EE) 
wo (c), das Klassensystem von # bedeutet und C,,...C. Klassen 
aus À, deren Relativnormen in k in die Klassen c,,...c, fallen, 


während F°,(S),...F,(S) ganze, ganzzahlige Funktionen von $S be- 
deuten. Es läft sich daher auch die Klasse C unseres Satzes in 
der Gestalt 3) schreiben: 


4) C= 6 CS... GS) 


14+ 84... 


Zufolge der Voraussetzung C ‘lin & folgt dann 


aus 4) 


1) Vgl. $ 5 und $ 7 meiner zweiten Mitteilung in diesen Nachrichten 1903, 
Heft 5. Die Darstellung 3) gilt auch, wenn k keine primitive [-te Einheitswurzel 
& enthält. Man scigt dics leicht durch Betrachtung des Kürpers (k, 6). 


Eine charakteristische Eigenschaft des Klassenkôrpers. 491 


oct, PO ip 
und daher 
b) F,(1) = F,()...=F,(0 = 0 (1). 


Da nun stets die /-te Potenz einer Klasse aus Æ als symbolische 
(S — 1)-te Potenz einer Klasse aus Æ multipliziert mit einer Klasse 
aus À dargestellt werden kann !), so folgt aus 4) und 5) 


6) C = «COX, 


wo c” eine Klasse aus Æ und C* eine solche aus Æ bedeutet. Aus 
der Voraussetzung über C folgt dann nach 6), daB (c"”) 1 in # ist, 
und daher ist nach dem zuletzt bewiesenen Satze c” als symbolische 
(S—1)-te Potenz einer Klasse aus X darstellbar. Daraus folgt 
dann aber, was wir beweisen wollten, daB eine Klasse C” in X 
existiert, so daf 


CS Ce 
ist. 
Der Beweis des allgemeinen Satzes wird durch den Schluf von 
n auf 2+1 erhalten. Der einfachen Ausdrucksweise halber be- 


weise ich ihn hier nur noch für relativzyklische Oberkôrper vom 
Relativgrad À, daraus ist die Richtigkeit im allgemeinen Falle 


(Relativgrad pa) sofort zu entnehmen. 

Es sei also X ein unverzweigter relativzyklischer Oberkôrper 
vom Relativgrad {? in bezug auf À und zwar müge er zu der 
durch die Kongruenz x, = 0({*) definierten Untergruppe der Klassen- 
gruppe von kÀ gehüren, was durch geeignete Bezeichnung stets 
erreicht werden kann; das Klassensystem 4 habe dabei die Ge- 
stalt 2). Es sei ferner À, der in À enthaltene Unterkôürper vom 
Relativgrad ! in bezug auf 4. 

Ist nun zunächst « eine Klasse aus }, die die Bedingungen 


.. d 7 .. Q Q . 1 
des Satzes 1 bezüglich À erfüllt, d. h. gilt die Aequivalenz + 1 
in X, so folgt nach dem bereits Bewiesenen, da man die letzte 
Acquivalenz auch in der Gestalt () 1 schreiben kann, dal es 
eine Klasse C* in À, gicbt, so daf 
7) Cuns CE sat a ee 
Da wir C* mit ciner beliebigen Klasse aus # multiplizieren kônnen, 
ohne daf die letste Aequivalenz ïbre Gültigkeit verliert, kônnen 
wir C* in der Gestalt ansetzen: 


1) Vgl. Gleichung 3) in $ 8 meiner zwciten Mitteilung L c. 
Kgl. Goes. d. Wiss. Nachrichton. Math.-phys. Klasso 1906. loft 4. PA] 
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8) OC NOR 

wo C,,...C. Klassen aus X, bedeuten, deren Relativnormen in # 
in c,,...0, fallen. Da das Klassensystem von Æ nun in der Gestalt 
9) TO. GES 

geschrieben werden kann, wo C,,:.. C. Klassen aus Æ bedeuten, 
deren Relativnormen in bezug auf X, in C,,... C" fallen, so folgt 


aus 8), daf es eine Klasse C* in X giebt, so dañ: 
10) CAC at RER 


4 
Wir setzen nun 


Lt) E—nC*), À 

und zeigen, da die durch 11) definierte Klasse À die (S—1)-te 
Potenz einer Klasse aus Æ ist. Aus 11) ergiebt sich durch Bil- 
dung der Relativnorm in bezug auf X, und Vergleich mit 7): 

12) AO RO RS Re 


Es ist deshalb nach dem schon Bewiesenen À die (S'—1)-te und 
daher auch die (S—1)-te Potenz einer Klasse aus ÆX, womit für c 
die Richtigkeit unseres Satzes bewiesen ist. 

Es sei zweitens C, eine Klasse aus X,, die die Bedingungen 
unseres Satzes 1 erfüllt, d. h. es gelte: 


13) CRE 0 nn € 


Es giebt dann nach dem schon Bewiesenen eine Klasse C! in K,, 
so da 


14) C'n C' in K, 


Da C} mit einer beliebigen Klasse aus Æ multipliziert werden kann, 
ohne da 14) zu gelten aufhôrt, so kônnen wir wieder C{ in der 
Gestalt 8) ansetzen und daraus wie oben die Existenz einer Klasse 
C; in Æ folgern, so daf: 


15) Co, CET OPEN. 
Definieren wir dann À durch die Aequivalenz: 
16) CAC AS 

so gilt wieder für À ebenso wie oben: 


1 ... QU-1) À 
AMEN a tlsinie 
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d. h. À ist die (S—1)-te Potenz einer Klasse aus Æ, womit nach 
16) auch dieser Fall erledigt ist. 

Wir verstehen endlich unter C eine beliebige Klasse aus X, 
die die Bedingung: 
17) CR DE int 
erfüllt. Nach der allgemeinen Gestalt 9) des Klassensystems von 
K kônnen wir dann für C ansetzen: 


C= 00) ..076) 
Aus 17) folgt dann: 
p'o- 0 link, 
folglich: 
1 in k und F,(1)=...F,(1) = 0 (0. 
& ist demnach die (S—1)-te Potenz einer Klasse aus X. Beachtet 
man auBerdem, daf jede [-te Potenz einer Klasse aus X als Pro- 


dukt einer Klasse aus X, und der (S—1)-ten Potenz einer Klasse 
aus À darstellbar ist, so folgt: 


18) C — C* CSL 


wo C* eine Klasse aus Æ, und C’ eine solche aus ÆÀ bedeutet. 
Aus 17) und 18) folgt dann, daf 


CREER CON CtS 


und daraus ergiebt sich, wie wir oben gesehen haben, da C* als 
(S—1)-te Potenz einer Klasse aus X dargestellt werden kann. 
Damit ist aber der Satz 1 für relativzyklische Oberkôrper vom 
Relativgrad l vollständig bewiesen und von hier aus ergiebt sich 
durch einfache Forsetzung des Verfahrens ohne Schwierigkeit die 
allgemeine Gültigkeit von Satz 1. 

8 2. 

Um für diejenigen Teile des Klassenkôrpers, deren Relativ- 
grad in bezug auf den Grundkôrper eine «xagerade Primzahlpotenz 
ist, das Bestehen der unter 1) in der Einleitung genannten Eigen- 
schaft nachzuweisen, genügt der Beweis des folgendes Satzes : 

Satz 2: Ist die Klassenzahl des Kôürpers * genau 
durch ?" teilbar, wo | eine ungerade Primzahl be- 
deutet, soexistiert in bezug auf 4 keinunverzweigter 


relativ Abel’scher Kürper vom Relativgrad 1", 
2pS 
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Zum Beweise nehmen wir wieder die Gruppe aller Klassen in 
k, deren Grad zu ! prim ist, als Einheitselement an und schreiben 
dementsprechend die Klassengruppe von #: 
D Ce D li Chen 


€ 


Aus dem Existenzbeweise für den Klassenkôrper von X ergiebt 
sich dann, daf in bezug auf k unverzweigte relativzyklische Kôrper 


von den Relativgraden Press existieren, die zusammen einen 
unverzweigten relativ Abel’schen Kôrper vom Relativgrad /* bilden. 
Es ist nun nachzuweisen, daB der ProzeB, der zur Bildung dieser 
Kôrper geführt hat, an keiner Stelle weiter fortgesetzt werden 
kann, wenn man an der Forderung festhält, daf die konstruierten 
Relativkôrper in bezug auf den Grundkôrper relativ Abel’sch sein 
sollen. 

Es seien ÆX,,...X, die unverzweigten relativzyklischen Kürper 
in bezug auf k, die resp. zu den durch die Kongruenzen 


2, = O("),...x, = 0 (0) 


definierten Untergruppen der Klassengruppe von * gehôren und 
K — (K,,...K) sei der hier in betracht kommende Teil des 
Klassenkôrpers vom Relativgrad !” in bezug auf #4. Ferner be- 
zeichnen wir die in Æ,,...X, enthaltenen Kôrper vom Relativgrad 
l in bezug auf k, die resp. zu den durch die Kongruenzen 


x, = O(!),...x, = 0(1) 


definierten Untergruppen der Klassengruppe von À gehüren, mit 
RP RRES. 

Angenommen es gäbe nun einen umfassenderen unverzweigten 
relativ Abel’schen Kôrper ÆX' in bezug auf k, dessen Relativ- 
grad eine Potenz von { ist. Wir kônnen dann annehmen, daf 
K' den Kürper Æ enthält, indem wir, wenn dies nicht der Fall 
sein sollte, À zu X' adjungieren. Es ist dann zunächst klar, daf 
die Relativgruppe von Æ' in bezug auf nicht mehr als « Basis- 
substitutionen enthalten kann, weil sonst mehr als - unabhängige 
unverzweigte Kürper vom Relativgrad { in bezug auf L existieren 
würden, was nach früher Bewiesenem unmüglich ist. Es müfte 
daher die Erweiterung des Kôrpers À zum Kôrper X' dadurch 
vor sich gehen, daf cin relativzyklischer Kürper in ÆX existiert, 
der in keinem umfassenderen relativzyklischen Kürper von ÆX, wohl 
aber in einem solchen von Æ' enthalten wäre. Ich kann annehmen, 
indem ich die Bezeichnung gecignet gewählt denke, da8 X ein 
solcher Kürper sei. Ich will dann zeigen, daf es keinen unver- 
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zweigten relativzyklischen Kürper in bezug auf 4 giebt, der X, 
als Unterkôrper enthält. 

Man bemerke zu diesem Zweck, daB sich das Klassensystem 
von À, in der Gestalt schreiben läft: 


2) (o), CS), gFAS) 


wo (c), das Klassensystem von 4, $, eine erzeugende Substitution 
der Relativgruppe von X, in bezug auf # und C,,...C, Klassen 
aus À, bedeuten, deren Relativnormen in # in c,,...c, fallen; 
F,(S,),...F(S,) sind ganze ganzzabhlige Funktionen von $,. Man 
kann sogar in 2) das System (c), fortlassen und demnach alle 
Klassen aus X, in der Gestalt: 


3 CES)... F8) 


darstellen. Denn da8 sich c,,...c, durch 3) darstellen lassen, ist 
unmittelbar evident; daf es auch für c, gilt, folgt aus Satz 1 in 
$ 1. Die Relativnorm von c,, als Klasse von X, betrachtet, in 


bezug auf # ist d, fällt also in die Hauptklasse. Demnach giebt 
es eine Klasse C” in X,, so da 


4) enCATl in K 


wird. Da man C’ mit einer beliebigen Klasse aus # multiplizieren 
kann, ohne daf 4) seine Gültigkeit verliert, kann man C' in der 
Gestalt 3) und demnach c, in derselben Gestalt annehmen. 

Es läfit sich also das Klassensystem von X, in der Gestalt 
3) darstellen und demnach auch in der folgenden: 


) CCS CCR (END T, I 21}; 
wo C und C* alle Klassen aus X, durchlaufen. 

Es sind nun die Untergruppen von 5) vom Index ! aufzu- 
suchen, die relativ Galois’sche Kürper in bezug auf X definieren 
— sie müssen gegenüber der Substitution S, invariant sein — und 
dann ist zuzusehen, ob unter den durch sie definierten Kürpern 
ein relativzyklischer in bezug auf Æ vorhanden ist. Jede Unter- 
gruppe G von 5) vom Index /, die gegenüber $, invariant ist, 
muf notwendig das Klassensystem C1 C# enthalten. Denn 
das System 5) läBt sich, wenn G eine Untergruppe vom Index | 
ist, in der Gestalt 


AG (x = 0,1,...1—1) 


schreiben, wo À cine bestimmte Klasse aus 5) bedeutet, die nicht 
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in G liegt. Aus der Voraussetzung G = $, G läft sich nun folgern, 
das 4% lin G liegt. Denn $, 4 liegt nicht in G, folglich gilt: 
6) SAN A D); 

wo B eine Klasse aus G bedeutet, und zwar ist, wie man leicht 
erkennt, a = 1(!). Denn wäre «a&1(l), so würde aus 6) folgen: 


“| APT RES | 
AÏT Ts Re 


folglich 

7) A AVS — 1) De 

wo B' ebenfalls eine Klasse aus G& bedeutet. Aus 7) würde folgen: 
A ms ps AVS — 1)° ps ES D: 

folglich 
aa un Nnpt 

und schlieflich durch Fortsetzung des Verfahrens: 
7 _ PL (Si a. 1) p") 

MOD. 24") sämtlich Klassen aus G bedeuten. Nach der letzten 


Gleichung läge À in G, weil die symbolische (S,— 1) "-te Potenz 
einer Klasse auch eine wirkliche /-te Potenz einer Klasse ist. Das 
ist unmôglich, es ist daher in 6) der Exponent a = 1 (!/) und dem- 


nach liegt Al in G. Ist nun D eine beliebige Klasse aus 

X, die nicht in @ liegt, so liegt DA* in G, folglich auch 
pit (Si —1) 

und demnach D‘, G enthält deshalb, da jede /-te Potenz einer 


Klasse in G als einer Untergruppe vom Index / enthalten ist, wie 


oben behauptet war, das Klassensystem C1 CH, Daraus folgt, 
daf alle Untergruppen G vom Index /, die gegenüber $, invariant 
sind, durch eine Kongruenz von der Art: 

a,%,+...a, x, = V(Ù 
definiert werden. Sie liefern infolgedessen keine relatikzyklischen 
Kôrper in bezug auf 4 Denn der durch die Kongruenz 8) defi- 
nierte Kürper ist derselbe, der zu der durch dieselbe Kongruenz 
definierten Untergruppe der Klassengruppe 1) von k gehürt, er 
liefert also mit A, zusammen keinen relativzyklischen Kôrper in 
bezug auf /. 


tent OT Re PS TO PET 
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Damit ist gezeigt, daf es keinen unverzweigten relativzykli- 
schen Kôürper in bezug auf # giebt, der Æ, enthält, und dadurch 
ist der aufgestellte Satz bewiesen. 


$ 3. 

Wir gehen jetzt dazu über, uns mit den unverzweigten relativ 
Abel’schen Kôürpern zu beschäftigen, deren Relativgrad eine Potenz 
von 2 ist, und machen in diesem Paragraphen zunächst die ver- 
einfachende Annahme, daf die Klassenzahl des Grundkürpers X im 
weiteren Sinne gleich 1 und bei Zugrundelegung des engeren 
Aequivalenzbegriffes gleich 2 sei. Es sei ferner vorweg bemerkt, 
daB im folgenden überall dieselben Bezeichnungen angewandt wer- 
den, wie in meiner dritten Mitteilung über den Klassenkôrper !). 

Unter den s reellen Kôrpern, die unter den mit k konjugierten 
Kôrpern existieren, mügen p nach dem an der angegebenen Stelle 
aufgestellten Verfahren ausgewählt sein, und zwar sollen dies die 


Kôürper 1)... KGr) sein. Da in unserem Falle s — p+1 ist, 


existiert noch ein weiterer reeller Kôrper unter den konjugierten 


von k, den wir mit Gr) bezeichnen. Es môge nun Æ — (X, \w) 


der nach den Vorschriften der angegebenen Stelle konstruierte 
unverzweigte relativquadratische Kôrper in bezug auf k sein. Die 
Zahl a ist dann für den Kôrper Æ gleich Null, d. h. es existiert 
nur ein ambiger Komplex in X, der Hauptkomplex. Hieraus 
schlieft man sofort, daf die Klassenzahl von ÆÀ im weiteren Sinne 
ungerade ist?) Wir wollen zeigen, daB die Klassenzahl von X 
auch bei Zugrundelegung des engeren Aequivalenzbegriffes unge- 
rade ist. 

Die konjugierte Zahl von œ in pErH), die Zahl o(7), ist 
negativ; ferner seien die konjugierten von & in », der Kôürper 


pu) % 1Gr) nämlich in #® 1) … km) negativ und daher in » = p—1», 
Kôürpern positiv, nämlich in 0) … K@), Es existieren dann unter 
den konjugierten von A im ganzen 2; reelle Kôrper, nämlich 


qi), Vo) (à — 1,2,...r), von denen jeder doppelt zu zählen ist 
und die ich in analoger Bezeichnungsweïise durch 


Feed AT dura OR 


1) Vgl. diese Nachrichten 1904, p. 174. 

2) Vgl. Ph. Furtwängler, Abhandlungen der Kônigl. Ges. d, Miss. zu 
Güttingen, Math.-physik. KL Neue Folge, Bd. 1H, No. 3, p. 61 oder Math. Ann. 
5S, p. 43. 
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wiedergebe. Ist nun H” die Klassenzahl von X im weiïteren und 
H die Klassenzahl im engeren Sinne, so ist leicht nachzuweïsen, 
daf H' — Hist. Wir haben zu diesem Zweck nur zu zeigen, 
daB, wenn man die folgenden Vorzeichenreihen bildet : 


1) sgn x) sgn x") PL Son x) sgn HE) 


indem man H alle Einheiten aus X durchlaufen läft, man alle 
môglichen Vorzeichenreïhen, also 2” verschiedene, erhält. 

Es folgt nun aus den Entwickelungen der zitierten Stelle, 
daB © — v* — m'—n, ist, d. h. daf alle Einheïten £ aus #, welche 
die Bedingungen: 


3 Gus) = 2 (fé) =: 


erfüllen, Relativnormen von Einheiten aus Æ sind. Denken wir 
uns nun die Einheiten & in £ ebenfalls wie an der zitierten Stelle 
so gewählt, daf 


28, = Bi,8p ee % 
? 


3) 0 0 ( HE 


so erfüllen alle Einheïten & ,...s. die Bedingungen 2) und sind 
daher Relativnormen von Eïinheiten aus Æ, nämlich 
4) ë7, = Hz, He, GC = 1,2,...r). 


Da se <0, müssen Hé und VF verschiedene Zeichen haben; 


die Bezeichnung sei so gewählt, daf He negativ ist. Ich be- 


trachte nun das Einheitensystem: 
ul! 


5 Het. Hé ee" (ul,u! — 0,1) 
) T1 ° +”. 5 X, ZX, PRE DO: 


Li à 


und zeïige leicht, daf unter diesen nur eine total positive Eimheit 
vorhanden ist, die erhalten wird, wenn man sämtliche Exponenten 
gleich Null setzt. Denn soll eine Einheit aus 5) total positiv sein, 
so mu auch ihre Relativnorm in bezug auf Æ total positiv sein 
und daraus folgt, daf dann notwendig w —::.u; — 0 sein mu. 
Es kônnte daher nur eine in 5) enthaltene Einheit von der Ge- 
stalt Es Di se total positiv sein, was aber nach 3) nur môglich 
ist, wenn w/ —...u! — 0 ïist. Läft man daher H in 1) alle 
Einheiten des Systems 5) durchlaufen, so erhält man im ganzen 
2” verschiedene Vorzeichenreïihen, was wir beweisen wollten. Auf 
Grund des im Vorstchenden Bewiesenen kônnen wir folgenden 
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Satz aussprechen, indem wir die Annahme über die Klassenzahl 
von À etwas weiter fassen, was ohne weiteres gestattet ist. 

Satz 3: Es sei À ein Zahlkôrper, dessen Klassen- 
zahl im weiteren Sinne eine ungerade Zahl und bei 
Zugrundelegung des schärferen Aequivalenzbe- 
griffes das Doppelte einer ungeraden Zahl ist. Es 
existiert dann in bezug auf k ein einziger unver- 
zweigter relativ Abel’scher Zahlkôrper À vom Rela- 
tivgrad 2, dagegen keiner vom Relativgrad 4 Die 
Klassenzahl von X ist auch im engeren Sinne unge- 
rade. Alle Ideale aus 4, deren Quadrate in der Haupt- 
klasse liegen, gehen daher in À in die Hauptklasse 
über. 


$ 4. 

Wir betrachten in diesem Paragraphen den Fall, daB die 
Klassenzahl %' des Grundkôrpers k im weiteren Sinne gleich 1 ist 
und bei Benutzung der schärferen Aequivalenz gleich 4; die 
Klassengruppe ist dann keine zyklische, weil das Quadrat jeder 
Klasse die Hauptklasse im engeren Sinne ergiebt. DaB wir 
gerade gleich 1 genommen haben, geschieht nur der einfachen 
Ausdrucksweise wegen, die Entwickelungen sind auch gültig, wenn 
k eine beliebige ungerade Zabhl ist. Es sei also das Klassensystem 
von k für den schärferen Aequivalenzbegriff : 


1) dd (& = 0,1). 
Es existieren dann drei unverzweigte relativquadratische Kôrper 


in bezug auf #, von denen zwei unabhängig sind. Wir bezeichnen 
diese Kôrper mit 

K, — (k, Vo), K, — (f, Vo,), K, = (h, Vo) = (4, Vo, @,) 
und nehmen an, daB K, zu der durch die Kongruenz x, = 0 (2) 
definierten Untergruppe des Klassensystems 1) gehôre. Entsprechend 
soll X, zu der Kongruenz x, = 0(2) und X, zu x, +x, = 0 (2) ge- 
hüren. 

Es mügen nun unter den s reellen Kürpern, die mit À kon- 
jugiert sind, p = s—2 nach Vorschrift ausgewählt sein, die wir 


mit p@)..,,76) bezeichnen. Die beiden noch übrigen reellen 


A . 
rh) Gr), Ich nenne nun eine Zahl & aus 


l: normiert, wenn die sämtlichen konjugierten al”), di positiv 
sind. Jede Zahl aus 4 kann, wie aus der Auswahl der Kürper 


.. Q 2 
Kôrper seien dann i 


2 5 


430 Ph. Furtwängler, 


Gi)... #7 folgt, durch Multiplikation mit einer Einheit aus # 
normiert werden. Wir wollen uns nun weiter die Bezeichnung 
der Klassen d,, d, so gewählt denken, daB, wenn Ô, eine normierte 


Zahl aus d, bedeutet, 9 ErH) < 0 und Er) = 0 ist; entsprechend 
soll, wenn d, eine normierte Zahl aus 4, bedeutet, 9 EPH1) >0 und 
97h) L 0 sein. 3 

Wir betrachten nun zunächst den Kôrper X,, der durch Vo, 
erzeugt wird; es giebt dann nur in der Klasse d, Primideale, die 


in À, in das Produkt zweier Primideale zerfallen, aber nicht in 
den Klassen d, und d,d,. Aus unseren Festsetzungen ergiebt sich, 


daf oUr+ ) 0 und ©Er#) > 0 ist!) Aus den an der früher 
zitierten Stelle entwickelten Ungleichungen folgt dann a = 0, 
d. h. der einzige ambige Komplex in X, ist der Hauptkomplex; 
hieraus schlieft man, daf die Klassenzahl von X, im weiteren Sinne 
ungerade ist. 


Es môügen nun weiter unter den Zahlen 
of) Re oÙr) 
die Zahlen 
2). oÙn) 
negativ und die r» = p—#, Zahlen 
al) Le a) 
positiv sein. 
Es gilt dann für K, 
EN RE ET 


d. h. alle Einheiten £, welche die Bedingungen: 


: SON £a) = 
2?) a) = 2... (5) = 
erfüllen, sind Relativnormen von Einheiten aus X. Unter den 


konjugierten Kôrpern von K, sind folgende 2(r+1) reelle vor- 
handen : 


1) Denn ist 0, eine Zahl aus d,, die Relativnorm einer Zahl aus X, ist, s0 
künnen wir 0, normiert annchmen (vgl. meine dritte Mitteilung p. 188 u. 189) und 
daher 6/72 0. Es folgt dann aus 


di) __ 1, daÿ wtr+t) > 0 ist. 
1 2r+2) é : 


D 
ww 
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Um den Klassenzahlquotienten H/H! (die Klassenzahl mit einem 
Strich oben beziehe sich immer auf den weiteren Aequivalenz- 
begriff) für X, zu ermitteln, haben wir deshalb festzustellen, wie 
viel verschiedene Vorzeichenreïhen sich ergeben, wenn wir in: 


sgn x) sgn xt) L\°: SON x) sgn x") 


4) 
sgn H'rH) sgn H'@r#) 


H alle Einheiten aus X, durchlaufen lassen. Wir denken uns zu 
diesem Zweck die Einheiten &, wieder wie im vorigen Paragraphen 


gewählt. Es sind dann alle Einheiten &,,...e, Relativnormen 


von Einheiten aus X, und es folgt dann in derselben Weise wie 
im vorigen Paragraphen, da man, wenn man in 4) H alle Ein- 
heiten des Systems: 

5) He at mes HY ee" (4 = 0,1) 

durchlaufen läft, sicher 2” verschiedene Vorzeichenreihen erhält. 
Daraus folgt, daf H/H° = 2" ist. 

Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. Der erste Fall ist 
der, daB es noch eine Einheit E in X, giebt, die zu 5) hinzuge- 
fügt dies System derart erweitert, daf durch das erweiterte 
System 2*”*' verschiedene Vorzeichenreihen in 4) erhalten werden. 
Es ist dann H <2H'; da andererseits H 2H! ist, muB in 
diesem Falle H — 2H! sein. Die Klassenzahl von X, ist bei 
schärferer Aequivalenz daher jetzt das Doppelte einer ungeraden 
Zahl und es folgt deshalb aus dem vorigen Paragraphen, daf nur 
ein einziger unverzweigter relativquadratischer Kôrper in bezug 
auf X, existiert, das ist der Kôrper (X,, X,). Gleichzeitig folgt, 
daB alle Klassen aus k in X, in die Hauptklasse im engeren Sinne 
übergehen. 

Zweïitens ist der Fall zu erôrtern, daB es eine Einheit von 
der Art Æ nicht giebt, daB also alle überhaupt durch 4) darge- 
stellten Vorzeichenreihen erhalten werden, wenn man H in 4) alle 
Einheiten des Systems 5) durchlaufen läft. Es zeigt sich, daf in 
diesem Falle nicht alle Klassen aus X in K, in die Hauptklasse 
übergehen kônnen. Es sei nämlich 6, eine normierte Zahl aus 
der Klasse d,; Ô, kann dann in À, nicht in der Hauptklasse liegen. 
Denn sollte dies der Fall sein, so mülte man eine Einheit H* in 
KX, angeben künnen, so da H*6, in A, total positiv wäre. Da 
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das System 5) alle môüglichen Vorzeichenreïhen 4) erschôpft, kônnen 
wir H* als eine Einheïit des Systems 5) annehmen: 
He He. 


Li êzs i TX, x, $ 


Wenn H*6, in X, total positiv ist, so muf auch die Relativnorm 
in # total positiv sein, daraus schlieft man: 


UT == + UN EST); 
Da ferner Ô, in Æ normiert sein sollte, also om) es 9%) positiv 
sind, folgt dann weiter w}/ —...u!! — 0. Es müfte also 0, selbst 


in Æ, total positiv, folglich 2) 0 sein, was unserer Fest- 
setzung über die Klassen d,,d, widerspricht. Das Klassensystem 
von ÆX, ist demnach in dem jetzigen Falle in der Gestalt: 


6) D" de? (w = 0,1) 


darstellbar und es ist, wenn wir die Substitution Vo, |— Vo, mit 
S, bezeichnen: 
7) D De 
im engeren Sinne. Daraus folgt, da$ zu der durch die Kongruenz 
w, = 0 (2) definierten Untergruppe von 6) kein unverzweigter 
Kôrper gehôren kann, der relativ Abel'sch in bezug auf LÀ wäre. 
Denn da die genannte Untergruppe, wie aus 7) folgt, gegenüber 
S, nicht invariant ist, ist der zugehôrige Kôrper nicht einmal ein 
relativ Galois’scher in bezug auf 4 Es giebt also sicher aufer 
(K,, K,) keinen unverzweigten relativ Abel’schen Kôrper vom Re- 
lativgrad 4 in bezug auf k, der X, als Unterkôrper enthält. 

Da für den Kôrper Æ, genau dasselbe gilt wie für Æ, er- 
übrigt nur noch die Behandlung des Kôrpers X, Die beiden 


Zahlen or ) ofr#) sind beide negativ; es folgt deshalb aus meiner 
früheren Mitéoiline. daf a =1list. Wir haben zunächst nachzu- 
weisen, daf wieder « = O0 ist, d. h. daf auch in X, nur der Haupt- 
komplex existiert. 


(@), l oÙ 


Es mügen unter den Zahlen w, r) die folgenden 


a) Lo (yn) negativ und 
of)... © (a) positiv sein. 


Es sei ferner « die Relativnorm einer Zahl aus Æ,, die in X 
nicht in der Hauptklasse liegt, und es seien unter den Zahlen 
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a) … a) die folgenden: al), … at) negativ. Es sind dann alle 


Indizes v von allen Indizes y verschieden, weil (Se) = 1 sein 


muf, da « die Relativnorm einer Zahl aus X, ist. Setzt man nun 
8) £ = ,8,..6 


o Eos ++ En, 


so ist sa eine normierte Zahl in # und daher (ea)(FrH) oder (ex)Fr#) 
negativ. Ist etwa die erste Zahl negativ, so ergiebt sich 


EX, © 
(+) = -1: 
folglich, da 
(es) = +1 ist, 
E, © 
À es) = 72 


d. h. & ist nicht die Relativnorm einer Zahl aus KX,. Andererseits 
genügt aber «, wie aus 8) folgt, den Bedingungen: 


€, D, | €, 3 | 
(Se) Ie (res) mr 


CLIM —n,. 


Es ist daher 


Da ferner 
vZ=a+n—n,—1, 
folgt für unseren Fall: 
10) a=0, v—=# = wWw—n,—1i. 
Es ist daher die Klassenzahl von X, im weiteren Sinne ungerade. 
Die reellen Kôürper unter den konjugierten von X, sind nun: 


xs) x") 2. rE) Ke) 


also im ganzen 2r. Da v* — w'—n,—1 ist, so folgt, daf unter 
den durch die Einheiten €, ,...e, definierten Kinheitenverbänden 


2-1 sind, die Relativnormen von Einheiten aus X, sind. Daraus 
schlieft man in analoger Weïse wie oben, daf durch 


sgn 1) sgn g'C) Son y) , sgn |: 400) 


im ganzen 2” verschiedene Vorzeichenreihen dargestellt werden, 
wenn man H alle Einheiten aus Æ, durchlaufen läfit. Es ist des- 
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halb die Klassenzahl H, — 2H}, also das Doppelte einer unge- 
raden Zahl. Daraus folgt wieder, da8 der Kôrper (X, X,) der 
einzige unverzweigte relativ Abel'sche Kôrper vom Relativgrad 4 
in bezug auf k ist, der ÆX, enthält. (Gleichzeitig ergiebt sich, 
daf für den Kôrper X, von den beïiden oben betrachteten Fällen 
immer der erste eintreten mufB, was man auch durch gruppen- 
theoretische Betrachtungen zeigen kann. 

Auf Grund des im Vorstehenden Bewiesenen kônnen wir zum 
Schluf folgenden Satz aussprechen: 

Satz 4: Es sei k ein Zahlkôrper, dessen Klassen- 
zahl im weiteren Sinne eine ungerade Zahl und bei 
Zugrundelegung des schärferen Aequivalenzbegriffes 
das Vierfache einer ungeraden Zahl ist. Es existiert 
dann in bezug auf k ein einziger unverzweigter rela- 
tiv Abel’scher Kôürper vom Relativgrad 4, dagegen 
keiner vom Relativgrad 8 In diesem Kôrper be- 
friedigenalle Ideale j aus kauch bei Zugrundelegung 
des schärferen Aequivalenzbegriffes eine Aequivalenz 


ÿ vi, 


wo 4 eine ungerade Zahl ist. 
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Numerische Uebersicht 
der am Samoa-Observatorium im Jahre 1905 
registrierten Fern- und Naherdbeben. 


Von 
F. Linke. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 27. October 1906 von Herrn H. Wagner. 


Das im Samoa-Observatorium aufgestellte Wiechert’sche 
Pendel von 1000 kg Masse registrierte im Jahre 1905 440 Erd- 
beben, von denen 338 aus einer Entfernung unter 1000 Kilometern 
stammten (Nahbeben) und 102 fernere Herde hatten (Fernbeben). 

Die Verteilung auf die Jahreszeiten ist folgende: 


Monate | Nahbeben Fernbeben 
Januar 18 7 
Februar 21 ti 
März 14* 8 
April 27 10 
Mai 30 4 
Juni 28 15 
Juli 50 9 
August 24 & 
September 28 11 
Oktober 32 8 
November 17 6 
Dezember 19 9 
Jabr | 338 | 102 


Während in den Fernerdbeben keine jäbrliche Periode zu er- 
kennen ist, tritt sie unter den Nahbeben überraschend deutlich 
hervor. Das hervorspringende Maximum im Juli und August ist 
zwar bauptsächlich auf Rechnung eines Erdbebenschwarmes zu 
setzen, der dem am 1. oder 2. August erfolgten Ausbruch eines 
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Vulkans in Sawaïi vorausging und ihn begleitete. Immerhin ist 
die jährliche Periode, die den Erfahrungen in andern Erdteilen 
entspricht, unverkennbar. 

Die Verteilung auf die Jahreszeiten giebt folgende in Pro- 
zenten der Gesammtzahl ausgedrückten Zahlen: 


Yierteljahr | © Nahbeben Fernbeben 
Februar-März-April 18.3 °/o 28.5 0 
Mai-Juni-Juli 32.0 27.5 
August-September-Oktober 33.7 22.5 
November-Dezember-Januar 16.0 21.5 
Mai bis Oktober (Winter) 65.7 50.0 
November bis April (Sommer) 34.3 50.0 


Ich konnte es mir nicht versagen, innerhalb des Monats eine 
Auszählung nach den Mondphasen vorzunehmen, indem stets die 
Erdbeben am Tage der betreffenden Phase mit drei Tage vor- und 
nachher zusammen genommen wurden, und finde folgende merk- 
würdigen monatlichen Perioden: 


Monatliche Periode der Nahbeben. 


Monat | Neumond goes Vollmond See Neumond 
Januar 4 (8) 2 2 b 
Februar ji “ à 
März 4 3 1 6 
April 13 5 7 2 
Mai 6 5) 8 8 
Juni 12 2 7 8 
Juli s) 3 9 23* 24* 
August 9% 19 9 7 
September u 6 4 9 
Oktober 3 7 9 8 
November 9 2 8 6 
Dezember 4 < 6 2 (b) 
Jahr | (60) | 56 76 84 56 +60 — 116 
Prozentd.Gesammtzahl: 16.6°/o | 23.0 °/o | 25.4°/o 35.0 °/0 


Bemerkung: Da das Jahr 1905 13 Neumonde hatte, wurde 
vom ersten und letzten nur die Hälfte der registrierten Erdbeben 
zur Berechnung herbeigezogen. 

Die mit einem Stern * bezeichneten Zahlen enthalten den 
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Erdbebenschwarm in sich. ns man sie aus, s0 ergiebt sich die 
monatliche Periode: 


Erstes Viertel 18.0 °/o 


Vollmond 22.30) 
Letztes Viertel 23.8 °/ 
Neumond 35.9 0). 


Erstes + letztes Viertel 41,8°/ 
Vollmond + Neumond 58,2 1/0. 


Monatliche Periode der Fernerdbeben. 


Erstes + letztes Viertel 46°) 
Vollmond + Neumond 54 2/0. 


Letztes 
Viertel 


Erstes 


Monat Cent | Nemo) HS | vol] KES | Sem Viertel Vollmond CRE IEEE Neumond 


Februar 
März 
April 
Mai 
Juni 
Juli 
August 
September 
Oktober 
November 
Dezember 
Jabr (17) 
(Zugleich °/o au Ge- 
sammtzahl) 


orne in RL AL 8) 0h). 0 4 [il (2) 


Januar 
| one 15 an Eu 0 T 441791 


M HR D © Hi © NN D © 4 OÙ ri 
©] © © BB OT ND D CD 4 NO H> OÙ ID 
©] © HN © ri N ND © O HN N 


| 1 ri © N © © 


a 


no 


a = 


Erstes und letztes Viertel zusammengenommen ergeben so- 
wohl bei Nahbeben wie bei Fernbeben einen geringeren Prozent- 
satz als Vollmond und Neumond zusammengenommen. Diese monat- 
lichen Perioden künnen kaum auf Zufall beruhen, da sie sich auch 
für beliebige Teile des Jahres ergeben. 

Es scheint, daf die Erdbeben in dieser Gegend ein Maxi- 
mum um Neumond haben, wie auch der Vulkanausbruch in Sawaii 
auf Neumond fiel. Hiergegen zeigen die aus weiter Ferne 
hier noch registrierten Erdbeben ein Maximum um Vollmond. 
Es liegt nahe die Ursache dieses Unterschiedes in dem Umstande 
zu suchen, daB die Erdbeben in unserm Teile der Südsee meist 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1906. Heft 4. 30 
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vulkanischen Ursprungs, während die auf der ganzen Erde repi- 
strierten grofen Erdbeben tektonische sind, aber es ist zu be- 
denken, daB jedenfalls für die durch die Gravitation bewirkten 
Deformationen der Erde Neumond und Vollmond sich gleich ver- 
halten. 

Eine genauere Bearbeitung der Nahbeben wird später unter- 
nommen werden; über die Fernerdbeben liegen regelmäBige Be- 
richte vor, die vom Geophysikalischen Institute in Gôttingen ver- 
sandt werden. 


Apia, den 20. März 1906. 


EE 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie 
der linearen Integralgleichungen. 


(Fünfte Mitteilang.) 
Von 
David Hilbert. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 28. Juli 1906. 


In dieser Mitteilung will ich die in meiner vierten Mitteilang 
entwickelte Theorie der linearen, der quadratischen und bilinearen 
Formen mit unendlichvielen Variabeln auf die Theorie der linearen 
Integralgleichungen anwenden. Es werden durch dieses neue ein- 
fachere und durchsichtigere Verfahren nicht nur alle bekannten 
Resultate über Integralgleichungen wiedergewonnen werden, son- 
dern es gelingt auch, die Theorie der Integralgleichungen wesent- 
lich auszudehnen und zu vervollkommnen. — Weiterhin entsteht 
dann die Aufgabe, die Methode der unendlichvielen Variabeln 
direkt ohne Vermittelung der Integralgleichungen in die Theorie 
der Differentialgleichungen einzuführen. 


XIIT. 
Die Integralgleichung mit unsymmetrischem Kern. 


In meiner vierten Mitteilung (S. 200) habe ich den Begriff 
»vollstetig“ für eine Funktion der unendlichvielen Variabeln 
x, &,,.… definirt; ich will nunmehr an Stelle von ,vollstetig“ 
kurz das Wort ,stetig“ gebrauchen'): wir nennen somit fortan 
eine Funktion F'(x,,x,,...) der unendlichvielen Variabeln x,, z,, 
für ein bestimmtes Wertsystem derselben stetig, wenn die Werte 
von F(x,+e,,x,+e,,...) gegen den Wert F(x,,z,,...) konvergieren, 
wie man auch immer &,,6,,... für sich zu Null werden läft, d. h. 
…i)-AnStelle der auf S.177 meiner vierten Mitteilung erklärten Bezeichnung 


»Stetig“ sind alsdann die Worte ,beschränkt stetig“ zu gebrauchen. 
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wenn : 
L F(c,+5,,2,+8,,...) = F(2,,2,,..-) 
& —0, E —0, . 
wird, sobald man &,,&,, ... irgend solche Wertsysteme e!”, e!, … 


durchlaufen läBt, daf einzeln 
L Cr = 0, L Cu = 0, 
h= © h= ©. 
ist; dabei sind die Variabeln stets an die Ungleichung 


B+mte=l 
gebunden. 

Wenn eine Fuuktion für jedes dieser Ungleichung genügende 
Wertsystem der Variabeln stetig ist, so heife sie schlechthin 
stetig. Eine solche Funktion bleibt, wie man unmittelbar durch 
das bei endlicher Variabelnzahl angewandte Verfahren erkennt, 
für alle Werte der Variabeln absolut genommen unterhalb einer 
endlichen Grenze und besitzt stets ein Maximum. 

Wenn wir in der Funktion F den Variabeln %,,,, 4, .. 
sämtlich den Wert O erteilen, so heiïfe die so entstehende Funk- 


tion der # Variabeln x,,...,x, der n° Abschnitt von F; der- 
selbe werde mit [F], oder mit F, bezeichnet. 
Ist F eine stetige Funktion von &,, x,, ..., so konvergiert das 
Maximum von 
IF-E,| 


mit unendlichwachsendem n gewif gegen Nulll Im entgegen- 
gesetzten Falle nämlich müfte es unendlichviele Wertsysteme 
tds 
geben, so daf die Differenz 
(1) LF(a*) — EF, (a) | 
für alle r oberhalb einer von Null verschiedenen positiven GrüBe 
ausfällt. Wählen wir aus jenen Wertsystemen nach einem in 
meiner vierten Mitteilung oft angewandten Verfahren solche un- 
endlichvielen Wertsysteme 
pn — ao) bp — at) 
1 1 2 2 2 
aus, das 
Li=t, Li =, 
h= © h=o 


existiert, wo b,, b,,... gewisse Werte bedeuten, so ist wegen der 
Stetigkeit der Funktion F 


@) LF@*)=F() 
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Setzen wir nun allgemein 
OR, NX )) 
“de ‘or b, ; P£EM 


UP CEE 
ty 0 D> M 


HÉMSDNANIEREEX 
h= oo 
und folglich auch 
(3) LFC)= L EG") = F(); 
=© hk= w 


die Grenzgleichungen (2), (3) widersprechen aber der obigen An- 
nahme, wonach (1) stets oberhalb einer von Null verschiedenen 
positiven Grôüfe ausfallen sollte. 

Aus der eben bewiesenen Tatsache, daB das Maximum von 
|F— F,| mit unendlichwachsendem x gegen Null konvergiert, fol- 
gern wir leicht folgende Sätze: 

1. Die Abschnitte F'(x) einer stetigen Funktion F(x) kon- 


so ist 


vergieren gleichmäflig für alle x,,x,,... gegen F(x). 
2. Ist F(x,,x,,...) eine stetige Funktion von x,,x,,... und 
werden x,(£), x, (£), ... solche stetige Funktionen der endlichvielen 


oder unendlichvielen Variabeln £,, £,, ..., daf stets 
(&.E) + (x, E) +... <1 


ausfällt, so geht F in eine stetige Funktion der neuen Variabeln 
über. Wird allgemein 


Fa, (E), 2, (6), ..) = FG(É), 

EG), .., 2, (6) = F, GE) 
gesetzt, so konvergiert die Funktionenreihe 
FE), LG), … 


gleichmäfig für alle £ gegen F(x(£)). 
8. Ist insbesondere eine stetige Linearform 
L(x) ee IAE oi PE n 

vorgelegt, so ist der nt Abschnitt nichts anderes als die Summe 
der n ersten Glieder der unendlichen Reiïhe rechter Hand. Nach 
Satz 1 konvergiert diese Summe mit wachsendem n gleichmähig 
für alle x,,x,,... gegen L(x). Die Konvergenz jener unendlichen 
Reihe ist zugleich eine absolute; denn wenn wir die Variabeln 
Z, %,-.. in irgend einer anderen Anordnung mit x,,x,,... be- 
nennen, so müssen nach Satz 1, da L(x) in eine stetige Funktion 
von x!, x}, .. übergeht, die dieser neuen Benennung entsprechend 
gebildeten Abschnitte der Funktion L(x) d.h. die Summen der 
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n ersten Glieder der entsprechend umgeordneten unendlichen Reïhe 
ebenfalls gegen den Wert L(x) konvergieren. Ebenso lehrt Satz 2, 
daf, wenn wir an Stelle von x,,x,,... stetige Funktionen von 
endlichvielen oder unendlichvielen Variabeln £,, £,, ... setzen, die 
der Bedingung 


(2, 6) + (2, Ë)) +. <1 
genügen, die Reïhe 


L(x(Ë)) = l CAC) cu 1, æ, (&) a 
gleichmäBig und absolut konvergiert. Wegen des linearen und 
homogenen Charakters von L(x) kann jene Bedingung auch durch 
die Bedingung 
(&, (E)) + (x, (E)) HSE 
ersetzt werden, wenn M irgend eine von den Variabeln £,, £,, .. 
unabhängige GrôBe bedeutet. 


| Die in Satz 3 aufgestellten Behauptungen sind auch leicht 
direkt beweisbar. 


Als Bindeglied und zur Vermittelung zwischen der Theorie 
der Funktionen und Gleichungen mit unendlichvielen Varia- 
beln, wie ich sie in meiner vierten Mitteilung entwickelt habe, 
und andererseits der Theorie der Integralgleichungen, die doch 
Relationen für Funktionen einer Variabeln s ausdrücken, bedarf 
es irgend eines Systems von unendlichvielen stetigen Funk- 
tionen 

®D,(s), D, (s), ... 
der Variabeln s, die im Intervalle s — a bis s — b die fol- 
genden Eigenschaften erfüllen : 

I. die sogenannte Orthogonalitäts-Eigenschaft: 


0 ; 
J ®,(2,(9ds = 0, (p+9 


b 
J (@,(6)' ds 
II. die Vollständigkeits- Relation, die darin besteht, daf 
identisch für jedes Paar stetiger Funktionen u(s), v(s) der Va- 
riabeln s 


fu (s)v(s)ds = fu (s) D, (s) ds ['v(s) ®, (s) ds 


a 


(4) 


a 


+ fu 8, f'o(6) 2,69 ds +. 
wird. Ke a 


RE een — 
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Wir bezeichnen ein solches System von Funktionen ®,(s), 
®,(s), ... als ein orthogonales vollständiges Funktionen- 
system für das Intervall s — a bis s — b. 

Ist u(s) irgend eine im Intervall s — a bis s — b stetige 
Funktion von s, so môgen die Integrale 


if r (s) ®, (s) ds, fe ” (s) ®, (s) ds, 


die Fourier-Koeffizienten der Funktion u(s) in Bezug auf 
das orthogonale vollständige Funktionensystem ®,(s), ®,(s), .… 
heifen und kurz bez. mit 


COMORES 
bezeichnet werden, so daf allgemein 


but}, = f'u()®,(s)ds,  (p=12..) 


ist. Bei Benutzung dieser Bezeichnungsweise nimmt die obige 
Vollständigkeits-Relation die Gestalt an: 


(6) L'abe@ ds = fu(r)}, {0}, +{u(n},fo()},+ 


Um für ein gegebenes Intervall s = a bis s — b ein ortho- 
gonales vollständiges Funktionensystem zu konstruieren, bestimme 
man zunächst irgend ein System von stetigen Funktionen 


AO ACL 


die die Eigenschaft besitzen, da für eine endliche Anzahl von 
ihnen niemals eine lineare Relation mit konstanten Koeffizienten 
besteht, und die überdies von der Art sind, daB, wenn «(s) irgend 
eine stetige Funktion von s, und « eine beliebig kleine positive 
GrôBe bedeutet, allemal eine endliche Anzahl von Konstanten 
Ci Coye C &efunden werden kann, für die 


@  J'uO-a2 (6-0 2,(9-..—0, P(s)'ds<e 


ausfällt. Wie man sieht, bildet beispielsweise das System aller 
ganzen Potenzen von s 


P(5)=1, L2()=5s, P,(s = s, 


ein Funktionensystem von der verlangten Art. 
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Wir setzen 
D, — y, F,, 
D, = 7, P,+9,, 
D, = ,P,+n0,+%, 


und kônnen dann, wie leicht ersichtlich, der Reïhe nach die Kon- 
stanten Y,;y,, 985 Ys»Y33;.. s0 bestimmen, daf die Funktionen 
®,, ®,, ®,,... den Orthogonalitäts-Relationen (4) sämtlich Genüge 
leisten!). Die so konstruierten Funktionen ®,, ®,, ... erfüllen als- 
dann auch die Vollständigkeits-Relation (6). 

Um dies einzusehen, bedenken wir zunächst, daf wenn w(s) 
eine stetige Funktion von s ist, die Summe der Quadrate aller 
Fourier -Koeffizienten von uw(s) konvergiert und den Wert des 
Integrals 


OC 
niemals übersteigen kann. În der Tat ist für eine beliebige ganze 
Zahl n gewif 
INCOREOIN OERETOI O ET. 
und ntins wie die Rechnung lebrt, 
DOTE OT 


also auch 
CORATOIEEES ROLE 


Wir zeigen sodann, daf genau 
b 


(7) + its = QG) ds 

ausfällt. Wäre nämlich im Gegenteil 
VIOEALIONCES < J'UE)'&s 

d. b. 

(8) e = J (u(s)'ds—|u(m}i— {ufr}. > 0, 


a 


so denken wir uns zu «(s) und « in (6) die Koeffizienten c,, ..., c 
bestimmt; setzen wir 


@) us) = GP (s)+.. +R ts) = am (s)+..+0P, (8), 


i) Vgl. hiermit E. Schmidt, Entwicklung willkürlicher Funktionen etc. 
Inaugural-Dissertation (Güôttingen 1905), & 8. 


nn 
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wo ci,..., ©! ebenfalls gewisse Konstanten bedeuten, so fällt 


(10) LG) =w(5)" ds <e 


a 


aus. Andererseits ergibt sich mit Rücksicht auf (9) und (8) 


J'UG-u' (ds = J'(u(s)— 68,68) — 0, 0,(5)'ds 


= J'ut'ds-2afu(p}, 2e if), + ++ 
= e+u(s) + u(D ie 2cfu(s)f se Sol fu) ete 
= e+({u()},—c) ++ (fu) + fu) ut funk 
und folglich 

COOL ET 


was der Ungleichung (10) widerspricht. 

Damit ist die Gleichung (7) bewiesen und aus dieser folgt, 
wenn wir einmal für uw(s) die Summe und dann die Differenz 
irgend zweier stetiger Funktionen nehmen und die erhaltenen 
Gleichungen subtrahieren, auch die allgemeine Vollständigkeits- 
Relation (5). 

Es sei noch erwäbnt, daB man in analoger Weise auch für be- 
liebige Intervallsysteme, ferner für mehrere unabhängige Variable 
und auf einer beliebiger Fläche ein vollständiges orthogonales 
Funktionensystem konstruieren kann. 

Wir zeigen zunächst, wie die Fredholmschen 
Sätze!) über die Lôsung der Integralgleichungen mit 
unsymmetrischem Kern aus der in der vierten Mit- 
teilung von mir entwickelten Theorie der linearen 
Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten folgen. 

Es sei die Integralgleichung zweiter Art 


a) FO = PO +S KG DECO à 


vorgelegt; in derselben bedeute der Kern X(s,t) eine stetige nicht 
notwendig symmetrische Funktion von s,é und f(s) sei ebenfalls 
als eine stetige Funktion gegeben; f(s) môge überdies nicht iden- 
tisch für alle Werte der Variabeln Null sein; q(s) ist die zu be- 
stimmende Funktion. Wir bilden die Fourier - Koeffizienten von 
K(s,t) als einer Funktion von { und alsdann die Fourier - Koeffi- 


1) Sur une classe d’équations fonctionnelles. Acta mathematica Bd. 27. (1903.) 
2 ! 
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zienten der so entstandenen Funktion von s, wie folgt: 


4) = {A1}, = J'K(,0®,(Dàt, 


b db 
an = {4()}, —= J 7 K(s, t) ®, (s) ®, (t) ds dt. 
Setzen wir in der Vollständigkeits-Relation (5), indem wir t als 
Integrationsvariable nehmen 
u(t) = v() = K(s,t) 
ein, so finden wir 


(12) Je, De = OP + BONE. 
Setzen wir andererseits in (5) 
OP EEE 
so ergibt sich 
L'EGY'as = a+a+e: 


Aus (12) entnehmen wir die Ungleichung 


GE) ++) ES J'EG 0)'dr; 


mithin folgt aus der zuletzt gefundenen Gleichung für jedes "” 
5 hd 
D «&,</f J (K(G,t)'dsà 


GE 
und daher ist auch 


Z a, <f f'(K(,0)dsat. 


(p,9=1,2,...) 


Diese Ungleichung lebrt mit Rücksicht auf eine Bemerkung meiner 
vierten Mitteilung (S. 218), daf die mit den Grô$en a,, als Koeffi- 
zienten gebildete Bilinearform 


A(x,y) = > Aya Ty Ya 
(Ps 9) 


gewiB stetig in den unendlichvielen Variabeln x,, &,, ..., y,,y,, 
ist. Setzen wir endlich noch 


a = ff}, = [08,6 ds, 
so wird | 
J'EO'as = d+a+e. 


DS 
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Wegen der Stetigkeit der Bilinearform A(x,y) und der eben 
bewiesenen Endlichkeit der Quadratsumme der a,,a;,..., ist die 
Anwendung des Satzes X (S. 219) meiner vierten Mitteilang auf 
jene Bilinearform A(x, y) und dieses GrôBensystem a,, a,,... ge- 


stattet: es sei — dem ersten Falle des Satzes X ent- 
sprechend — 

T0, Li — 0%, 
ein Lüsungssystem der Gleichungen (93) (S. 219) daselbst, d. h. es sei 
(13) a+ tte. = 0, (p—1,2..) 


Wegen der Endlichkeit der Quadratsumme der «,, «,, .. stellt 
die Linearform 
(14) GT, +at, +. 
eine stetige Funktion der unendlichvielen Variabeln x,,x,, ... dar. 


Bezeichnen wir mit M eine endliche obere Grenze für die Werte 
des Integrales 


J'&G,t)'& 


als Funktion von s, so sind wegen (12) 


k, (s), k, (s), LE 
eine unendliche Reïhe stetiger Funktionen von s, deren Quadrat- 
summe den Wert M nicht übersteigt. Setzen wir daher diese 
Funktionen in die Linearform (14) an Stelle der Variabeln x,, x,, 
ein, so wird dieselbe nach dem zu Anfang dieses Abschnittes XIII 
bewiesenen Satze 3 (S. 441) eine stetige Funktion von s: wir 
setzen 
(1) a(s) Sn a, k,(s)+ a, k,(s) ++. - 
Hier konvergiert nach Satz 3 (S. 441) die Reïhe rechter Hand 
gleichmäBig für alle s; multiplizieren wir demnach (15) mit ®,(s) 
und integrieren nach s zwischen den Grenzen s — a und s = b, 
so erhalten wir 


f'e,6 a(s) Grp ani +aante: 
und wegen (13) 
b 
+ J D, (s)a(s) ds = a, 
oder, wenn ‘ 
(16) p(s) = fF(s)—a(s) | 


gesetzt wird, 
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MAO fe}, la}, Que (p()}, 
d. h. die Lôsungen «,, «,,... unserer linearen Gleichungen ergeben 
sich als die Fourier-Koeffizienten einer in s stetigen Funktion (s). 
Naonmebhr folgt unmittelbar, daff œ(s) eine Lôsung der ursprüng- 
lich vorgelegten Integralgleichung (11) ist. In der Tat, setzen wir 
in der Vollständigkeitsrelation (5), indem wir t als Integrations- 
variable nehmen, 


u(t) = p(), v() = K(s,t), 
so ergibt sich aus derselben 


(7) J'eOEK( tdt = a,k(s)+a,k,(s) + 
d. h. wegen (15) und (16) 
(18) f do eine Non 


Umgekehrt, wenn œ(s) irgend eine in s stetige Lôsung der 
Integralgleichung (11) oder (18) bezeichnet und dann «,, «,, 
die Fourier -Koeffizienten dieser Lôsung (s) bedeuten, so folgt 
nach der Vollständigkeits-Relation (5) zunächst (17) und wegen (18) 


& k, (s) + a, k,(s) nl que à f(s) Ee p(s). 
Da wegen 


a+ a+ pe (p(s))' ds 
die Quadratsumme der «,, «,,... endlich ist, so stellt 
AT, FAT +": 
eine stetige Funktion der unendlichvielen Variabeln x,, x,,... dar 
und somit entnehmen wir, wie vorhin, aus der letzten Gleichung 
durch Multiplikation mit ®,(s) und Integration nach s das Glei- 
chungssystem 
Lai + aa ste = 4,0, (p—1,2..). 

Wir erkennen somit, daff die Fourier-Koeffizienten einer Lüsung 
der Integralgleichung stets uuch ein System von Lüsungen unserer 
linearen Gleichungen (13) und zwar ein solches mit endlicher Quadrut- 
summe liefert. 

Zugleich ist klar, da, wenn irgend e linear unabhängige 
Lüsungen der Integralgleichung vorliegen, die aus diesen durch 
Bildung der Fourier-Koeffizienten entstehenden e Lôsungssysteme 


der linearen Gleichungen ebenfalls von einander linear unab- 
hängig sind. 


: 
| 
| 
| 
| 
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Trifft für die aus A(x, y) entspringenden linearen Gleichungen 
der zweite Falldes Satzes X meiner vierten Mitteilung 
(S. 219) zu, so gibt es diesem Satze zufolge ein Lüsungssystem der 
homogenen linearen Gleichungen (94) (S. 219); es sei alsdann 

bi sa Ty — 
ein solches Lüsungssystem mit der Quadratsumme 1. Nehmen wir 


nunmebr in der vorigen Betrachtung 
TS Lu, = 0, 10, 0 0. 


so erweisen sich genau wie vorhin, die Lüsungen a, «,,... als die 
Fourier-Koeffizienten einer in s stetigen Lüsung der lomogenen Integral- 
gleichung 


(19) PO+J Æ(DpOd = 0. 
und wegen 


b 
J'EG)'as = a+a+. = 1 


erkennen wir, daB œ(s) nicht identisch verschwindet. 

Umgekehrt, wenn œ(s) eine nicht identisch verschwindende Lüsuig 
der homogenen Integralgleichung (19) ist, so liefern deren Fourier- 
Koeffizienten ein Lüsungssystem unserer homogenen linearen Glei- 
chungen. 

Aus den Entwickelungen meiner vierten Mitteilung folgt, daf, 
wenn e die genaue Anzahl der linear unabhängigen Lüsungssysteme 
der homogenen Gleichungen 


(20) L'O=L TEL Las Er 0)  (p—12) 
sind, zwischen den Linearformen L,(x), L,(x), ... genau e von ein- 
ander unabhängige lineare Identitäten von der Gestalt 

(21) B'L(@)+BL()+ = 0, @=1,..,0 
bestehen müssen, wobei die Koeffizienten 8°, 8}, ... in diesen 


Identitäten eine endliche Quadratsumme besitzen und ferner, daf 
die inhomogenen Gleichungen (13) 

L,+ Las Tant = Un) (PL...) 
nur dann und stets dann lôüsbar sind, wenn die Grôüfien a,, «,, ... 
die e Bedingungen 
(22) Ba,+psa,+.. = 0, (= 1,..,6) 
erfüllen !). 


1) In der T'at, es sei wie oben e die genaue Zahl der linear unabhängigen Lôsungen 
der homogenen Gleichungen (20) und / die Zahl der von cinander unabhängigen 


M0 # 
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Das Bestehen der e linearen Relationen (21) sagt aus, daf 
die aus (20) durch Transposition entstehenden linearen homogenen 


Identitäten von der Gestalt (21): dann lassen sich aus den Variabeln x,, x, ... 
gewiB e solche auswählen, da die Gleichungen (20) keine Lüsung mebr besitzen, 
bei der die e ausgewählten Variabeln sämtlich Null sind; wir bezeichnen die übrig- 
bleibenden Variabeln mit x!,x!,.... Wäre nun fe, so müBten sich aus den 
Linearformen L,(æx), L, (x), ... e solche aussuchen lassen, die lineare Kombinationen 
der übrigen sind, während die übrig bleibenden unendlichvielen Linearformen, die 
mit L{(x), Li(æ), ... bezeichnet werden mügen, gewiB noch einer linearen Identität 
von der Gestalt 


(21*) Bi Li(æ) + Ba Li(x) +: = 0 


genügen, wo die Koeffizienten B,, B;,... eine endlicue Quadratsumme haben und 
nicht sämtlich Null sind. Wir setzen nun in den Linearformen L\(x), Li(x), ... die 
vorhin ausgewählten e Variabeln Null und bezeichnen die so entstehenden Linear- 


formen der Variabeln x;,x!,... mit Li(x!), Li(x!'),.... ŒÆEndlich bestimmen wir 
irgend welche GrüBen «,, a,,... mit endlicher Quadratsumme die für welche 
(21**) Bi ai + Ban +: + 0 


ausfällt. Wir betrachten nun das Gleichungssystem 
Li(æ') = a, 


ES) Li(&') = @, 


mit den Unbekannten x!,x;,...; dasselbe nimmt bei geeigneter Anordnung der 
Gleichungen wieder die (estalt des Gleichungssystems (93) meiner vierten Mit- 
teilung (S.219) an. Wir sehen dies am leichtesten ein, indem wir zum Gleichungs- 
system (20) den zugehürigen Bilinearausdruck 


(21Ÿ) ÿ1 Li(&) + y L(@) +... = (x, y) + A(x, y) 
bilden; darin ist A(x,y) eine stetige Bilincarform der Variabeln x,,4,..., 
Yi5 Ya, -... Der entsprechende Bilincarausdruck für das Gleichungssystem (21***) 


y} L{(&') + y Li(æ) +. 
entsteht dem Obigen zufolge, indem wir in (21t) gewisse e von den Variabeln 
Si Sa, --. und gewisse e von den Variabeln y, 7, ... Null setzen und die übrig- 
bleibenden Variabeln mit x{,x4,... bez. yl,y{,... bezeichnen. Hlierbei ver- 
wandelt sich nun (x,y), wenn wir noch nütigenfalls gewisse Produkte «} y{ in 
endlicher Anzahl addieren, in 


(c',y") = miyi + ay +: 


und da sich zuglcich À(x, y) in cine stetige Bilinearform der Variabeln x!, «!, 
yl,y»,... verwandelt, so haben wir 
Yi Y2 ) 


yiLi(a) +yili(e) +... = (@',y!) + A'(x', y"), 


wo A'(z',y') gewiss chenfalls cine stetige Bilincarform von &;, x},..., yl,ys,... 
wird, daraus folgt die behauptete Gestalt des Gleichungssystems (21***). Aus 
(21%), (21**) erkennen wir, daff das Glcichungssystem (21***) keine Lüsung be- 


….) 


3n* 
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Gleichungen 

Lot doli + late = O0,  (g—1,2,...) 
die e Lôüsungssysteme 
(23) Ro Di UN D ds ete e) 
zulassen. Dieselben Schlüsse, die wir oben auf die ursprünglichen 
linearen Gleichungen und deren Lüsungssystem «,,«,,... ange- 


wandt haben, lassen uns erkennen, daf die Grüssen (23) die Fourier- 
Koeffizienten gewisser e linear von einander unabhängiger in s 
stetiger Funktionen #®(s), ..., #®(s) sind. In Folge dieses Um- 
standes erbalten die e Bedingungen (22) die Gestalt 


(24) fu (s)f(s) ds —_ 0, ds fu (s) f(s) ds = 0, 


œ a 


Nach den obigen Ausführungen zieht unsere Annahme, daB 
die homogenen Gleichungen (20) genau e linear unabhängige Lü- 
sungen besitzen, die Folge nach sich, daB auch die homogene Inte- 
gralgleichung (19) genau e linear unabhängige stetige Lüsungen 
besitzt. Da ferner jedes System von Lôsungen der inhomogenen 
linearen Gleichungen (13) eine Lôsung der inhomogenen Integral- 
gleichung (11) liefert und umgekehrt, so erweisen sich alsdann die 
e Bedingungen (24) für die Funktion f(s) als notwendiy und hinreichend 
für die Lüsbarkeit der ursprünglich vorgelegten inlomogenen Integral- 
gleichung (11); dabei sind die w°(s),...,w°(s) die Lüsungen der 
homogenen Integralgleichung mit dem transponicrten Kern K(1,Ss). 

Die erhaltenen Lüsungen der Integralgleichungen (11), (19) 
sind von der Wahl des gerade benutzten besonderen orthogonalen 
vollständigen Funktionensystems ®,(s), D,(s), ... wesentlich unab- 
hängig: in der Tat jede aus Æ{s,f) unter Vermittelung eines 
anderen orthogonalen vollständigen Funktionensystems entsprin- 
gende Bilinearform geht aus der Bilinearform A(x, y) durch eine 
simultane orthogonale Transformation der Variabeln «,,x,, ...: 
Yi + --. hervor, so daB auch das neue Gleichungssystem und 
dessen Lôsungen sich von dem ursprünglichen Gleichungssysteme 
und dessen Lüsungen nicht wesentlich unterscheidet. 


sitzt; da aber das aus ihm durch Nullsctzen der linken Sciten entstehende ho- 
mogene Gleichungssystem ebcnfalls keine Lüsung zuläBt, so zeigt dieser Wider- 
spruch mit dem Satze X meiner vierten Mitteilung (S. 219), da die Annahme 
fe unzutreffend war. Da die Anwendung des eben Bewiesenen auf das trans- 
ponierte Gleichungssystem zeigt, daB auch ef unzutreffond sein mu, so ist 
notwendig e — f. Zugleich erkennen wir auch die Richtigkeit der letzten oben 
gemachten Aussage. 
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XIV. 
Die Theorie der orthogonalen Integralgleichung. 


Derselbe Grundgedanke, der uns in Abschnitt XIII zur Her- 
leitung der Fredholmschen Sätze über die Lôsung von Integral- 
gleichungen zweiter Art gedient hat, ermôglicht auch die Neu- 
begründung der von mir in der ersten Mitteilung entwickelten 
Theorie der Integralgleichung zweiter Art mit symmetrischen 
Kern. Um dies einzusehen, sei eine Integralgleichung von der 
Grestalt 


(25) FO = 6-1f F6DsO& 


vorgelegt, worin Æ(s,{) eine stetige symmetrische Funktion von 
s,t, f(s) eine ebenfalls gegebene stetige Funktion von s, œ(s) die 
zu bestimmende Funktion von s und À einen Parameter bedeute. 
Der Kürze halber werde eine Integralgleichung von der Ge- 
stalt (25) mit symmetrischem Kern als orthogonale Integral- 
gleichung bezeichnet. 

Wir bilden zunächst durch Vermittelung des orthogonalen 
vollständigen Funktionensystems ©,(s), ®,(s), ... aus dem Kern 
K(s,t) eine Bilinearform, indem wir wie in Abschnitt XIII 


b 
k,(s) = !K(s,*)!; — J K(s, t) ®, (t) dt, 


) on 
ki =IRO = J K(6,09,()2,0 dd 
setzen. Wegen der Symmetrie des Kerns Æ(s,t) in s, é haben wir 
k,, a k,, 


und demnach ist die mit den Koeffizienten 4, gebildete Bilinear- 
form 

KA 2, k,%,y 
eine sulche symmetrische Form, wie sie aus der quadratischen Form 
(27) K(x)—= 2 hi, ae: 
abgeleitet wird. 


Analog wie vorhin in Abschnitt XIII (S. 446) schliefien wir 
aus der wie dort folgenden Ungleichung 


_ LES) ve CA(S D)'ds dt 


mit Hülfe des Satzes ” meiner vierten Mitteilung (S. 203), da 
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die aus X(s,t) entsprungene quadratische Form X(x) eine stetige 
Funktion der unendlichvielen Variabeln x,,x,,... ist. Infolge- 
dessen ist die Anwendung des Satzes V meiner vierten Mitteilung 
(S. 201) gestattet und dieser Satz ergibt, daB jene quadratische 
Form durch eine orthogonale Substitution der Variabeln x,, x,, … 
in die Variabeln x!, x},... die Gestalt 


(28) K(x) = kr +k,m+... 
erhält. Die Variabeln x}, x,,... sind lineare Formen der ursprüng- 
lichen Variabeln x,,%,,.... Falls nun unter den GrôBen #,,k,, 


solche vorhanden sind, die den Wert Null haben, sondern wir die 
diesen Grôfen 4 zugehôürigen Linearformen ab: es seien dies die 
Linearformen 


Dh A M, (x) = Mit tModotee, 
Th = DM, (x) — Moi Li À Mg Da 
Die übrig bleibenden Grüfen 4 bezeichnen wir mit %,,%,,...; die 


zu diesen GrüBen x zugehôrigen Linearformen seien 
fly —— 
= L, (x) <a Lit +lz+e., 


LA = L, (x) — UE PP nm 


Die Formel (28) nimmt dann die Gestalt an 
K(x) Cr (Z (x)) +% (Z, (x))’ A FLAT 


und da die Linearformen L,(x), L,(x), .., M(x), M, (x), .. ein voll- 
ständiges orthogonales System bilden, so haben wir 


(29) L,(.) L,() = 0, (+9 
(80) Z,() Z,(Q = 1, 
L,() M,() = 0, 
di+aitee = (1 (c) + (2 (@) +: + (1 @) + OL @)' +; 
(1) 27,+2,%,+: = L() L(y)+ Là) L(y)+.. 


+ M, (x) M, (y) + M, (x) M, (y) ++, 
überdies ist 
(82) K(&,.) L,() = x, L, (x), 
(33) K(x, .)M,() = 0. 
Da die Quadratsumme der Koeffizienten der Linearform L, (x) 
nach (30) den Wert 1 hat, also endlich bleibt, so ist diese Linear- 
form eine stetige Funktion der unendlichvielen Variabeln x,, æ,, … 
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und wir kônnen sie daher in derselben Weise wie oben S. 447 die 
Linearform (14) behandeln: wir finden dann, daf die Reiïhe 

(34) ZL, (Æ (s)) = la k, (s) 15 la k, (s) wo 

gleichmäBig für alle s konvergiert und also eine stetige Funktion 
von S bestimmt. Durch Multiplikation mit ®,(s) und Integration 
nach s erhalten wir wegen (26) 


0 
J L,(k(s)) ®,(s) ds = 1ikatlikate: 


Andererseits liefert die Vergleichung der Koeffizienten von x, auf 
beiden Seiten von (32): 
L,kitlkatee = 4,1 


pl gl p2 g2 P pq 


und folglich ist 

J'£, (E(S)®, (5) ds = 2,1. 
Setzen wir 
(85) L,(&(s)) = x, p, (5), 


so ist, da ja x, +0 ausfällt, œ,(s) eine ebenfalls in s stetige 
Fanktion, die die Gleichung 


(36) Jr.) 8,()ds = 2, 


erfüllt, d.h. die Koeffizienten 2,,1,,... der Linearform L,(x) 
sind die Fourier - Koeffizienten einer gewissen stetigen Funktion 
y, (s) in Bezug auf das vollständige orthogonale Funktionensystem 
BD. 

Nehmen wir nun in der Vollständigkeits-Relation (5) 


u (s) a Po(S), v(s) = p,(S) 
so lehrt dieselbe 


b 
Jr, ps) ds = Tilt lilate = L,()L,() 
und folglich wegen (29) und (30) 
,d 
J 9,09, (ds = 0, +9 


87) S'E.C)a&s  =1 


d. h. die Funktionen y, (s), y, (s), … bilden ein orthogonales Funktionen- 
system. 
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Nehmen wir ferner in der Vollständigkeits-Relation (5) { als 
Integrationsvariable und setzen 


u(t) = Ks,t), v(#) = y, (6) 
so folgt mit Rücksicht auf (34) und (35) 


,d 
(38) 1! K(s, t) Pr (€) dt — k, (s) A Ér k, (s) Le +. = %,9, (s), 
oder, wenn wir 
ad 
#> 
einführen 
d 
(8) P(s) = 2, J Æ(5,1) 9,0 à, 


d.h. die zu unserer ursprünglich vorgelegten Integralgleichung (25) 
gehôrige homogene Integralgleichung 


(40) p6-AJ EG, t)p(ô dt = 0 


besitzt für À — À, die wegen (37) gewif nicht identisch verschwindende 
Lôüsung o(s) = #,(s). 

Wir wenden uns nun zu der wichtigsten Frage, nämlich zur 
Frage nach der Entwickelbarkeit einer willkürlichen Funktion in 
eine Reïhe, die nach den Funktionen des orthogonalen Systems 
y, (s), p,(s), .. fortschreitet. 

Da die Linearform J,(x) eine stetige Funktion der unendlich- 
vielen Variabeln z,, x,,... darstellt, so erkennen wir genau wie 
oben S. 447, daf 


M, ((s)) = m,k(s)+m,8,(s) +. 
gleichmäBig für alle s konvergiert und eine stetige Fanktion von 
s bestimmt und hieraus wiederum schlieBen wir wie oben 


.b 
Î M, ()) ®, (5) ds = mikst+makite: 


Darch Vergleichung der Koeffizienten von x, auf beiden Seiten 
von (33) erhalten wir 
mk.+m,k.+:.. —= 0 


und folglich ist auch 


.b 
[É M, (k(s)) D, (s)ds = 0, (q = 12/26); 


hieraus aber schliefen wir sofort, indem wir in der Vollständig- 
31 * 
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keits-Relation (5) 
u(s) — v(s) = M,(K(s)) 
einsetzen 
b 
(M, &@)y4s = 0, 
d. h. es ist identisch für alle Werte s 
M, (9) = 0. 


Nunmehr wenden wir die Identität (31) an; wir betrachten 
zunächst den darin rechter Hand vorkommenden Ausdruck 


(41) L, (&) L, (y) + L, (x) L, (y) +... : 


Wenn wir hierin den Variabeln x,, x,, ... irgendwelche konstante 
Werte mit endlicher Quadratsumme erteilen, so stellt wegen 


(Z, (&))°+ (L, (@)' +. <(x, x) 


der Ausdruck (41) eine stetige lineare Funktion von Z,(y), L,(y), 
dar; dem Satz 3 (S. 442) zufolge muB (41) demnach gleichmäfig 


und absolut konvergieren für alle Werte von Y,,y,,..., für die 
LG) +(L@) +. 
unterhalb einer von %,,Y,,... unabhängigen Grenze bleibt und 


dies ist wegen 


(L@) +(L@) +... < (y, y) 
gewiB immer der Fall, wenu (y, y) unterhalb einer endlichen 
Grenze bleibt. 
Wir verstehen nunmehr unter g(s) eine willkürliche in s 
stetige Funktion und setzen in der Identität (31) an Stelle der 


Variabeln x,, x,,... die Konstanten 
(42) œ, = |g(*)}», 
deren Quadratsumme 
20 

C4 GE = Jos 
endlich ist und an Stelle der Variabeln y,, y,, ... die in s stetigen 
Funktionen 
(43) Yr — ke, (s) nu LK(s, *)}}; 


deren Quadratsumme 
GO + BON + = JG, DE 


gewiB unterhalb einer von s unabhängigen Grenze, nämlich dem 
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maximalen Werte M des rechts stehenden Integrales liegt. Mit 
Rücksicht auf die Vollständigkeits-Relation erhält dann die linke 
Seite jener Identität (31) den Wert 


1 Es t) g (t) dt. 


Andererseits wird bei Heranziehung der Gleichung (36) und der 
Vollständigkeits-Relation 


L,(\g()}) SL URTIONEAMTIONE ES a L'109, 045, 


und da M,(k(s)) identisch verschwindet, so geht die rechte Seite 
jener Identität (31) mit Rücksicht auf (35) nach der Substitution 
(42), (43) in 


(L'a0 8.04) 8.6) + (J'16)9, 0 ds) ag.) + 
über. Setzen wir daher 
44) fo = S'ECO1O& 


und, indem wir (38) berücksichtigen 


6 = J'IOP O8 = x, / 709,04 


so führt die Vergleichung beider Seiten jener Identität zu der 
Formel 
f(s) = a p,(s) + C3 Pa(S) Ts 

wo die Reïhe rechter Hand nach den obigen Ausführungen gleich- 
mäBig und absolut konvergiert; d.h. jede durch Vermittelung einer 
stetigen Funktion g(s) in der Gestalt (44) darstellbare Funktion f(s) 
läfft sich auf Fouriersche Weise in eine nach den orthogonalen Funtk- 
tionen œ,(s), p.(s), .… fortschreitende gleichmäfig und absolut konver- 
gente Reihe entwickeln !). 

Wir haben oben erkannt, da die homogene Integralgleichung 
(40) für 4 — 4, eine nicht verschwindende Lôsung besitzt; die- 
selbe besitzt auch nur fir diese Werte À — À, eine nicht verschwin- 
dende Lüsung. In der Tat, ist 4 ein von 4,, 4,,... verschiedener 


1) Diesen Entwickelungssatz batte ich in meiner ersten Mitteilung lediglich 
unter der Annahme eines ,allgemeinen“ Kerns bewiesenen bez. bei beliebigem 
Kern noch die Darstellbarkeit von f(s) durch den zweifach zusammengesetzten 
Kern KK(s,t) als Bedingung hingestellt; E. Schmidt ist es zuerst in seiner 
Inaugural- Dissertation (Güttingen, 1905) gelungen, diese Einschränkung zu be- 
scitigen. 
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Wert und y(s) eine stetige jener Integralgleichung (40) genügende 
Funktion, so lehrt diese Integralgleichung, daB œ(s) eine in der 
Gestalt (44) darstellbare Funktion ist; nach dem eben bewiesenen 
Entwickelungssatze haben wir mithin 


(45) p(s) — 9; CE (s) y, (s) ds + , Of #® Pa(s) ds +... 


Nun finden wir andererseits, indem wir (39) mit 4p(s) multipli- 
zieren und nach s integrieren, ferner (40) mit 4,®,(s) multiplizieren 
und nach s integrieren und endlich die so entstehenden Gleichungen 
von einander subtrahieren 


bd 
A1) f p()p.(ds = 0 
d.h. wegen À + 4, 
b 
J PO), (6)ds = 0; 
und folglich wegen (45) 
| p(s) = 0. 

Da die oben S. 453 eingeführten GrôBen 4,, k,,... dem dort 
angewandten Satze X meiner vierten Mitteilung zufolge notwendig 
gegen Null konvergieren, so kônnen die Werte 4,, 4,,... im End- 
lichen keine Verdichtungsstelle haben und es kann daher insbe- 
sondere jedesmal nur eine endliche Anzahl von gleichem Werte 
unter ihnen geben. Sei etwa 


1,=u=tg =... =2,,, 


und jeder andere Eigenwert von 4, verschieden, so sind die * 
linear von einander unabhängigen Funktionen 


(46) Prr Pois es Pytn- 

gewiB Lüôsungen der homogenen Integralgleichung für 4 = 4,. 
Es gibt nun für À — À, auch keine andere Lüsung jener Integral- 
gleichung, die nicht eine lineare Kombination der n Lüsungen (46) 
wäre. In der Tat, ist œ(s) irgend eine Lôsung der Integral- 
gleichung (40) für 4 — 1,, so kônnten wir wie vorhin den Ansatz 
(45) machen; das entsprechende Verfahren führt dann zu der 
Gleichung 


I 
© 


0 
G,—4)J p(9 91) ds 
d.h. es wird 


S'rO PO = 0 
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für alle Werte von Q mit Ausnahme der # Werte 

q=p, p+l ..., p+n-1; 
damit ist die Behauptung bewiesen. 

Was die inhomogene Integralgleichung (25) betrifft, so hat 
dieselbe nach den allgemeinen Ausführungen im vorigen Ab- 
schnitte XIII (S. 451) für jedes von 4, verschiedene 4 eine und 
nur eine Lôüsung (s); für À — 4, jedoch ist sie nur lôsbar, wenn 
f(s) genau n lineare von einander unabhängige Integralbedinungen 
erfüllt. Nun ergibt sich aber, wenn wir die Gleichung 


(47) OR OEETE CDEOL 


mit œ,(s) multiplizieren und nach s integriren 


IPCOLENOCCOL EIRE COOP UE 


und mit Rücksicht auf die Symmetrie von X(s,f) wegen (39), 
wenn ®,(s) eine der # Funktionen (46) bedeutet : 


,0 
J p(s)f(s)ds = 0, (g=p,p+1..,p+n—1) 


Diese n Bedingungen sind daher notwendig und hinreichend zur Lôs- 
barkeit der inhomogenen Integralgleichung (47). 

Die Werte 1,,14,,... und die zugehôrigen Funktionen ,(s), 
p,(s), .... sind wesentlich durch den Kern X(s,t) bestimmt; ich 
habe sie Eigenwerte bez. Eigenfunktionen des Kerns K(s,t) 
genannt. 

Aus dem Entwickelungssatze folgt wegen 


IMOPOL MROOL pe Sens 


sofort 


COROERE COOL SE OC OLAE AN 


+2 JO 0. 0+. 


Besitet ein Kern K(s,t) nur eine endliche Anzahl von Eïigen- 
werten À,,..., À,, so bricht die Reïhe rechts beim nt” Gliede ab 
und da diese Gleichung für jede stetige Funktion g(t) statthaben 
mu, so ergibt sich 


K(s,t) — É AU LAC ere — 
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d.h. K(s,f) vermag, wenn man eine der beiden Variabeln etwa t 
als Parameter auffasst und diesem irgend welche konstanten Werte 
erteilt, nur n linear unabhängige Funktionen der anderen Variabeln s 
darzustellen ; insbesondere ist gewilf ein Eïigenwert immer vorhanden, 
wenn nicht K(s,t) identisch in 5, t verschwindet. 

Schreibt man in (48) an Stelle von g(f) die willkürliche 
Fanktion u(t), multipliziert diese Formel mit u(s) und integriert 
nach s, so entsteht 


js ll CNED ae TU (0 9.© a 


+ roma +. 


e 


Setzen wir zur Abkürzung 
b hd 
J(u) = [| J K(s,t}u(s)u(t) ds dt, 


b 
u, =J u(é) Pr (€) d, 
so nimmt jene Formel die Gestalt an 
J(u) — ES z, ae 
Andererseits haben wir 


d 
J'GGYas = ++. 
und folglich 
1 pr? ; E CT VRADE STRESS De 
RE ae 

Nehmen wir nun an, da die Eigenwerte nicht sämtlich negativ 
seien und bedeutet dann 4, den kleinsten positiven Eigenwert, so 
fällt die rechte Seite dieser Formel gewiB nicht positiv aus; 
hieraus folgt, daB der grülite Wert, den das Doppelintegral J(u) an- 
nimmét, wenn u(s) eine stetige der Bedingung 


fe (s)) ds = 1 


genügende F'unktion sein soll, gleich dem reziproken Werte des kleinsten 
positiven Eigenwertes von K(s,t) ist; dieses Maximum tritt ein, wenn 
u(s) gleich der zugehürigen Eigenfunktion genommen wird. 

Zum Schlusse dieses Abschnittes berühren wir noch die wichtige 
Frage, unter welchen Umständen die Eigenfunktionen y, (s), y, (s), … 
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des Kerns Æ(s,t) ein vollständiges orthogonales Funktionensystem 
bilden. Wie ich schon in meiner ersten Mitteilung !) angegeben 
habe, bilden die Eïigenfunltionen gewifl dann ein vollständiges 
orthogonales Funktionensysten, wenn der Kern K(s,t) der orthogonalen 
Tntegralgleichung uallgemein*) ist. In der Tat, ist g(s) irgend eine 
stetige Funktion von s, so gibt es dann eine stetige Funktion 
h(s), so daf die Ungleichung 


S Lo ERA t)A() ai} as is 


gilt; daher wird, indem wir 


lKx6 D AE dt = cp,(s)+c,p,(s) +... 


einsetzen, auch 


IRTOE COCO < €. 


Da die linke Seite durch Subtraktion der positiven GrüBe 


CEDPOD ECO OURS 


sicher nicht vergrüBert wird, so folgt leicht 


SG (s)) ds — (J ET P;(s) à) — ( | 9 (s) p, (s) a) - de 


Bedenken wir, da8 diese Ungleichung für beliebig kleine positive 
e gelten muB, so ergibt sich sofort die zu beweisende Voll- 
ständigkeits-Relation. 

Eine andere Bedingung dafür, daf die Eigenfunktionen von 
K(s,t) ein vollständiges orthogonales Funktionensystem bilden, ist 
die Abgeschlossenheït der aus Æ(s,t) entspringenden quadratischen 
Form K(x). Man erkennt auch leicht, daf die aus einem allge- 
meinen Kerne Æ(s,t) entspringende quadratische Form stets ab- 
geschlossen sein muf, womit die soeben bewiesene Behauptung 
übereinstimmt. 

Wie wir gesehen haben, sind die Eigenwerte 4,, 4,,... und 
Eigenfunktionen ®,(s), æ,(s), ... und deren Ligenschafter von der 
Wabhl des gerade benutzten besonderen orthogonalen vollständigen 
Funktionensystems ®,(s), ®,(s), ... wesentlich unabhängig: in der 
Tat, jede aus X(s, t) unter Vermittelung eines anderen orthogonalen 


1) Vgl. meine erste Mitteilung, diese Nachrichten, 1904, $. 78. 
2) RAC AS T5: 


31 
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vollständigen Funktionensystems entspringende quadratische Form 
geht aus der quadratischen Form X(x) durch eine orthogonale 
Transformation der Variabeln x,, &,,... hervor, so daf die neuen 
Linearformen von den ursprünglichen sich nicht wesentlich unter- 
scheiden. 

Ist R(s, {) eine nicht symmetrische Funktion der im Intervall 
u bis b sich bewegenden Variabeln s, { und setzt man 


K(s,t) = 0 für a<s< b, at. pb, 
= R(s,t—-b+a) , a<s< b, b<t<2b—a, 
= R(t,s—-b+a) , b<s<2b—a, a<t< b, 
= 0 » d<sS<Ib-a, b<t<2b—a, 


so stellt X(s,t) eine symmetrische Funktion der im Intervall 
a bis 2b—a sich bewegenden Variabeln s, { dar. Die Anwendung 
meiner Theorie auf diesen Kern X(s,t) fübrt unmittelbar zu den 
Entwickelungssätzen von E. Schmidt), betreffend den unsym- 
metrischen Kern R(s, #). 


XV. 
Die Theorie der polaren Integralgleichung. 


Wenn Æ(s) irgend eine gegebene Funktion von s bedeutet, s0 
môge allgemein 


FO = 1090 -2/ Æ6,0P0 dt 


eine Zntegralgleichung dritter Art heïifen. Es sei im Folgenden 
K(s,t) eine symmetrische Funktion von s,t mit der Eigen- 
schaft eines positiv definiten Kerns d.h., wenn w(s) irgend 
eine stetige Funktion bedeutet, so môge immer 


b hd 
Î J Ætst)u(s)u(t) ds dt 0 
ausfallen; ferner setzen wir insbesondere 
&(s) =uP (8), 
wo V(s) eine Funktion von s bedeutet, die streckenweise abwech- 
selnd die konstanten Werte +1 oder —1 und überhaupt keine 


anderen Werte annimmt und zwar s0, da V(s) wenigstens an einer 
Stelle innerhalb des Intervalles « bis d und sicher nur an endlich- 


1) L c. $ 12—< 14. 
3 4 


EE 
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vielen Stellen sein Zeichen ändert; die so entstehende Integral- 
gleichung 


(49) TOAOCOEETE CPE 


mit symmetrischem definitem Kern werde der Kürze halber als 
polare Integralgleichung bezeichnet. 

Mit Hülfe meiner Theorie der quadratischen Formen unendlich- 
vieler Variabler gelingt es, für die polare Integralgleichung eine 
analoge Theorie zu entwickeln wie für die orthogonale Integral- 
gleichung. Dabei bedarf es als Bindeglied und zur Vermittelung 
zwischen Integralgleichung und quadratischer Form irgend eines 
Systems von unendlichvielen Funktionen 


II, (s), IL, (s), .… 


der Variabeln s, die im Intervall s — u bis s — b stetig ev. ab- 
teilungsweise stetig mit endlichvielen Sprungstellen an bestimmten 
Punkten des Intervalles sind und die folgenden Eigenschaften er- 
füllen : 


I. die Polaritäts-Eigenschaft 


OP OP COLE b4O 
(50) ef 
J VOU, (ds —,, 


wobei zur Abkürzung 
hole, = lot, hiluto=t-1, 2, —= +1, 


gesetzt ist; 

II. die Vollständigkeits-Relation, die darin besteht, daf 
identisch für jedes Paar stetiger Funktionen u(s), v(s) der Varia- 
beln s 


L F(su(s)0(s) ds = v, [Tous I1, (s)ds VO (9) II, (so) ds 


+0, [Ou M, (s)ds J V(s)v(s) II, (s) ds +. 


wird. 

Wir bezeichnen ein solches System von Funktionen 11 (s), 
IL, (s),.. als ein polares vollständiges Funktionensystem 
für das Intervall s = a bis s — b. 

Ist u(s) irgend eine im Intervall s — a bis s — bd stetige 
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Funktion von s, so môgen die Integrale 


ef VOUOROSS, 2, [ Ou s 


die Fourier-Koeffizienten der Funktion u(s) in Bezug auf 
das polare vollständige SA GP II, (s), IL, (s), ... heïifen 
und mit 


[u(x)],, [u CL, Fe 


bezeichnet werden, so daf D bre 


EC), = 0, J VOUS), (948, (p=1,2,..) 
wird. 
Bei Benutzung dieser Bezeichnungsweise nimmt die obige 
Vollständigkeits-Relation die Gestalt an: 


GS FOu@o ds = v,[u(9] (PC) +0 fe (PC + 


Um für das Intervall a bis b ein polares vollständiges Funk- 
tionensystem zu konstruieren, fassen wir einmal die Teilintervalle 
ins Auge, in denen 

P{S}—= 
ausfällt, und bestimmen für dieses Intervallsystem ein orthogonales 
vollständiges Funktionensystem : 
D(s), Dé (s), ..….; 
sodann fassen wir die Teilintervalle ins Auge, in denen 
V(s) — — 


ausfällt, und bestimmen für dieses Intervallsystem ebenfalls ein 
orthogonales vollständiges Funktionensystem 


DO (), DE(8) … 
Setzen wir nunmehr 
(9) = @(s), 
II, (5) =.0, 
H,(9) = ®(s), 
IT (s) = 0, 


Ts) = (8) 
® 29 


sobald $ in einem der ersteren Teilintervalle liegt, und 


| 
| 
| 
: 
À 


om 


a 
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IL (s) — 0, 
IL,(s) = ET (s), 
I1,(s) = 0, 
I(s) = ®(s), 
IT, (s) = 0, 


sobald s in einem der letzteren Teiïlintervalle liegt, so erkennen 
wir sofort, daB die so definierten Funktionen 11, (s), IL, (s), ... so- 
wohl die Polaritäts-Eigenschaft besitzen, als auch die Vollständig- 
keits-Relation erfüllen. 

Wir bilden nun durch Vermittelung des polaren vollständigen 
Funktionensystems 11, (s), IL, (s), ... aus dem Kern X(s5,t) der vor- 
gelegten polaren Integralgleichung eine Biïlinearform, indem wir 
analog wie in Abschnitt XIV 


E,(s5) = [KG 4] = », [ 7© K(s, t) IL, (t) dt 
(62) 3 
k, —=[{%@)}, = 0,0] V(SV(0ÆA(s, OH, (s) II, (0 ds dt 


pq 


setzen. Wegen der Symmetrie von Æ(s,t) in s,é haben wir 
k, rs k,, 


und demnach ist die mit den Koeffizienten k,, gebildete Bilinear- 


form 
K(x,y) = EX k,,x,y, 
(p, 9) 


eine solche, wie sie aus der quadratischen Form 
(53) K(x) = X ,2,y, 
Cp, 9) 


abgeleitet wird. 

Nun sind 11,(s), IL, (s), ..., wie sich unmittelbar aus ihrer Deti- 
nition ergibt, auch zugleich ein orthogonales vollständiges Funk- 
tionensystem für das Intervall a bis b; für den in dieser Aut- 
fassung gebildeten Fourier-Koeffizienten einer Funktion «(s) ergibt 
sich leicht 


iu(x)}, — ET DIT, (édit = oO) K(s, 0) T1,(8) dé = [u(x)],. 


und daher sind insbesondere auch #,, als Fourier-Koeffizienten von 
K(s,t) in Bezug auf ein orthogonales System anzusehen; wir 
kôünnen also genau wie vorhin in Abschnitt XIV ($.452) schlielen, 


daf Æ(x) eine stetige Funktion der unendlichvielen Variabeln ist. 


28 TE 
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Ueberdies ist X(x) eine positiv definite Form; denn der nt Ab- 
schnitt derselben läBt sich in die Gestalt bringen 
bd ,b 
LG =, ZE murs) J VOYOE(01,()17,Odsdt 
P CR 


= J'J'AGDPO POS 


worin zur Abkürzung 
P(s) — > v, 2 V(s) I, (s) 
(2=1,2,...,n) 


gesetzt ist; das letztere Doppelintegral besitzt aber gewiB nicht 
einen negativen Wert, da Æ(s,i) nach Voraussetzung ein positiv 
definiter Kern ist. 

In Folge dieser Tatsachen ist die Anwendung des Satzes VIII* 
meiner vierten Mitteilung (S. 215) auf die Form X(x) und die mit 
abwechselnden Vorzeichen gebildete Form 


V(a) = v,2i+o ait. = 224... 


gestattet, und dieser Satz liefert für jene quadratische Form eine 
Darstellung 


(64) K(a) = Ai(x)+ 4(2)+..; 

darin sind 4,(x), 4,(x), ... stetige Linearformen, die den Re- 
lationen 

(65) A,()V(e) 4) = 0, GE) 

(66) 4,()V(,) 4) = 

genügen, wo f,,f,,..., wenn in unendlicher Anzahl vorhanden, 


gegen Null konvergente GrüBen sind. Aus (54), (55), (66) folgt 
überdies 


(67) 4 ()V(,e) K(.,2) = f, 4, (x). 

Aus den obigen Bemerkungen über die orthogonale Natur des 
Fanktionensystems 11, (s), I1,(s), .. folgt auch wie oben (S. 446) 

ë 
JG Dé = HO+HO + 
Setzen wir daher 
A, (x) Su Anti +andt (p = 1,2,...) 
80 finden wir analog wie in Abschnitt XIV (S. 454), daB die Reihe 
(58) 4, 6k (8) = 2,0, k,(5) + 4,0, 8, (8) +. 
30 * 
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gleichmäBig konvergiert und also eine stetige Funktion in s be- 
stimmt. Durch Multiplikation mit v,V(s)11,(s) und Integration 
nach s erhalten wir wegen (52) 


BACUO)REE RARE PCA RE EEE 


Andererseits liefert die Vergleichung der Koeffizienten von x, auf 
beiden Seiten von (57) 


1e RM Dh Le 11 


pl 2 ol p?2 2 g2 ? pPg 


und folglich ist 
(59) LA CEE], = 1,4 


P° pg° 

Ist nun insbesondere f, — 0, so folgt aus (59) — da ja nach 
einer obigen Bemerkung die Grôfen [4,(vk(+))], auch zugleich 
Fourier-Koeffizienten in Bezug auf ein orthogonales vollständiges 
System sind — wie oben (S. 455), daB die Funktion 4,(vk(s)) 
identisch Null ist. Andererseits bezeichnen wir die von Null ver- 
schiedenen GrôBen f, mit x, (p —1,2,...) und die entsprechenden 
Linearformen 4, mit 4, sowie deren Koeffizienten mit 4/,, 4!,, ...; 
setzen wir dann 


(60) AE (s)) = |, [° P(s) 7, (8), 
so sind x,(s), x, (s), ... abteilungsweise stetige Funktionen von s, 
für die wegen (59) à 
A! 
MOPOECN ES 


1x, À 
wird, wo (+1), den Wert +1 oder — 1 bedeuten soll, jenachdem 


x, positiv oder negativ ist. 
Nehmen wir nun in der Vollständigkeits-Relation (51) 


u(s) = V(s)x,(s), v(s) = V(s)x,(s), 
so lehrt dieselbe 


J PO)x,(7,()4 = (+1,41), 


1 
Tr tidn dat halte} 


UC 70) 40) 
x,2, 
und folglich wegen (65) und (56) 
VO x, 6) z,(s)ds = 0, (p+9 
(61) 4 
À V(s) (x, (s))'ds  — (+1); 
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wegen des Bestehens dieser Gleichungen sagen wir, dal die Funt- 
tionen x, (s), x, (s), ... ein polares Funktionensystem bilden. 

Nehmen wir ferner in der Vollständigkeits-Relation (51) # als 
Integrationsvariable und setzen 


u() = (st), v(t) = (9x, (0), 
so folgt mit Rücksicht auf (58), (60) 


,0 
(62) J KG, dr, Ou = (El), : (SA, +u,k,(s) 4, +) 
S % | 
— %, V(s) x, (s), 
oder wenn wir 
| À sd 
#» 
einführen 
,d 
(63) V(s)x,(s) = 2, J K(6, 1) x, (6) dt; 


d.h. die zu unserer ursprünglich vorgelegten polaren Integralgleichung 
(49) gehôrige homogene polare Integralgleichung 


(64) Vp(-1/ KG 0pO = 0 


besitet für À = 2, die weuen (61) gewif nicht identisch verschwindende 
Lüsung œ@(s) — zx, (s). 

Wir wenden uns nun zu der wichtigsten Frage, nämlich der 
Frage nach der Entwickelbarkeit einer willkürlichen Funktion in 
eine Reïhe, die nach den Funktionen des polaren Systems 7, (s), 
zx, (s), .. fortschreitet. 

Bei dieser Untersuchung legen wir die aus (54) hervorgehende 
Identität 


(65) K(&,y) = 4,(x) (y) + 4, (x) 4, (9) +: 
zu Grunde und wenden auf den hier rechts stehenden Ausdruck 
die analoge Betrachtung an, wie sie in Abschnitt XIV auf den 
Ausdruck (41) angewandt worden ist. Wir verstehen dann wie- 
derum unter gy(s) eine willkürliche in s stetige Funktion und 
setzen in die Identität (65) 

Ty —= v, VC) 9) 

Yo 4 U, bi, (s) = v[A(S, *)], 
ein. Da mit Rücksicht auf die Vollständigkeits-Relation (51) mit 


(56) 
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Hülfe von (52) 
6,070 +É, 0170904 = [1,090 ds 


va: | [l (a x)9 (6) ds] 


wird, so bekommt die linke Seite jener Identität (65) nach Ein- 
setzung von (66) den Wert 


v,k(s) | J K(é, +)g(0 ae] + ok, (s) | J "K(4 +90 at] + ” 


= J'S EG NF EC, 090 à à. 


Andererseits wird bei Heranziehung von (59) und der Vollständig- 
keits-Relation (61) 


A, LV () 9 CD) 


DOUARAOTION ES PTALOTIO)E RE 
= S'AUOO 


Lx, | 


#y 


û 
J 7x, (9 (6) ds. 
Folglich geht die rechte Seite jener Identität (65) nach der Sub- 


stitution (66) mit Rücksicht auf die Tatsache, daf 4,(vk(s)) ver- 
schwindet, sobald f, Null ist, und mit Bemerkung von (60) in 


On f FOR. +pal f TOM A.m0)+-] 
über. Setzen wir daher 
(67) 19 = JS POFGIPOEG DIE 
= il ‘VKVEK(, r)g(r)dr, : 

wo zur Abkürzung 

VEVK(G,N = J F() As, 0 V(O K(,r)dt 
gesetzt ist, und setzen wir ferner, indem wir (62) berücksichtigen 

e = ES OO O8 = 4121f FO 090% 


so führt die Vergleichung beider Seiten der Identität (65) nach 


Kgl. Ges. d Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1906. Heft 4. 32 
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Maultiplikation mit V(s) zu der Formel 

f(s) — ms) + ms) +. 
wo die Reïhe rechter Hand nach den obigen Ausführungen gleich- 
mäBig und absolut konvergiert; d.h. jede durch Vermittelung einer 
stetigen Funktion g(s) in der Gestalt (67) darstellbare Funktion f(s) 


läft sich auf Fouriersche Weise in eine nach den Funktionen x, (s), 
a, (s), .. fortschreitende gleichmüäfig und absolut konvergente Reihe 


f(s) nd AO) 1 Cy Ta (S) 1 LR 
COOP OL 


entwickeln. 

Die Werte 1,,4,,... wachsen, wenn in unendlicher Zahl vor- 
handen, absolut genommen über alle Grenzen; sie und die zuge- 
hôürigen polaren Funktionen x, (s), x,(s), ... sind wesentlich durch 
K(s,t) und V(s) bestimmt; ich nenne sie die Eigenwerte bez. Eigen- 
funktionen der poluren Integralgleichung (49). Den Eigenwerten und 
Eigenfunktionen einer polaren Integralgleichung kommen die ent- 
sprechenden Eigenschaften zu, wie wir sie oben in Abschnitt XIV 
(S. 457) im Falle der orthogonalen Integralgleichung gefunden 
haben. Insbesondere erkennen wir durch ganz analoge Betrach- 
tungen, daff die zur polaren Integralgleichung (49) gehürige homogene 
polare Integralgleichung (64) nur für diese Eigenwerte À = À, eine 
nicht verschwindende Lüsung besitzt und daff dann die zu 1, gehôrigen 
polaren Eigenfunktionen bez. deren lineare Kombinationen auch die ein- 
zigen Lüsungen der homogenen Integralgleichung (64) sind. 

Besitit eine polare Integralgleichung nur eine endliche Anzahl 
von Eïgenwerten À,,..., À,, so folgt aus dem Entwickelungssatze 
wegen 


EDS TOO O8 = ES PO 0I10% @=1.,n 
sofort 


f(s) = 2] VAVEK(,ng(n dr 


=] i IRC a(r)g(r)àr. OS Para) 7) a (r)g(r)dr. x, (s) 


und da diese Gleichung für jede stetige Funktion g(r) statthaben 
mu, so ergibt sich 
Le 


VXVK(s, = 0 TO MO ++ co - z, (9x, 0) 
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oder nach Multiplikation mit V(s) 
LRO) EG ddr = FOND Om ++ OO) 


d.h. X(s,t) ist eine derartige Funktion von s, t, dufl, wenn man die 
Funktion 


KVK(s,t) = f Es, r)V(r) K(r, t)dr 


bildet und darin eine der beiden Variabeln, etwa t, als Parameter auf- 
fat, diese Funktion K VK(s, t) für beliebige t nur n linear unabhängige 
Funktionen der anderen Variabeln darzustellen vermag; insbesondere 
ist gewifl ein Eïigenwert der polaren Integralgleichung immer vor- 
handen, wenn nicht KV X(s, t) identisch in 5, t verschwindet. 

Die letzte Aussage gestattet die Umkehrung. In der Tat, 
verschwindet XVX(s,t) identisch in gs, é und besäfe dann die 
homogene polare Integralgleichung (64) für irgend einen Wert 
von À eine Lüsung (s), so würde durch Multiplikation derselben 
mit K(r,s)V(s) und Integration nach s 

b b 
J Ktr,s)p(s)ds—1f KVK(r,t)g(t)dt = 0, 
mithin 
d 

Î Ætr,s)g(s)ds = 0 

und wegen (64) 
p(s) = 0 

folgen, d.h. die polare Integralgleichung besitzt gewiff keinen Eïgen- 
wert, wenn KV K(s, t) identisch verschwindet. 

Nehmen wir beispielsweise das Intervall a — 0 bis db = 1, 

PENSE LAIT 0e), 
V(s) = —1 für 1=s<i 
und 
K(s,t) = K(s+4,t) = K(s,t+4), 


so gewinnen wir eine polare Integralgleichung mit nicht ver- 
schwindendem Kern ÆX({s,t), die keinen Eigenwert besitzt, da, 
wie leicht erkannt wird, die Funktion XVÆX(s,t) identisch ver- 
schwindet. 2) 
Wird von dem Kern X(s,t) der vorgelegten polaren Integral- 
gleichung vorausgesetzt, daf er ein allgemeiner ist, so läfit sich 
leicht zeigen, daB, wenn f(s) eine belicbige stctige Funktion und s& 
irgend eine noch so kleine positive Grüfie bedeutet, stcts mittelst 
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geeigneter Koeffizienten eine solche lineare Kombination f*(s) aus 
einer endlichen Anzahl der Eigenfunktionen x,(s), x, (s), ... gebildet 
werden kann, daB 


S'O-r Es <e 


ausfällt. Ferner ist dann die quadratische Form X(x) abgeschlossen 
(S. 461) und wir kônnen daher in der obigen Entwickelung an 
Stelle des Satzes VIII* meiner vierten Mitteilung den Satz VIII 
derselben Mitteilung (S. 209) anwenden; wir finden so, daf in 
diesem Falle die polare Integralgleichung sowohl unendlichviele 
positive als auch unenulichviele negative Eïigenwerte besitet. 

Wie man unmittelbar sieht, bleiben die sämtlichen Entwicke- 
lungen und Resultate der Abschnitte XIII, XIV, XV gewiB dann 
gültig, wenn der Kern K(s,t) Singularitäten von niederer als der 
1t Ordnung besitzt — in dem Sinne, den ich in Abschnitt VI 
der ersten Mitteilung (S. 81) festgesetzt habe; denn dann bleibt 
(K(s,t)) integrierbar und daher die aus X(s,t) entstehende bili- 
neare bez. quadratische Form stetig. 

Daf aber sogar im wesentlichen die absolute Integrabili- 
tät des Kerns — wenn dieser bei s — £ unendlich wird — für die 
Gültigkeit der Theorie genügt, werdeichin einer folgenden Mit- 
teilung beweisen; hier sei nur erwähnt, daB dieser Beweis wiederum 
in der einfachsten Weise mittelst meiner Methode der unendlich- 
vielen Variabeln durch eine geringe Modifikation des obigen Ver- 
fahrens gelingt, während, wie mir scheint, alle bisher zur Auf- 
lôsung der Integralgleichungen benutzten Methoden, insbesondere 
auch die Methode von Fredholm nicht anwendbar ist, da für einen 
solchen Kern die im Nenner der ,Fredholmschen Resolvente“ auf- 
tretende Potenzreihe nicht konvergieren muB und auch für keinen 
der durch Iteration entstehenden Kerne die Konvergenz der ent- 
sprechenden Potenzreihe stattzufinden braucht. Um mittelst meiner 
Methode der unendlichvielen Variabeln die Lôsung der Integral- 
gleichung in diesem Falle zu erzielen, bedienen wir uns des Satzes, 
daB die aus einem Kern X(s,f) entspringende Bilinearform mit 
unendlichvielen Variabeln gewiB stetig ausfällt, sobald die Singu- 
larität des Kerns von der Art wie f(s—t) ist, wo f(x) eine bei 
x — 0 absolut integrable, sonst stetige Funktion bedeutet. Man 
hat alsdann zum Beweise nur nôtig, diejenige Integralgleichung 
heranzuziehen, der die Funktion 


6) = J'rO4 
genügt. 
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XVI. 


Anwendung der Theorie der polaren Integralgleichungen auf Differential- 
gleichungen und auf Systeme von simultanen Differentialgleichungen. 


Die im vorigen Abschnitt XV gefundene Entwickelung willkür- 
licher Funktionen, die nach polaren Funktionen fortschreiten, bil- 
det eine wesentliche Ergänzung der bekannten Entwickelungen 
nach orthogonalen Funktionen; insbesondere kommen in der Theorie 
der Differentialgleichungen polare Funktionensysteme neben den 
orthogonalen Systemen zur Anwendung und erweisen sich dann 
als ein ebenso notwendiges Hülfsmittel, wie die in der Litteratur 
bisher allein behandelten orthogonalen Funktionensysteme. 

So ist bisher in der bekannten Sturm-Liouvilleschen Theorie 
der Differentialgleichung !) 


du 
db) 
dx 


stets die Voraussetzung gemacht worden, daf k eine im betrachteten 
Intervalle a bis b positive Funktion sei?). Lassen wir diese Vor- 
aussetzung fallen und nehmen vielmehr an, daf k eine stetige Funk- 
tion sei, die im Intervalle a bis b eine endliche Anzahl von Malen 
ihr Vorzeichen wechselt, so führt, wenn q <0 ausfällt, die in 
meiner zweiten Mitteilung dargelegte Methode nicht wie dort auf 
eine orthogonale, sondern auf eine polare Integralgleichung mit def- 
nitem Kern und, da dieser Kern überdies allgemein ist, so zeigt 
die im vorigen Abschnitte XV begründete Theorie, da die Diffe- 
rentialgleichung (68) nunmehr sowobhl für unendlichviele positive, 
wie für unendlichviele negative Werte des Parameters À — die 
sogenannten Eigenwerte — Lüsungen besitzt, die den betreffenden 
homogenen Randbedingungen genügen und die Eigenfunktionen 
der Differentialgleichung heifen mügen. Diese Eigenfunktionen 
bilden, von dem Faktor \/|4| abgesehen, ein polares Funktionen- 
system und es folgt der Satz, daB jede viermal stetig differenzier- 
bare Funktion, die in den Randpunkten a, d und den Nullpunkten 
von Æ gewisse Bedingungen erfüllt, sich in eine nach jenen Eigen- 
funktionen fortschreitende Reihe entwickeln läfit. Wir erkennen 
somit, daf alle wesentlichen Aussagen der Sturm-Liouvilleschen 


(68) +(g+ik)u = 0 


1) Vergl. meine zweite Mitteilung S. 226. 

2) Vgl. inde Bôcher, Bulletin of the Amer. Math. Soc., Vol. IV (1598), 
pag. 367, wo das die Glcichung y” = p(x,1)y betreflende Oszillationstheorem 
bewiesen wird. 
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Theorie unabhängig von der Voraussetzung des definiten Charak- 
ters der Funktion # gültig bleiben, wenn nur die Funktion » den 
definiten Charakter besitzt und q <0 ist. 

Die in meiner zweiten Mitteilung (S. 240) gegebene Theorie 
der partiellen Differentialgleichung 


Ôx Ôy os 
ns + & +(g+1k)u = 0 


gestattet nunmebr die entsprechende Erweiterung auf den Fall, 
daf die stetige Funktion 4 in einer endlichen Anzahl von regulär 
begrenzten Teilgebieten innerhalb des Gebietes J verschiedene 
Vorzeichen besitzt. Wir erkennen wiederum genau auf dem eben 
angedeuteten Wege, daf diese partielle Differentialgleichung sowohl 
für unendlichviele positive, wie für unendlichviele negative Werte 
des Parameters À der betreffenden homogenen Randbedingung ge- 
nügende Lôsungen besitzt!), nach denen sich gewiB eine jede vier- 
mal stetig differenzierbare Funktion entwickeln läfit, wenn sie auf 
dem Rande sowie in den Grenzkurven jener Teilgebiete gewisse 
leicht anzugebenden Bedingungen erfüllt. 

Die in meiner zweiten Mitteilung entwickelte Theorie der 
linearen gewühnlichen und partiellen Differentialgleichungen zwei- 
ter Ordnung läft sich auch auf Systeme von simultanen linearen 
Differentialgleichungen ausdehnen. Ich will dies an dem Beispiel 
des Systems zweier Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
einer unabhängigen Variabeln zeigen. 

Es seien u,(x), u,(x) die zu bestimmenden Funktionen der un- 
abhängigen Variabeln x und 


Q (u,, Us) WU; u,) ni: (x) us 5 à 2D, (x) U; VA + Pn Us 
KE 2Qu (x) ui U, + 2q; UA + 2x VA u + 2 Qu VA U 
SAT u + 27, CA ets u, 


ein homogener quadratischer Ausdruck in #,,%, und den ersten 
Ableitungen 
du, (x du,(x 
ne rl 
dessen Koeffizienten p,,, Pis, Pass Uiis Qiar Quns ua> Vans Vans Pas Segebene 
stetige Funktionen von x sind und worin überdies p,,p,,—p}, für 
keinen Wert des Intervalles æ — a bis x — b verschwinden soll. 


1) Die Existenz dieser Funktionen für die partielle Differentialgleichung 
Au + 1ku — O0 hat bereits M. Mason nach einer von mir herrührenden Methode 
gezeigt, Journ. de, Math. 1904. 
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Durch Nullsetzen der ersten Variation des Integrals 
b 
D(u,, Us) SS J Q(u:, Us) U, u,) dx 
entsteht das System der zwei linearen Differentialgleichungen 
(69) L,(u,,u,) = 0, L,(u,,u,) = 0, 


wenn zur Abkürzung 


El 
L, (u) Es L,(u,,u,) == ( ue _—. ; 


cs 
L, (u) ar L,(u,,u,) TE ( es a) 


[72 


(70) 


gesetzt wird. 

Bedeuten v,, v, wiederum zwei Funktionen von x, so finden 
wir durch Anwendung der Produktintegration das Analogon der 
Greenschen Formel, wie folgt 


(1)  J'{o,L,(u)—, L,(0)+0, L,(u)—v, L,(o)] dx 


dr 0Q 0Q 0Q 0QT 
= fa ma ta ne), 


Wir wollen nun die Lôsungen u,(s), u,(s) der Differential- 
gleichangen (69) homogenen Randbedingungen nach Analogie der 
von mir in der zweiten Mitteilung ($S. 216—217) aufgestellten Be- 
dingungen I—V unterwerfen. Der Kürze halber ziehen wir jedoch 
hier nur die Forderung des Verschwindens beider Funktionen an 


den Randpunkten a, b, also die Randbedingungen 
u,(a) = 0, «,(6) = 0 

(22) (a) @) = 0, 

u,(a) — 0, u,(6) — 0 


in Betracht. Wir nehmen nunmebr an, es gäbe zwei den Para- 
meter £ enthaltende Systeme von Lüsungen der Differential- 
gleichungen (69) 
D G, (x, é), M0 G(z, ë), 
Us EM CZ ë), Us = CG (æ, ) 
von folgender Beschaffenheit : 

1. Die vier Funktionen G,,, G,,, G,, G,, sind sämtlich zwei- 


mal stetig differenzierbare Funktionen für alle x mit Ausnahme 
der Stelle x — £ innerhalb des Intervalles «a bis b; für æ — £ 


(78) 
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sind jene vier Funktionen vielmehr von der Gestalt 

Ga, ë) = —$r(E)lx —Ël+S,(), | Gift, E) = — Em (E)|z —É] +8, (x), 
Gu(eE)= —57AÉ) 12 —Ë1+8,(&), 1 GA (x 8) = —EmÉ) 1x —E|+S,(%), 
WO Ti, Lio Ans Tx die aus den Gleichungen 

Tia Dis + HP = 0, 

Tu Dia + To Pn = 1 


Han Dis + Hu Po — 1, 
Hi Dis FT To — 0, 


zu bestimmenden Funktionen des Parameters £ und S,,, S,,, Sa, Sn 
stetig differenzierbare Funktionen von x sind. 

2. Die beiden Funktionenpaare G,,, G,, und G,,, G,, genügen 
identisch in £ den Randbedingungen (72). 

Das System der vier Funktionen (73) heife dann das Green- 
sche System für die Differentialausdrücke L,, L, bei den 
Randbedinqgungen (72). 

Setzen wir in der Greenschen Formel (71) 


w — Gite 6) ve G,,(&, 2) À 
WI Gi (x, £), LS Ga (æ, KE 
ferner 


Gi, Ë), pe = Ga, €*), 
2 Ga, £), PRE Ga(x, 9) 


& 
| 


und endlich 
USE CZ; ë), LE — Ga (&, 6"), 
2 io GG; ë), LE oi Gt, 234 


so finden wir leicht das Symmetriegesetz des Grecnschen 
Systems der Differentialausdrücke L,,L, 


GG) = GE, 2) 
Gant, 8) = G(E, x), 
Gu(e Ë) = Ga, 2). 
Bezeichnen nun ,(x), (x) gegebene stetige Funktionen der 


Variabeln z und verstehen wir unter f(x), f,(x) Lüsungen der 
inhomogenen Differentialgleichungen 


LEFT D — p,(&), 
L,(, 13) E— — p,(&), 


die durchweg innerhalb des Intervalles stetig differenzierbar sind 
und den Randbedingungen (72) genügen, so finden wir mit Hülfe 
der (Grcenschen Formel (71) ebenfalls leicht 


(74) 
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b 
AG) = J'1Gu (D 9 E)+ (D p,D1dE, 


AG = J'AGu Do + Gate Do EE. 


Umgekehrt, die so dargestellten Funktionen f(x), f(x) sind Lô- 
sungen von (74) und genügen zugleich den Randbedingungen (72). 

Wir definieren jetzt folgende Funktion von + bez. x, £ in dem 
Intervalle a bis 2b— a: 


(75) 


f(@) = f, (2) für a=£x< b, 
= f,(&—b+a) »n b£x<2b—a, 
p(x) = y, (x) GET. bd, 
= p,(t—b+a) n b£x<2b—a, 
G(z, €) = G,, (x, Ë) > UT, aZ<E< b, 
= G,,(x, ËÉ—b+a) AT LD b<E<2b—a, 
= G(&c—b+a,Ë) n b=x<2b-a, a ZE < b, 


= G(z—b+a, £—b+a) , b=x<2b—-a, b<E<Ib— a. 
Alsdann stellen sich die Integralgleichungen (75) in der Gestalt 
der einen Integralgleichung dar: 

2b—a 
(76) fe) = [GB pd. 


a 

Die Funktion G(x, Ë) ist nach dem vorhin aufgestellten Symmetrie- 
gesetz symmetrisch in Bezug auf die beiden Variabeln x, £; sie 
stellt überdies einen Kern dar, der, wie wir aus (74) schlieBen, 
abgeschlossen und allgemein ist. 

Wir betrachten nun die durch Einfügung eines Parameters 1 
erweiterten simultanen Differentialausdrücke 
À, (u,, us) = L, (u,, us) + A (x, (x) u, + Rs (x) us), 
A, (u,,u,) = L(u,, 4) +4, (x) u, + k,,(x)u,), 
wo k,,k, — k,,,k, gegebene stetige Funktionen von x sein 
môgen, deren Determinante /:;,4,,— k, nur in einer endlichen Zahl 
von Teilintervallen verschiedene Vorzeichen besitzt. 

Wir lüsen nun die Gleichungen 
= ku+k,u,, 


(77) 


Vi 


CE Faber k,,u, + LCA 


nach #,, u, auf, wie folgt 


(79) M = AU +, 
Us = Hu Vi + Hi Vu 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Muth.-phys. Klasso. 1906. Heft 4, 33 


Al 
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und bestimmen dann «,,, «,,, a, «,, als irgendwelche Funktionen 
von x derart, daB, wenn 
Ve = Os Pa + is Pas 
Va = ni Pi + Usa Ps 
gesetzt wird, in y,, y, die Identität 
(81) Ai + 24 0 Vs + 5 % = P, (x) pi + ’, (x) y; 
besteht, wo V,(x), V,(x) Funktionen von x sein sollen, die nur die 
Werte +1 oder —1 annehmen. Die Substitution (80) môge ferner 
die Identität 

Gui 0, (0) DE) + Givi (x) v, (6) + Go, (&) v, (6) + G, v,(x) v, (6) 
== 11 (AC) P(Ë) a H, p(x) Pa(E) + H,, pa(x) p(Ë) + H,, PA(X) P(E) 


liefern, wo H,,, H,,, H,,, H,, Funktionen von x, £ werden; endlich 
bezeichne H(x,Ë) diejenige symmetrische Funktion von x, £ im 
Intervalle a bis 2b—a, die aus H,,, H,,, H,,, H,, ebenso gebildet 
ist, wie vorhin G(x, Ë) aus G,,, G,,, @,, Gne 


Damit haben wir die Mittel gewonnen zur Erledigang der 
Frage, ob die homogenen Differentialgleichungen 


(83) A,(u,,u,) = 0, 4,(u,,u,) = 0 
auBer Null Lôsungen besitzen, die zugleich den Randbedingungen 
genügen. In der Tat aus 
L,(u,,u,) = —2(k,u,+%,.u,), 
L(u,,u,) = —4(%,u,+k,u,) 
folgt nach (74), (7b) 


ue) = à J {Ga D DE) + FE) 1408) + Gale 8) EE) 1408 + (EE) 8 


(80) 


(82) 


Me) = 2 {Gate EE) 14(8 + Ea(E) (ED + GE) GE + HE), 
oder nach Ausführung der Substitution (78) 


(00,0) +200 0,0) = AJ | Gu(e, Do (+ Gus 8) (EVE, 


(0) 0,(0) +242) 0,(0) = A J' {GG #4 (8)+ G(e €), (EDIGE 


Wenden wir endlich auf die Funktionen v,, v, die Substitution (80) 
an und kombinieren diese Gleichungen entsprechend, so erhalten 
dieselben unter Zuziehung von (81), (82) die Gestalt 


AR 


Grundzüge einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. 479 
b 
P,(@) p,(@) = af [H,,(x, Ë) y, (E) + H, (x, Ë) y (E)}dé, 


Go, (e) = 2 J | H, (0 p.09 + Æ, (, Ep, (OVdE, 
oder & 
(84) V@p@-1f He Dp(E)dE = 0, 
wo , H die festgesetzte Bedeutung haben und V(x) durch die 
Gleichungen 
V(a) = P,(à), aZ£x< b, 
V(x—-b+a), b<x<2b-a 


definiert ist. 

Aus (84) haben wir zunächst @ zu bestimmen und daraus die 
Funktionenpaare ,, y,, alsdann nach (80) »,, v, und schlieflich aus 
(79) die gesuchten Integrale w,, #, von (83) zu entnehmen. Hinsicht- 
lich des Charakters der Integralgleichung (84) sind zwei Fälle zu 
unterscheiden, jenachdem V(x) für alle x dasselbe Vorzeichen dar- 
stellt oder nicht. 

Der erste Fall tritt ein, wenn die quadratische Form 


k,, u+2k, LA u+k, u, 
für alle Argumente x positiv oder negativ definit ausfällt, d.h. 
wenn für alle x 
(85) k,, (x) k,, (x) Fa k,, (x) > 0 
ist. Die Integralgleichung (84) ist dann eine orthogonale und es 
gibt meïiner Theorie zufolge unendlichviele Werte von À — die 
Eïgenwerte 1° —, für die Lôsungen der verlangten Art vorhanden 
sind — die zugehôrigen ÆEïigenfunktionenpaare u®”’, u®” jenes Diffe- 
rentialgleichungssystems (83). Jedes Paar zweimal stetig diffe- 
renzierbarer, in den Randpunkten verschwindender Funktionen 
f(x), f,(x) läft sich in Reiïhen nach jenen Eigenfunktionenpaaren 
simultan mit gleichen Fourier - Koeffizienten entwickeln wie folgt 
14 (x) if: ui (x) + Co ui (æ) LR, 
f(x) = qu (x) +6 uy (t)+ > 

Ist die Bedingung (85) nicht erfüllt, so wird V(x) gewiB beide 
Werte +1 und —1 annehmen. Die Integralgleichung (84) ist dann 
gewiB eine polare Integralgleichung mit definitem Kern, sobald 
die quadratische Form Q{(ui,u;,u,,u,) für alle Variabelnwerte x 
hinsichtlich der vier Argumente u!, uw}, w,,u, positiv definiten oder 
negativ definiten Charakter hat. Ist diese Bedingung erfüllt, so 
findet die in Abschnitt XV entwickelte Theorie der polaren Inte- 
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gralgleichung Anwendung und wir erkennen, daf es wiederum 
unendlichviele und zwar sowohl wnendlichviele positive als auch un- 
endlichviele negative Werte von À — die Eïigenwerte — gibt, für die 
Lôsungen von der verlangten Art vorhanden sind — die zuge- 
hôürigen Eïgenfunktionenpaure jenes Differentialgleichungssystems (83). 
Jedes Paar viermal stetig differenzierbarer Funktionen, die in 
Randpunkten und in den Nullstelen von k,,k,,— k}, gewissen Be- 
dingungen genügen, läft sich in Reïhen nach ; jan Eigenfunktionen- 
paaren simultan mit gleichen Fourier-Koeffizienten entwickeln. 

DaB es für die simultanen Differentialgleichungen (69) stets 
ein Greensches Funktionensystem ev. im erweiterten Sinne (vgl. 
meine zweite Mitteilung S. 219) gibt, wird in derselben Weise ge- 
zeigt, wie im Falle einer einzigen Differentialgleichung. 

Eine genau entsprechende Behandlung gestatten die Systeme 
simultaner partieller Differentialgleichungen. 

Was die Konstruktion Greenscher Funktionen für simultane 
partielle Differentialausdrücke betrifft, so kônnen wir uns des- 
selben Verfahrens bedienen, das ich in meiner zweïiten Mit- 
teilung für einen einzelnen linearen partiellen Differentialaus- 
druck entwickelt habe!). Dieses Verfahren erfordert aber nicht 
nur, daf der vorgelegte Differentialausdruck die Normalform be- 
sitzt, sondern es setzt auch die Kenntnis der Greenschen Funktion 
für den Ausdruck 4 voraus — zwei Umstände, die die Ver- 
allgemeinerungsfähigkeit des Verfahrens erheblich beeinträchtigen. 
Es ist daher die Bemerkung von Wichtigkeit, daB bei jenem Ver- 
fahren die Eigenschaft der Greenschen Funktion, der Gleichung 
4 = 0 zu genügen, garnicht wesentlich benutzt wird, und daher 
in demselben die Greensche Funktion sich durch irgend eine 
Funktion der Variabelnpaare xy, En ersetzen läfit, die nur die 
übrigen für das Verfahren wesentlichen Eigenschaften der Green- 
schen Funktion besitzt. Auf diese Weise entsteht ein neues Ver- 
fahren, welches, wie mir scheint, eine sehr weite Anwendungs- 
fähigkeit besitzt, indem dasselbe auch zum Ziele führt, wenn die 
.« Glieder zweïiter Ordnung in den partiellen Differentialgleichungen 
nicht in der üblichen Normalform vorgelegt sind, ja sogar 
auch auf Differentialgleichungen erster Ordnung, sowie auf 
partielle Differentialgleichungen von parabolischem und hy- 
perbolischem Typus mit vollem Erfolge anwendbar ist. 

| 1) Dieses Güôtt. Nachr. 1904, $S. 247—250 dargelegte Verfahren ist dasselbe, 
dessen sich neuerdings auch É. Picard (Rendiconti del circolo matematico di Pa- 


lermo, t. XXII, 1906, $. 250-—254) zur Lüsung der lincaren particllen Differential- 
gleichung, dic auch erste Ableitungen enthält, bedient hat. 


om =" 


LA 


DAL _. he | N. 8. 19. III. 06 
MATTIEN, N.S. 1. VI. 06. CALABRIEN, E. W..8. IX. 05. ! | | . 19. DT. 
900 -1000Km. 1600 Km. | 3000 Km. 
7 | MIN d” | 4 ee panneau n 
— _. | pi 
| 
Fig. 5 NSRLOS #7 


NN NIET | 


Fig. 5® SAN FRANCISCO, 18. IV. 06. 9000 Km. (Vertical Komponente) ++ 


7m 

RE ANR TS $ RC N 

Fig. 6° N.8. 1. VL 06. 14-1500 Em. —7— 

= a = ae nr Le A 

7 Fig. 6? N.8. 1. VL. 06. noo ner. Pondel) pr Fe der 
F Sen RARAANA AAA RRSAAAANN\A 

Fig. 72 N.8. 2%. VIL 05. MONGOLEI. 

x 


A AU Anafhanynnerh | | 


2h55m32* 9h 3" 143) 


S Angenheïster, Soismische Kegiskrerungen, GoMngen 113. 
fr | 
fi 
| hf ‘l Lu 
| ! ] QE il ! ; JMS 
| | 1 1 | see WE ND | 
| ll | NS S.VILW. 5" | î . | | ne j! 
| ! | (RU | 1 1 i 
| Re fils ji 24 
re TONI 
|| all) HA | ji ii ji 


EM : 
pr pr “nl | 


| 


NI nn | | | Fig. 7 8. VI. | | | 
UT | y ie se hrs . 


: A ï | Fig. 7£ E.W. ou! 06. ES 
nan ane va 
| | | Fig. 9. rs +4 


| 
| | Fig. 8° 8. IX. 0b. 
{Vertical Komponente.] ; | 
l 5 10. Schwebungen 
105 


—— 


% torr.-31 * | 
| | 


| ; 
| 


Ueber scheinbare und wirkliche Transgressionen. 
Von 
A. von Koenen. 


Vorgelegt in der Sitzung am 27, Oktober 1906. 


Der Ausdruck Transgression oder ,übergreifende La- 
gerung“ ist in vielen Fällen angewendet worden, wo, verbunden 
mit mehr oder minder deutlicher Diskordanz, eine Lücke in der 
Aufeinanderfolge von Schichten oder Schichtenfolgen vorhanden 
war, gleichviel in welchem Umfange und in welcher Ausdehnung, 
fast immer aber ohne weiteres Eingehen auf das Wesen und die 
Ursache dieser Erscheinung. In vielen Fällen hat jedenfalls die 
Anschauung vorgewaltet, da8 die Transgression durch eine weitere 
räumliche Ausdehnung des betreffenden Meeres bedingt sei, aus 
welchem die übergreifenden Schichten abgelagert wurden. 

Dies mag ja nun häufig genug zutreffen, aber dann sicher nur 
für einzelne Gegenden, und ,allgemeine Transgressionen“, wie z.B 
die des Cenoman so vielfach bezeichnet wird, scheinen mir doch 
wenig wahrscheinlich zu sein. Dazu wäre erforderlich, da der 
Meeresspiegel allgemein gestiegen wäre, und das würde nur dann 
denkbar sein, wenn die Meere durchschnittlich weniger tief ge- 
worden wären, also der Boden besonders der tieferen Meere sich 
gehoben hätte. Dies würde aber unseren Anschauungen über die 
ganze Erdgeschichte wenig entsprechen; wissen wir doch, dafi im 
Laufe der Zeiten die Gebirge immer hüher emporgeschoben worden 
sind, und die Meere dürften entsprechend tiefer geworden sein. 
Viel eher dürfte anzunehmen sein, daf ein Vorrücken des Meeres 
in einer Gegend mindestens mit dem Zurückweichen desselben in 
einer anderen in ursächlichem Zusammenhange stände, daf also 
eine Oscillation oder Undulation der Erdoberfläiche erfolgt wäre, 
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wie sie auch jetzt noch an einzelnen Küsten Statt findet oder in 
ziemlich jungen Zeïiten Statt gefunden hat. Es dürfte für manche 
sogenannte Transgressionen aber vor Allem Folgendes in Betracht 
zu ziehen sein. 

Alles Material, das vom Meere sowie von Flüssen etc. abge- 
lagert wird und früher abgelagert worden ist, muf von anderen 
Stellen fortgeführt worden sein durch Abrasion, Abspülung oder 
Erosion, oder mit anderen Worten: Jede Ablagerung von Gesteinen 
bedingt eine Abtragung von solchen an mehr oder minder ent- 
fernten Stellen. 

Die Abtragung kann aber mehr oder minder lange Zeit Statt 
finden und hat dann eine Lücke in der Schichtenreihe im Gefolge. 
Dasselbe ist aber auch da schon der Fall, wo vielfach wechselnd 
Abtragung und Ablagerung annähernd gleich stark sind, wie ja 
an einzelnen Küsten bei Seewind das Meer stark abspült, bei 
Landwind aber wieder anlagert; auch Meeresstromungen môgen 
hierbei mitwirken. Auf solche Weise dürften gelegentliche Liücken 
in den Jurabildungen Englands entstanden sein, wie sie von Buck- 
mann, Blake etc. beschrieben worden sind, und auch im nord- 
deutschen Jura fehlt dergleichen keineswegs. So fand schon Denck- 
mann (Geognost. Verhältnisse von Dôrnten S. 16), daf die Phos- 
phorite des oberen Lias bei Dôrnten ,bereits auf sekundärer La- 
gerstätte ruhen“, und fübrte dies weiter aus (Studien im deutschen 
Lias, Jahrb. Geol. Landesanstalt für 1892 S. 98), indem er zeigte, 
daf bei Salzgitter zwischen den eigentlichen Posidonienschiefern 
des Lias und der Phosphoritzone mit der Fauna der Jurensis- 
Zone nur stellenweise die Dôrntener Schiefer und die Schichten 
mit Harp. dispansum und Lyt. Germaini noch vorhanden sind. 
Vor einigen Jahren wurden ferner bei einem Hausbau in Wenzen 
(südlich der Hilsmulde) die Kalkbänke mit Aegoceras capricornu, 
Lyt. fimbriatum etc. aufgeschlossen und enthielten zum Theil grobe 
Konglomerate mit Gerëôllen von Nuf- bis Ei-GrôBe, so daf hier 
in der Näbhe festere Gesteine abgetragen worden sein müssen. 

Südlich von Gerzen bei Alfeld liegen in einer grof$en Thon- 
grube die untersten Coronatenschichten direkt auf etwas steiler 
einfallenden Posidonienschiefern des Lias, und wenn man hier auch 
an eine Ueberschiebung denken kônnte, so spricht dagegen doch 
das Auftreten einer Bank mit zahlreichen Ostrea explanata und 
Perna isognomoïdes etc., von welchen einzelne Klappen in der 
Regel sehr stark abgerollt sind. Die hier fehlenden Schichten des 
unteren braunen Jura (« und B Quenstedt’s) und wohl auch des 
obersten Lias sind aber nur 1,8 Kilometer weiter nach Nordwesten 
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in einer Thongrube südlich von Warzen vorhanden, obschon eine 
dünne Kalkbank mit abgerollten Phosphoritknollen und Belemniten- 
bruchstücken, anscheinend in den Concavus-Schichten, auch hier 
auf eine Lücke schliefen läft, vielleicht auch in den eigentlichen 
Murchisonae-Schichten. 

Es sei hier auch daran erinnert, da weiter nôrdlich die 
Schichten mit Avicula echinata Kalksandsteine oder eisenschüssige 
Sandsteine enthalten, daf ferner, wie schon Roemer zeigte, solche 
Gesteine in den unteren Makrocephalenschichten nur in der Nähe 
der Porta auftreten, nnd die Kimmeridge-Kalke und Mergel von 
dort nach Westen durch Sandsteine vertreten werden. (Vgl. auch 
Schlunck, die Jurabildungen der Weserkette zwischen Lübbecke 
und Preufisch-Oldendorf). ÆEbenso wurde Sandstein in den Amm. 
Gigas-Schichten von Mestwerdt (Teutoburger Wald zwischen Borg- 
holzhausen und Hilter) beschrieben aus der (egend von Borgholz- 
bausen, und recht grobe Sande von zerriebenen Muschelschalen 
finden sich darin auf dem Kahlberge bei Echte. Es sind dies je- 
denfalls Flachwasser-Bildungen an Stelle der sonst auftretenden 
Kalke und Thone. 

Der Serpulit ist ferner in seinem unteren Theile oft ein 
wahres Konglomerat von Muschelschalen, Gesteinsbrocken und 
Knäueln von Serpula coacervata, und Stille beschrieb im vorigen 
Jahre von Bielefeld einen Serpulit, der fast ausschliefilich aus Ei- 
groBen Trochitenkalk-Gerüllen besteht, und diese müssen aus dem 
Gebiet herstammen, welches heute die westfälische Kreidemulde 
einnimmt, da sonst überall die Jurabildungen gleichmäfig über- 
einander folgen. Stille berechnete die dort entstandene Niveau- 
differenz zwischen dem Serpulit und dem Ursprung der Gerülle 
mit Recht auf über 1000 m. (Zeitschr. d. Deutschen Geolog. Ges. 
Bd. 57, Protokolle S. 167. Siehe auch Stille, Zur Kenntnif der 
Dislokationen, Schichtenabtragungen und Transgressionen im jüng- 
sten Jura und in der Kreide Westfalens, Jahrb. kgl. preuf. geolog. 
Landesanstalt für 1905 S. 103 und Ueber präkretacische Schichten- 
verschiebungen im älteren Mesozoïikum des Egge-Gebirges, Jahrb. 
d. geol. Landesanst. f. 1902 $S. 296). 

Es hat sich aber während der ganzen älteren Kreidezeit eine 
Anschwellung in der von Stille bezeichneten Gegend südwestlich 
parallel dem Teutoburger Walde befunden, welche, soweit dies 
eben bekannt ist, die südwestliche Grenze der Unteren Kreide 
incl. des Wälderthons bildet, wie dies auch Stille weiter nachwies, 
und die Arbeiten von E. Meyer, Mestwerdt und André haben ge- 
zeigt, da im Teutoburger Walde von Bielefeld bis in die Gegend 
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von Osnabrück das Valanginien, Hauterivien, Barrêmien und Ap- 
tien ebenso wie das untere Albien (Gault) wesentlich durch mehr 
oder minder grobkôrnige Sandsteine, oft mit Quarz-Gerüllen, ver- 
treten sind, also durch Flachwasserbildungen, wohl aus der Nähe 
des Ufers, während weiter nach Norden und Osten auf die Jura- 
bildungen der Weserkette incl. des Wiehengebirges gleichmäfig 
Wälderthon und Thone der ganzen -unteren Kreide folgen. Am 
Süntel bei Hameln und am Osterwald ist wieder eine Lücke zwi- 
schen Jura und Wälderthon vorhanden, und die Sandsteine des 
letzteren sind zum Theil reich an grôferen Gerüllen, besonders 
von Milchquarz, aber es folgt darüber die Thon-Facies der unteren 
Kreide. 

Auf der Nord- und Nordostseite der südlich vom Osterwald 
liegenden Hilsmulde ist, abgesehen von streichenden Verwerfungen, 
über der Schichtenfolge des oberen Jura der Purbeck und Wälder- 
thon regelmäBig aufgelagert, doch treten die Sandsteine des Letz- 
teren sehr zurück und verschwinden nach Süden ganz, und die 
Purbeck-Kalke und Mergel mit den bezeichnenden Fossilien wurden 
durch Koert in der ganzen Erstreckung in bedeutender Mächtig- 
keit über dem Serpulit und unter dem Wälderthon nachgewiesen. 
Dieser nimmt aber nach Süden hin erheblich an Mächtigkeit ab, 
wie sich trotz des Mangels an Aufschlüssen erkennen lieB. In 
allerneuester Zeit war aber am Südende des Hils, am Hollings- 
kopf ein kleinerer Aufschluf gemacht worden, in welchem auf den 
obersten Kalken des Purbeck ganz konkordant schiefrige Thone 
der unteren Kreide lagen mit Belemnites subquadratus aut., Bruch- 
stücken von Exogyra Couloni und von Hoplitides Arnoldi Pictet, 
einer Art des obersten Valanginien. Es fehlt hier also der ganze 
Wälderthon und der grôfite Theil des Valanginien, welches im 
Uebrigen im (ebiete der Hilsmulde überhaupt noch nicht mit 
Sicherheit unter dem Hauterivien nachgewiesen werden konnte. 
Da hier nicht blofi eine Lücke, sondern eine Transgression in dem 
oben angeführten Sinne vorläge, ist allermindestens sehr zweifel- 
baft. Das Aptien ist an der Hilsmulde noch durch Thone ver- 
treten, das untere Albien, wie bekannt, durch den Hilssandstein, 
das obere durch wenig mächtige ,Minimusthone“ und Flammen- 
mergel. 

Nur wenige hundert Meter südlich vom Hollingskopf schneidet 
die oberen Jurabildungen und die Purbeckkaïke eine Verwerfung 
von bedeutender Sprunghôühe und gegen 6 Kilometer seitlicher 
Verschiebung der Schichten ab, welche weither von Südosten 
kommt, aber an dem Hilssandstein verschwindet, wie ich schon 
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bei anderer Gelegenheit ausgeführt habe. An dem groBen Tunnel 
von Naënsen legt sie braunen Jura neben Muschelkalk (abgesehen 
von einer Kluftausfüllung von Gypskeuper), bei Stroit die Münder 
Mergel neben Amaltheenthon, und nahe dem Hollingskopf die Pur- 
beck-Schichten neben Ornatenthon, üiber welchem dann die Thone 
der unteren Kreide folgen, so daB Hersumer Schichten, Korallen- 
oolith, Kimmeridge, A. Gigas-Schichten, Einbeckhäuser Platten- 
kalk, Münder Mergel, Serpulit und Purbeck hier fehlen, während 
sie nôrdlich von der Verwerfung in voller Mächtigkeit vorhanden 
sind und von da an, wo der Hilskamm anfängt sich mehr nach 
Norden umzubiegen, bis zu seiner nordwestlichen Ecke allmählich 
wieder unter dem Hilsthon und Hilssandstein hervorkommen, so 
daB schliefilich in der Weenzer Forst der Wälderthon auf weite 
Erstreckung ganz gleichmäfig unter den Thonen der unteren Kreide 
liegt, von denen als ältestes Glied freilich nur Unteres Hauterivien 
mit Hoplites noricus nachgewiesen werden konnte. 

Die erwähnte Hauptverwerfung muB sich also in eine Anzahl 
kleinerer Stôrungen von geringer Sprunghôhe aufgelôst haben, 
welche theils an den Querbrüchen, welche bei Holzen den Hils- 
kamm durchsetzen, abspringen, theils auch wobl weiter fortsetzen, 
aber nur zum kleinsten Theïle sich nachweiïisen lassen, zumal in 
den mit Sandstein-Schutt bedeckten und mit Wald bewachsenen 
Wälderthonschichten der Weenzer Forst. 

Nach den erwähnten, von Stille im Gebiete des Teutoburger 
Waldes erlangten Resultaten würde nun vielleicht die Annahme 
nahe liegen, daf es sich auch am Hils um vor-kretacische Stô- 
rungen und nachfolgende Abtragung der festen Schichten des 
oberen Jura handele, wo diese eben fehlen, aber da auch die Pur- 
beckschichten von der Verwerfung abgeschnitten werden, so müfte 
die Verwerfung und die nachfolgende Abtragung noch jünger sein, 
aber immerhin älter als die Schichten mit Hoplites noricus (Un- 
teres Hauterivien). Nun wiürden Stilles Darlegungen ja eine durch- 
aus befriedigende Erklärung liefern — abgesehen von späterer 
Aufbiegung der Flügel — für die Lage der unteren Kreide auf 
mittlerem oder oberem Lias oder auch unterstem braunem Jura 
rings um die Sackberge — (,Gronauer Kreidemulde“), wie ich den 
-Sackwald“, die ,Siebenberge“ und die ,Hinteren Berge* zusam- 
menfassend nennen môchte, in deren Mitte ja das Dorf Sack liegt, — 
wenn man annimmt, daf einer der im Leinethal verlaufenden Brüche 
schon zur ältesten Kreidezeit entstanden ist. Zwischen diesem 
Gebiete und dem südlichen Hilsrande ist aber der ganze obere 
Jura des hohen Selter noch erhalten, und es müfite daher für den 
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südlichen Hils ein besonderes Abtragungsgebiet angenommen werden, 
welches den nordwestlich sich anschlieBenden Ith nicht berührt 
hätte, dessen Zusammenhang mit den erwäbnten, nôrdlich und 
westlich liegenden, jedenfalls sehr viel weiter entfernten Abtra- 
gungs-Gebieten aber nicht nachzuweisen ist. 

Andrerseits liegt in der Hilsmulde im weïiteren Sinne, am 
Weenzer Gypsbruch heller Quarzsand, vermuthlich des Miocän, 
eingesunken neben dem Gyps und dessen Decke von Wälderthon 
und Thonen der unteren Kreide (Hauterivien-Aptien), und nordôst- 
lich des Selter bei Freden liegen in der Sattelspalte sowohl Hau- 
terivien und Albien, (Hilssandstein und Flammenmergel) als auch 
marines Oberoligocän und Quarzsande eingesunken, welche im 
Uebrigen auf der Abrasions-Hochfläche der nôrdlichen Sackberge 
noch an ein Paar Stellen erhalten sind und auch sonst normal 
auf Hochflächen liegen. Südwestlich des Ith, westlich Eschers- 
hausen sind aber, ebenfalls tief eingesunken, wiederum in ein- 
zelnen Schollen das ganze marine Oligocän und miocäne Quarz- 
sande erhalten. 

Für gewaltige Pressungen liefern den Beweis aber unter An- 
deren die Salzlager der Grube Hohenzollern bei Freden, der 2. T. 
steil aufgerichtete oder selbst überkippte Wellenkalk westlich von 
Alfeld und Anderes mehr, und diese Stôrungen sind somit allermin- 
destens theilweise jung-tertiären Alters gleich denen, die in der 
Rhôn und in Thüringen etc. auftreten. 

Das Verschwinden der oben erwähnten Hauptverwerfung bei 
Stroit an dem Hilssandstein habe ich daher darauf zurückgeführt, 
daf sie unter denselben läuft, indem er sich seitlich, nach Süden, 
darüber schiebt, was ja durch seine Unterlage von plastischem 
Hilsthon wesentlich erleichtert werden mufite. In dieser Annahme 
bin ich aber bestärkt worden durch einen AufschluB im Tagebau 
der ,englischen“ Asphaltgrube am Wintjenberg bei Holzen, wo beim 
Abräumen des Neokom es sich zeigte, daf darunter etwa 10 em 
- schwarzer Schwefelkies-Mulm und dann die dickbankigen, mit 
Asphalt imprägnirten Pteroceras-Schichten folgten. Diese waren 
aber nicht nur an ihrer Oberfläche mit Rutschflächen (Harnischen) 
bedeckt, sondern enthielten in ihrer vbersten Lage solche in (Ge- 
stalt von ,Ablüsungen“ ganz unabhängig von der Schichtung, wie 
ich dergleichen in ungestôrtem Gebirge nicht kenne, wohl aber an 
Haupt-Verwerfungen vder in deren Nachbarschaft. Ich muf daher 
annehmen, daB Derartiges auch hier vorliegt, und, da es sich 
um Verschicbung auf den Schichtflächen handelt, somit eine ,Ueber- 
schiebung“. Zudem fehlten auf der Oberfläche des Kalkes aufge- 


über scheinbare und wirkliche Transgressionen. 487 


wachsene Austern, Serpulen etc., wie sie sonst so häufig besonders 
an der Basis unserer Neokomschichten sich finden, und das über 
dem Schwefelkiesmulm zunächst folgende, fast 1 m mächtige Lager 
von mürbem Brauneisenstein mit zahlreichen Bohnerzkôürnchen, 
mit Hoplites noricus, Exogyra Couloni, Belemnites subquadratus 
etc. war keineswegs ungestürt, sondern stellenweise mit kalkig- 
thonigen Massen vermengt. 

Zudem finden sich auch auf der Innenseite des Ith und des 
Selter eine Reihe von Verwerfungen, welche als Ueberschiebungen 
bezeichnet werden künnen und bei der Empor-Pressung der Kalk- 
Kämme des oberen Jura entstanden sein dürften. Besonders auf- 
fällig sind Abbrüche des Korallenoolith nach dem Einfallen zu, 
so daf auf die mehr oder minder geneigte Schichten-Hochfläche 
ein steiler Absturz folgt. Als einfache Verwerfung war mir schon 
länger der südwestliche Abbruch des Bockshorn (S.O. Salzhemmen- 
dorf) bekannt, da gegen 50 m tiefer mit entgegengesetztem Ein- 
fallen bei Eggersen Einbeckhäuser Plattenkalke liegen, während 
am Katzenbrink N. Lauenstein der Steilhang grofentheils unten 
mit Lehm bedeckt ist, aber Einbeckhäuser Plattenkalk mit dem 
gleichen Einfallen wie der Korallenoolith enthält, und am Dorn- 
brink der Gegenflügel der Synklinale mit A. gigas-Schichten folgt. 
Ebenso bricht der Ith zwischen Wallensen und Dohnsen auf 2 
Kilometer Länge nach Nordosten um vieles steiler ab, als das 
Einfallen der Schichten beträgt; der etwas flachere, untere Hang 
ist auf ca. 8300 m mit Lehm bedeckt, aber es folgen dann mit dem 
gleichen Einfallen nach Nordosten die A. gigas-Schichten und die 
Einbeckhäuser Plattenkalke, so daB hier der ganze Kimmeridge 
fehlt. Nachdem dies festgestellt war, habe ich aber, nachdem die 
geologische Karte Blatt Alfeld bereits gedruckt war, mich über- 
zeugt, daB auch an dem Steinberg genannten Theil des Selter 
(N.0. Delligsen) der Korallenoolith noch innerhalb des Waldes 
abgebrochen ist, und die darunter folgenden, meist von Ab- 
hangsschutt und Diluvium bedeckten grauen Mergel dürften dann 
nicht dem unteren Kimmeridge, sondern den oberen Münder-Mer- 
geln zuzurechnen sein, und auffällige, in unebenen Platten ab- 
gesonderte, oolithische Kalke, welche in einem kleïinen. seit langen 
Jahren verlassenen Steinbruche im Felde N.0. Delligsen gewonnen 
wurden, sind zum Serpulit zu rechnen, in welchem ich vor kurzem 
nôrdlich von Weenzen ähnliche Gesteine auffand. Hier fehlen also 
der ganze Kimmeridge, die A. gigas-Schichten, Einbeckhäuser 
Plattenkalke und wohl auch ein Theil der Münder Mergel. 

. Diese Stôrungen sind also als Ueberschiebungen anzusehen, 
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aber nicht etwa als Transgressionen, und das Gleiche môchte ich 
annehmen in den bäufigen Fällen, wo oberer Muschelkalk durch 
Gypskeuper abgeschnitten wird, und dieser durch Jura, so da er 
nur eine Art Kluftausfüllung bildet, so recht oft in der Einbeck- 
Markoldendorfer Mulde, rings um die Sackberge, am Südhange 
des Hildesheimer Waldes ete. 

Von der Abtragung der Jurabildungen unter der Kreïde der 
Sackberge dürften zum Theil die grobstückigen, konglomeratischen 
Eisensteine ôstlich von Dôrnten, zwischen Goslar und Salzgitter, 
herstammen, welche Exogyra Couloni und Pecten crassitesta ent- 
halten, Formen der unteren Kreide von groBer horizontaler und 
vertikaler Verbreitung, während die weiter nôrdlich bei Salzgitter 
etc. auftretenden Lager von feinkôrnigen Bohnerzen Ammoneen 
enthalten und hiernach recht verschiedenen Zonen des Oberen Va- 
langinien, Hauterivien und Barrêmien, ja wohl auch des Aptien 
angehôren; die Abtragung hat hier also fast bis zum Ende der 
Unteren Kreïide gedauert. Westlich von Langelsheim liegt aber 
der ,Hilssandstein“ (Albien oder Gault) unmittelbar auf Posidonien- 
schiefer des Lias, und es erscheint mir sehr fraglich, ob dies eine 
sübergreifende Lagerung“ in dem von mir angedeuteten Sinne ist, 
zumal da weïiter nach Osten, bei Oker etc. das Hilskonglomerat 
oft Bruchstücke von Ammoniten aus recht verschiedenen Zonen 
der Juraformation enthält, und bei Quedlinburg etc. unter dem 
Gault-Sandstein wieder ältere Schichten der unteren Kreide durch 
oft grobe Sandsteine, den Neokomsandstein von Dames, vertreten 
sind, also ähnlich wie am Teutoburger Walde durch eine Flach- 
wasserbildung, und auch hier bilden diese Sandsteine die südliche 
Verbreitungsgrenze der unteren Kreide. 

Wirklich übergreifend liegt dann der Cenomanpläner südlich 
vom Harz im Ohmgebirge, nôrdlich von Worbis, wo er ähnliche 
Gesteine und dieselben Fossilien enthält wie nôrdlich vom Harz, 
am Teutoburger Walde etc., und auch am Nordrande der paläo- 
zoischen Schichten Westfalens liegt das Cenoman wohl übergreifend 
auf ihnen. Es ist aber hervorzuheben, daf weiter nach Westen 
die Grünsand-Facies (Tourtia) im unteren Theïl des Cenoman immer 
hôüher hinaufreicht und endlich in der Gegend von Mons, bei Mon- 
tignies, durch eine Strandbildung, eine Konglomeratbank mit reicher 
Fauna vetreten wird. Am nürdlichen Harzrande sind in der 
jüngsten Kreidezeit dann wieder verschiedene Niveauveränderungen 
erfolgt, wohl verbunden mit wechselnden Strômungen, so daf bald 
feinere, bald grôübere Sedimente (Heimburg-Gesteine, Sudmerberg- 
Konglomerate) abgelagert wurden, deren Gliederung G. Müller in 
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seiner Arbeit über die obere Kreide am nürdlichen Harzrande 
durchführte. Hier dürfte denn auch stellenweise Abtragung und 
Ablagerung abgewechselt haben, so daB Lücken in der Schichten- 
folge entstanden, die nicht auf Transgressionen zurückzuführen 
wären, und dasselbe gilt wohl auch für etwas weiter nôrdlich be- 
kannte Verhältnisse, wie namentlich die konglomeratischen Eisen- 
steine des Unter-Senon von Ilsede, in welchen recht häufig abge- 
rollte Ammoniten des unteren und oberen Albien vorkommen, wie 
sie in geringer Entfernung auch noch in anstehenden Thonen des 
Albien zu finden sind, während schon bei Braunschweig statt der 
Eisensteine Thone auftreten, die für Ziegeleien ausgebeutet werden, 
so da es sich bei Ilsede um eine ziemlich beschränkte Abtragung 
und Wiederablagerung von Material handelt. é 

Wirklich übergreifend liegt aber ferner bei uns das marine 
Unteroligocän, da das marine Mittel- und Ober-Eocän überhaupt 
zu fehlen scheint, und vor allem das Mittel-Oligocän, welches be- 
sonders nach Süden eine weit grôBere Verbreitung besitzt und bis 
an die Alpen bekannt ist, während das Unter-Oligocän im Mainzer 
Becken feblt und nur bis zur Breite von Eschershausen-Kreiensen 
bisher beobachtet worden ist. 


Messungen des lonengehaltes und der Radio- 
aktivität der Luft auf dem Grofen Ozean. 


Von 
F. Linke. 


Vorgelegt von Herrn Wagner in der Sitzung vom 27. October 1906. 


Auf der Reise von Deutschland über Amerika im Dezember 
1904 nach Samoa hatte ich beabsichtigt, sowohl auf dem Atlan- 
tischen Ozean, als auch auf dem GroBen Ozean luftelektrische 
Messungen zu veranstalten. Auf ersterem wurde diese Absicht 
durch aufergewôhnlich stürmisches Wetter vereitelt und auch im 
Stillen Ozean konnte ich infolge von Zollschwierigkeiten (die 
Apparate waren durch Amerika unter ZollverschluB gesandt und 
wurden erst nach Verlassen von Honolulu ausgeliefert) erst süd- 
lich von Hawaïi beginnen. 

Da stellte es sich denn heraus, daf der Gerdiensche Ionen- 
zähler etwas gelitten hatte; das kleine Elektrometer und die va- 
riable Capazität waren momentan unbrauchbar, da ich zum Ein- 
ziehen neuer Blättchen und Herstellung der Isolation nicht die 
nôtige Ruhe auf dem rollenden Schiffe fand. Die Beweglichkeits- 
messungen der Îonen unterblieben also. Auch am gro$en Elektro- 
meter war nur ein Aluminiumblättchen brauchbar, weshalb die 
Werte eine kleine Unsicherheit der Aichung haben, die aber nicht 
sebhr ins Gewicht fallen dürfte. 

Die Messungen geschahen auf dem hintern Promenadendeck 
auf der Leeseite. Spritzwasser war nicht in der Nähe, die Bran- 
dung am Schiffskôrper mäBig. Immerhin waren die Apparate nach 
der Messung mit feinem Salzdunst überzogen. Zur Messung der 
Radioaktivität dienten Apparate von Günther und Tegetmeyer 
(Braunschweig) nach Elster und Geitels Angaben, zur Messung 
des Ionengchaltes der Luft Apparate von Spindler und Hoyer 
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nach H. Gerdiens Angaben. Die Zerstreuungsmessung mit dem 
aktivierten Drahte begann stets Bb Minuten nach Abnahme des 
Drahtes. 

Messung am 10. Dez. 1904 zwischen 2 und 5 p. Ort: 
p — 9 nürdl., À — 163° westl. v. Gr. Wetter: starker Nord- 
ostpassat, halbbedeckt, Cumulus und Altrostratus (Wogen). 

Gehalt der Luft an positiven lonen: 0.26 cgs im Cubikmeter. 
: SUP S CDORAUVORNE CO OURS * 

Aktivierungszahl À — 4.4 nach zweistündiger Exposition auf 

durchschnittlich —1900 Volt. 


Messung am 11. Dez. 1904 zwischen 91/2 bis 111 a. Ort: 
p —= 6° nôrdl., À — 164° westl. v. Gr. Wetter: wie gestern, 
doch stärkerer Wind, etwas Spritzwasser. 
Gehalt der Luft an positiven lonen: 0.13 cgs im Cubikmeter. 
= ue » (DeEgAGIVEn .,. 10.092, s: 
Zwischen 1°; und 4! nachmittags. Einige kurze Regenschauer 
mit Donner. Aktivierungszahl À — 3.1 nach zweistündiger Ex- 
position auf durchschnittlich — 1800 Volt. 
Messung am 12. Dez. 1904 zwischen 7°/4 und 11 a. Ort: 
p = 0° nôrdl., À = 166° westl. v. Gr, Wetter: wolkig, schwä- 
cherer Wind, regendrohend,. 
Gehalt der Luft an positiven Ionen: 0.22 cgs im Cubikmeter. 
: PR D ncrauvon ,, Lo 022%,, à, : 
Nach Vorübergang einer schweren Regenbôüe, die gewaltige 
Wassermengen herabsandte: 
Gehalt der Luft an positiven Ionen: 0.27 cgs im Cubikmeter. 


> PU roenerativene, Æ%0.16%,% , : 
: st, » negativen , : 0.14 , , £ 
: PR UT Dortivone se 0.222 , “à 


Zwischen 1/4 und 4 p. Klares trockenes Wetter; Cumulus, 
Altostratus, schwacher Wind. Aktivierungszahl À = 1.1 nach 
zweistündiger Exposition auf durchschnittlich —1900 Volt. 


Messung am 18. Dez. 1904 zwischen 7'/a und 9'h a. Ort: 
= b° südl., À — 168° westl. v. Gr. Wetter: zuerst wolkig, 
dann aufklärend, fast windstill. 

Gehalt der Luft an positiven Ionen: 0.26 cgs im Cubikmeter. 

2 AN 7 negative» 0e, , 
Aktivierungszahl À — 0.9 nach zweistündiger Exposition auf 


durchschnittlich —1850 Volt. 
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Messung am 14. Dez. 1904 zwischen 9 und 10 a. Ort: 
p — 11° südl., À — 170° westl. v. Gr. Wetter: mäfig klar, 
wolkig, fast windstill. 


Gehalt der Luft an positiven Ionen: 0.17 cgs im Cubikmeter. 
: 0 potrsiegativen ; ,hi O2 à L 


Samoa-Observatorium Apia, den 10. April 1906. 


Meteorologische Drachenaufstiege in Samoa. 
Von 
F. Linke. 


Vorgelegt von Herrn Wagner in der Sitzung vom 27. October 1906. 


Bei der Einrichtung des Samoa-Observatoriums der 
Kôüniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Gôüttingen, das im Jahre 1902 vom ersten Observator Herrn 
Dr. Tetens auf der Halbinsel Mulinuu dicht bei Apia erbaut ist, 
wurden auch Drachenexperimente mit in den Arbeitsplan aufge- 
nommen. Herr Professor Küppen, Hamburg hatte die Freund- 
lichkeit die Ausrüstung zu übernehmen, bei der die besondere 
Schwierigkeit bestand, daf ein sehr kleiner Etat nicht über- 
schritten werden durfte. Die Ausrüstung besteht zur Zeit aus: 

Drachenwinde (mit Handbetrieb) von Fr. Killer nach Angabe 

von W. Küppen!), 

2 Drachenmeteorographen mit Anemometer nach Professor 

Marvin, 

Draht von Felten & Guilleaume, Carlswerk, Mülheim a./Rh. 

8 verschiedenen Malay-Drachen von W. Kôüppen, 

4 Diamant-Drachen von W. Kôüppen, 

4 zerlegbaren Kastendrachen von E. Wiechert, Güôttingen, 

2 Pendel-Quadranten nach W. Kôüppen, 

1 Rolle zum Einholen nach W. Kôüppen, 

Kauschen und Verbindungsklemme. 

Die Einweihung des Unterzeichneten in der Handhabung der 
Drachen unternahm bereitwilligst ebenfalls Herr Professor Küppen, 
dessen auBerordentlich anschaulicher und belehrender Bericht von 


1) W. Küppen, A. d. Arch. d. D. Seew. 1901. No.1. Tafel IV, Figur IX. 
RE 
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1902 das hinzusetzte, was die nur zweitägige Instruktion in Ham- 
burg nicht vermochte. 

Infolge der Ueberlastung mit magnetischen, seismischen und 
meteorologischen Arbeiten und des Mangels an erfahrenen Hilfs- 
kräften konnten mehr als Vorversuche von Herrn Dr. Tetens 
nicht angestellt werden, und auch im ersten Jahre meiner Tätig- 
keit am Samoa-Observatorium kam kein Aufstieg mit Registrier- 
Apparat zustande. 

Als jedoch nach Aufhôren der Regenzeit Ende Mai 1906 der 
gleichmäfige Südostpassat einsetzte, begann eine Periode der 
Drachenexperimente, über deren Resultate hier ein vorläufiger Be- 
richt gegeben werden soll. 

Es war nicht meine Aufgabe technische Neuerungen einzu- 
führen, dazu fehlte durchaus die Zeit. Unter Benutzung der 
Erfahrungen und theoretischen Erwägungen anderer, besonders 
W. Kôüppens sollte mit môglichst geringem Zeit- und Arbeits- 
aufwand einige Nachrichten über die meteorologischen Eigen- 
schaften bôherer Luftschichten im Tropengebiet des Stillen Ozeans 
gewonnen werden. 

Als Aufstellungsort wurde eine Stelle auf der Halbinsel Mu- 
linuu gewählt, an welcher der hier an der Nordseite der Insel 
Upolu als Ostwind auftretende Passat nur durch wenige Palmen 
geschwächt wird. Die Materialien wurden in einem dortselbst 
befindlichen Schuppen des Kaiserl. Gouvernements, der uns in 
dankenswertem Entgegenkommen zur Verfügung gestellt wurde, 
untergebracht. In der Richtung des Passates vom Drachenplatz 
aus lag die hier etwa 3 km breite Vaitele-Bucht, die an der an- 
dern Seite durch einen von Eingeborenen eng bewohnten Küsten- 
strich begrenzt ist. Bei den nicht zu vermeidenden Katastrophen 
fiel der Drache meist in das niedrige Mangrovegestrüpp, welches 
den Fall sehr gut dämpft; einmal mufte er aus einem Brotfrucht- 
baum gelandet werden, einmal fiel er ins Meer und wurde mittels 
des Observatoriumbootes gerettet, wobei der Drache selbst zer- 
brach, der Apparat jedoch durch sofortige Behandlung mit Frisch- 
wasser und Oel vor dem Zerstôrtwerden bewahrt werden konnte. 

Während des letzten Aufstiegs — es waren ca. 4600 m Draht 
mit 6 Drachen in der Luft — erschien eine starke Regenbüe, die 
jedoch alle Drachen vorzüglich überstanden. Als die Bôe vorüber- 
schien, der Zug der Drachen sebr nachgelassen hatte, begannen die 
obersten Drachen offenbar infolge von Vertikalstrôomungen zu 
schiefen, wobei der Draht Kinken bekam und in einer Länge von 
2950 m abri. Wir sahen die Drachen hinter der Pflanzung Vai- 
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tele der Deutschen Handels- und Plantagengesellschaft im Urwald 
verschwinden. — Es sei mir gestattet, einige Worte der sich an- 
schliefenden Drachenjagd im Urwald zu widmen. 

Die Nachsuchungen, die ich selbst sofort aufnahm, blieben zu- 
nächst erfolglos; bei der Büe hatte niemand die Drachen fallen 
sehen. Erst abends wurde der mittelste Drachen in der Pflanzung 
Vaitele fast unversehrt in einer Kokospalme gefunden. Am fol- 
genden Tage zog der Gehilfe des Observatoriums mit einem Sa- 
moaner auf die Suche, kam jedoch unverrichteter Sache mit der 
Meldung zurück, daB der Draht über die Pflanzung hinweg in den 
Urwald ginge und dort bei dem herrschenden Regenwetter nicht 
zu verfolgen sei. Nachdem auch ein Versuch von mir, noch am 
selben Tage den Drachen im Urwald zu finden, durch die ein- 
tretende Dunkelheit vereitelt war, zog ich am zweiten Morgen 
nach der Katastrophe bei besserem Wetter mit gut ausgerüsteten 
Leuten wieder auf die Suche. Jetzt ging ich jedoch ganz syste- 
matisch vor: Es wurde die Richtung des Drahtes mit dem Kom- 
paB festgestellt und nach dem Kompañi ein schmaler Weg manns- 
hoch mit Beil und Buschmessern in den Wald gehauen. So oft es 
irgend môüglich war, wurde der Draht durch die Baumkronen hin- 
durch gesucht und darnach die Richtung verbessert. Es ging über 
Steine und Baumstämme, durch Bäche und Morast nur langsam 
vorwärts und in einer Stunde wurden nur 700 m geschafft, dann 
aber sah ich plôtzlich den Draht von uralten Baumriesen schräg 
nach unten auf eine kleine Waldlichtung hin verlaufen, offenbar 
einer alten, aufgegebenen Eingeborenenpflanzung. Hier hing denn 
auch der Drache ca. 3m hoch in Bananenstauden. Es waren nur 
wenige Leisten gebrochen, das im Drachen angebrachte Uhrwerk 
war unverletzt und ging, hatte also zwei Tage hindurch den Gang 
der meteorologischen Elemente mitten im Urwald aufgezeichnet, 
eine interessante Registrierung. Der Drache wurde auseinander- 
genommen und auf dem gebahnten Wege zurückgebracht. Später 
wurde dann auch der dritte Drachen von Samoanern gefunden: 
die Schnur hatte sich in einer Kokospalme verwickelt, über 
welcher der Drache ruhig in der Luft stand. Er kam ganz un- 
versehrt wieder zurück. Nur die 3 Kilometer Draht muften wir 
verschmerzen. 

Dabei soll hervorgehoben werden, wie vorzüglich sich die 
Kastendrachen des Gôüttinger Geophysikalischen Institutes bewährt 
haben. Die Auswechslung zerbrochener Stäbe kann binnen we- 
niger Minuten geschehen. Ein total zerbrochenes Gestell wird bei 
einigermassen guter Uebung des Personals in einem Tage wieder 
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hergerichtet. So kommt es, daB wir jetzt nach mehrmonatlichem 
Experimentieren noch keinen Drachen wirklich verloren haben. 
Ein fünfflächiger Kastendrachen von 41/2 qm Fläche kann bis 
1500 m Draht von 0,8 mm tragen. Bei Benutzung von vier Drachen 
kann die für Handwindenbetrieb hôchste Hôhe von 2000 m er- 
reicht werden. Die Kôppenschen Diamantdrachen wurden entweder 
einzeln, oder zu zweit oder dritt-aneinander gebunden verwandt. 
Sie sind stabiler als die vorigen, kônnen aber nicht soviel Draht 
tragen. Die Verbindung der Hilfsdrachen am Draht machte einiges 
Kopfzerbrechen, da nur eine Klemme (die Koppsche S - Klemme) 
vorhanden war. Nach mehrfachen andern Versuchen wurde ein 
Verfahren angewandt, das sich recht gut bewährt hat. Ein etwa 
11/2 m langes Ende weichen Kupferdrahtes von 1 mm Dicke wird 
nach Bildung einer einfachen Oese im oberen Drittel um den Draht 
fest herumgewunden. Diese Kupferdrahtverbindung hat den Vor- 
teil, daB sie gut festsitzt, ohne den Draht irgendwie zu beschä- 
digen, eine bequeme Befestigung des Drachens ermôglicht und in 
ca. !J2 Minute an- oder abzumachen ist. Falls beim Einholen ein- 
mal die Zeit fehlen sollte, kann sie auch ohne Bedenken mit auf 
die Rolle gewickelt werden. Man kann denselben Kupferdraht bei 
3 bis 4 Aufstiegen benutzen. 

In der Ausführung der Drachenexperimente wurde ich von 
dem Gehilfen A. Possin unterstützt. Znm Einholen der Drachen 
waren 2 bis 4 kräftige Samoaner notwendig. Die Reparaturen 
wurden von dem samoanischen Aufseher, einem früheren Seemann, 
ausgeführt. Die Geschicklichkeit der Samoaner in derartigen feinen 
Handarbeiten kam uns sehr zu statten. 

Die Ausrüstung hat sich im Ganzen hier in den Tropen sehr 
gut bewährt. Besonders die Winde erwies sich als sehr praktisch. 
Die Konservierung des Drahtes machte keine Mühe. Bisher ist 
auBer dem Verlust eines Anemometers nur der von 31/2 km Draht 
zu nennen, da die Drachen alle intakt sind. 

Bei der Bearbeitung der Registrierungen wurde die grôfite 
Sorgfalt auf die Aichung der Instrumente verwandt. Leider fehlt 
dem Observatorium bisher ein Apparat, um Barometer bei ver- 
schiedenem Druck zu prüfen. Und in dieser Hinsicht ist eine Un- 
sicherheit vorhanden, weshalb die folgenden Angaben als provi- 
sorische zu betrachten sind. Da ein grôBerer Fehler des Baro- 
graphen nicht besteht, ist durch Winkelmessungen nachgewiesen. 

Es fanden 12 Drachenaufstiege statt, von denen 7 Hôhen über 
1000 m und 3 über 2000 m erreichten. Die grôBte Hôhe betrug 
2850 m. 
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Eine eingehendere Bearbeitung der Drachenergebnisse muB ich 
mir für später vorbehalten. Jetzt seien nur einige Hauptpunkte 
hervorgehoben: 

Die Aufstiege fanden alle in der trocknen Jahreszeit (Ende 
Mai bis Anfang August) an Tagen statt, an welchen der Passat 
wehte. Den für diese Wetterlage typischen Zustand der unteren 
Luftschichten zu erforschen, schien mir am notwendigsten. Es 
zeigte sich, da in allen Fällen die Temperatur zuerst schnell ab- 
nahm bis zu einer Hühe, die gro$en Schwankungen unterworfen 
ist An windschwachen Tagen ist sie in 308 bis 700 m erreicht ; 
an anderen wieder in 2200 m. Nach mebreren übereinstimmenden 
Aufstiegen kann man folgende Näherungswerte als typisch ansehen: 


Hôhe Temp.  Gradient rel. Feucht. Windr. 


Om 28.5° c 00.9 p.100 m. 65% ESE bis SE 
1300 17.0 90 


| : 
a Ne Aide | 0.3 3 E bis ENE. 


In der untersten Schicht wird bei der durchschnittlichen Maximal- 
temperatur heiterer Tage von 30° das indifferente Gleichgewicht 
erreicht, während beim durchschnittlichen Minimum von 22° immer 
noch 0°.4 pro 100 m Temperaturgradient besteht. Die relative 
Feuchtigkeit wächst in dieser untersten Schicht gewôhnlich bis 
zur Kondensation. Der Wind ist — abgesehn von den untersten 
2 bis 300 m, wo durch die Lage des Aufstiegsortes direkt ôstliche 
Windrichtung bewirkt wird —, SE oder ESE. Ueber dieser Schicht 
wurde stets eine trockene, warme Schicht gefunden, welche von 
der vorigen durch eine Inversionsschicht von ein- bis zweihundert 
Meter Dicke und bis zu 3° Temperaturumkehr getrennt war. Die 
relative Feuchtigkeit fiel schnell auf minimale Werte (6°!) und 
hatte am hôüchsterreichten Punkte den niedrigsten Betrag. Wie 
schon aus obiger Zusammenstellung ersichtlich, war die Temperatur- 
abnahme sebr gering. Die Zugrichtung war nürdlicher, zwischen 
E und ENE, die Geschwindigkeit die gleiche. Insofern ist es 
môglich, daB diese Schicht als erste Uebergangsstufe zum Anti- 
passat — wenn man die unter dem Namen ,rückkehrender Passat“ 
bekannten Winde als Uebergangsstufen zum Antipassat bezeichnen 
kann — aufzufassen ist. Dabei sei bemerkt, daB bei zweien dieser 
hôheren Aufstiege (3. u. 6. Aug.) Cirren aus N resp. NNW be- 
obachtet wurden. 

Diese Ergebnisse stimmen mit den von H. Hergesell!) in 


1) H Hergesell, C. R. 1905 Jan. 30. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichton, Math.-phys. Klasso 1906. Hofé 6. 30 
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der nürdlichen Passatregion gewonnenen insofern überein, als beide- 
male über einer Schicht mit groBem Temperaturgefälle und hohem 
Feuchtigkeitsgehalte, welche die Richtung des Passates hat, eine 
andere, auffallend trockne mit geringem Temperaturgefälle und 
einer mehr polwärts gehenden Zugrichtung gefunden wurde. Daf 
in Samoa die Zwischenschicht mit Temperaturumkehr nicht s0 
mächtig, das Temperaturgefälle der. hôheren Schicht hier grôBer 
gefunden wurde als im Norden, sind Unterschiede, welche durch 
die Lage (Samoa liegt unter niedrigerer Breite), die ürtlichen Ver- 
hältnisse, (Apia liegt auf der Leeseite einer Insel), vielleicht auch 
durch die Jahreszeit erklärt werden kônnen. 

Trotz der aussichtsreichen und wichtigen Ergebnisse dieser 
ersten Aufstiege werden vorläufig weitere nicht erfolgen, weil die 
Drachenexperimente zuviel Zeit in Anspruch nehmen und das Obser- 
vatorium, an dem nur ein wissenschaftlicher Beamter tätig ist, mit 
andern Arbeiten überlastet ist. ÆEinen wirklichen Erfolg ver- 
sprechen auch nur regelmäfig — auch bei schwachem Winde mit 
Ballons — angestellte Aufstiege mit verbesserter Technik (Motor- 
betrieb) und an der Luvseite der Insel. Solange hierfür keine 
Mittel vorhanden sind, erhoffe ich von weiteren Aufstiegen keine 
wesentliche Klärung der hiesigen meteorologischen Verhältnisse 
hôherer Luftschichten. 


Drachen- Aufstieg am 28. Mai 1906 p. m. 


Keine 


Luft- Feuchtig- ; 
Zeit | druck | Hôhe De Les ET mx Bemerkungen 
oben ob. | unt. | ob. |unt.| ob. unt. 
mm m C. C °/o | °,o Im/sec.| m/sec. 
PA 
2p. 30 | 757 O0 | 28.1 | 27.9 | 65 | 66 & Zwischen| Wolkiger trüber Tag mit frischem 
35 | 741.5] 185 | 27.3 60 HO I2IU SUD. Passat, der nachts anhält. 
3p. 807] 688.5] 835 | 22.2 55 3, | E 7.7 Niederschläge. 
8p. 55 | 737.01 240 | 25.6 65 2 |Zwischen| Uhr stehen geblieben. 
4p. 0 | 757 0 | 27.5 | 27.7 | 69 | 67| © |3u 4p 
+ E 6.3 


1: Le 


Luft- 
druck | Hôühe 
| oben 
| mm m 
Ra. 17 | 759 0 
20 | 753.5| 65 
80 | 742.5 | 195 
40 | 738.5 | 240 
50 | 7385 
BIO a. O | 738.5 
1011731 330 
20 | 726 395 
30 | 727 380 
40 | 717 500 
50 ! 700.5 | 710 
#11a. O0 | 713 550 
10 | 735.5 | 240 
14 | 759 0 
Luft- 
M Zeit |druck | Hôhe 
oben 
mm m 
2 10 à. O | 758.5 0 
747 140 
14 | 729 855 
9101712 555 
28 | 725.5 | "395 
35 | 721.51 445 
42 | 705 645 
49 | 709 595 
56 | 700 705 
{ 11a. 3 | 674.5] 1030 
10 | 677 1000 
13 | 667 1125 
17 | 684.5 905 
24 | 719 475 
81 | 728 365 
37 | 759.5 0 
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Drachen- Aufstieg am 31. Mai 1906 a. m. 
Temperatur FURUE Wind É 
ob. | unt. | ob. |unt.| ob. | unt. “mRrrtngen 
C. C. 1°, | °,, Im/sec.| mysec. 
28.8?| 27.9 | 58 | 64 Zwischen| Sonniger trockner Tag mit gleich- 
28.5 60 9 u.10 a. mäBigem Passat. 
26.8 63 E 4.2 
26.6 66 z 
282 166|166| € 
66 ®  {Zwischen 
25.5 70 & [Ou.lla. 
25.0 | 28.2 | 69 | 68 m° E 5.2 
24.9 67 8. 
24.3 70 3 
22.9 | 28.3 | 72 | 68 Windrichtung oben: ESE. 
23.6 76 Zwischen 
25.7 75 11 u. 12a. 
28.5"| 28.9 | 72 | 67 E 5.2 


Drachen-Aufstieg am 8. Juni 1906 a. m. 


ES 


Temperatur È + a Wind B 

ob. | unt. | ob. |unt.| ob. unt. eroneen 
C. C. 1% | °/ Im/sec.| mjsec. 

28.1 | 28.0 | 69 | 69- Zwischen| Wolkenloses trocknes Wetter mit früh 
27.4 72 l0Ou.1la einsetzendem Passat. 
25.3 74 E 6.0 

23.4 75 

24.4 76 2 

249 | 279175 |70| & 

22.7 79 n 

23.2 78 œ 

22.0 82 8. 

19.5 | 27.9 | 82:| 70 S. 

19.7 81 ® lZwischen 

19.0 94 © ilu.12a| Windrichtung oben: ESE. 
20.0 94 E 6.9 

23.8 84 

24.9 76 

27.8 | 27.9 | 70 | 70 
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Drachen - Aufstieg am 9. Juni 1906 p. m. 


Luft- Feuchtig- $ 
Zeit +. Hôbeg | TemReratuE keït HE ‘ Bemerkungen 
ob. | unt. | ob. |unt.| ob. unt. 
mm m C. (CMOS lanR ee OR amet | -C 1 vieil re lmiséc.| misocnp 7 NS SR m/sec. 
1p. 39 | 756 0 | 27.5 | 27.8 | 74 | 72 eo lance eaaluu ares ace Zwischen| Wolkiges Wetter mit veränderlichem 
46 | 725.5| 360 | 243 80 fl u. 2p Passat und Regenschauern. 
2p. 717265 350 | 247 | 26.9 | 79 77] , | E & 
14 | 707.5! 585 | 23.1 82 s 
21 | 6735| 1010 | 20.3 88 æ pi Pas 
36 | 676 |" 980 | 19.7 | 274 85 75] à Jo u. 5 D|pert einer BG; (IEP E 0 msE 
49 | 669.5 | 1060 | 19.7 74 ®%, | E (S) 
3p. 3 | 668 1080 | 19.7 74 Es 4.3 
10 | 688.5! 820 | 21.0 | 27.9 | 74 | 69 #5 |Zwischen 
17 | 712.5] 520 | 23.1 74 + [Bu 4p. 
25 | 726.5| 350 ! 24.7 74 E (S) 
32 | 723 390 | 25.1 70 4.0 


36 | 756.5 0 | 28.1 | 27.9 | 64 | 65 


Drachen- Aufstieg am 13. Juni 1906 a. m. 


Luft- ; Feuchtig- : 
Zeit |druck | Hühe Denperetne. pot og Bemerkungen 
oben ob. | unt. | ob. |unt.| ob. | unt. 
mm m C. C. | °% | %% Im/sec.| mjsec. 
10 a. 7 | 759 O | 29,2 | 29.2 | 70 | 73 Zwischen| Wolkiges Wetter (Cu.) mit dleicht 
14 | 736.51 260 | 26.8 80 10 u. 11a. bôüigem Passat. 
21 | 721.5] 440 | 252 82 E Abends starke Regenbôe mit Nordost. 
35 | 699.5] 715 | 23.6 | 28.9 | 84 | 73 43 
42 | 698.5) 730 | 23.4 84 2 
50 | 677 995 | 22.4 83 So Windrichtung oben: ESE. 
56 | 651.5 | 1330 | 20.4 85 Es Drachen vorübergehend in Cumuli. 
1129 668 111101 21191293 "85071 = Der Apparatdrachen weicht bis 40 
11 | 643 | 1445 | 19,5 86 %. |Zwischen] nach links ab gegen den unter: 
17 | 658 | 1245 | 20.3 85 = 11u.12a] Wind. Windrichtung oben: ENE 
24 ! 675 1020 |} 21.7 82 © E 
31 126850 920 122.2 | 29/6179 |17E TE + 43 
38 | 705 640 | 23.6 83 LE 
45 | 717.5] 490 | 25.0 84 
52 | 744 170 | 27.3 82 
56 | 758 0 | 29.5 | 29.6 | 75 | 72 
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Drachen - Aufstieg am 15. Juni 1906 p. m. 


Luft- Feuchtig- : 
Zeit |druck | Hohe | Temperatur | Let ; pr Bemerkungen 
oben ob. | unt. | ob. |unt.| ob. unt. 
mm m C. Chao os TA m/sec. 
2p. 15 | 756.0 O0 |! 28.7 | 28.2 | 65 | 66 Zwischen| Trocknes, heiteres Wetter mit Passat. 
| 22 | 727.51 340 27 69 2 u. 3 p.] Tags durauf Witterungsumschlag : 
{| 33 | 738.51 205 | 27.8 70 ENE Schwache, nôrdliche. Winde mit 
| 40 | 721.5 | 410 26.9 | 28.0 | 68 | 67 6.7 Regen. 
| 50 | 720 430 26.5 68 
| 55 | 713.5] 510 | 26.1 70 Windrichtung oben: ESE. 
Bp.. 3 | 721 415 | 265 65 5.6 
| 12 ! 726.5 | 350 26.9 | 27.9 | 64 | 68 ‘ [Zwischen 
17 | 732 |285 | 27.1 66 | 18 u. 4 p. 
20 | 74351 150 27.5 70 ENE 
25 ? O 127.7 | 27.9 | 71 | 69 6.7 
Drachen- Aufstieg am 25. Juli 1906 à. m. 
Luft- Feuchtig- : 
À Zeit lruck | Hôhe Temperatur| L eit 8 Wind Bomerkungen 
| oben ob. | unt. | ob. |unt.| ob. unt. 
hi mm m CL C. |‘ | °) Im'sec.| m/sec. 
Mila. 4 | 759 0 | 28.6 | 28.5 | 62 | 62 Zwischen| Heiteres trocknes Wetter mit schwa- 
| 8 | 751 85 | 27.1 62 ENE 11 u. 12a. chem Passat. 
Q 18 | 746 145 | 27.7 62 5.8 ENE 
& | 28 | 747 130 | 27.5 62 4,2 
à | 42 | 750 95 | 27.7 | 28.8 | 62 | 62 
#) 45 |740 | 215 | 26.6 62 | Drachen schwanken stark auf und 
4 48 | 743 180 | 27.1 62 nieder und sind nicht hôher zu 
D 654 | 757 0 | 28.4 | 288 | 63 | 63 | bringen. Wahrscheinlich Schichtung 
| | mit Windwechsel. 
EH 
| 
| Drachen - Aufstieg am 25. Juli 1906 p. m. 
| Luft- Feuchtig- s 
À Zeit [drack| Hôhe Temperatur | Li Wind Bemerkungon 
| oben ob. | unt. | ob. lunt.| ob. unt. 
C. | C. 1% | %o Im/sec.| m'sec. 


n S 
bp. 17 | 757 0 | 28.9 | 28.7 61 | 62 \wischen Heiteres, trocknes Wetter mit schwa- 
) 30 | 736 245 | 26.2 59 2u. 3p.| chem Passat. 


3p. 0 | 730 320 | 25.3 | 28.0 | 60 | 62 ENE | ENE 

< 25 | 731.5] 300 | 25.5 61 | 5.8 5.9 

à 28 |707.5| 6595 | 23.1 66 Zwischen 

‘| 35 | 726.5| 360 | 24.4 | 28.0 | 65 | 61 3 u. 4p.| Dasselbe wie Vormittags. (Schichtung 
5 44 | 735 260 | 25.5 62 ENE mit Windwechsel). 

ñ 52 | 757 0 | 27.8 | 27.9 | 61 | 60 5.5 
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Drachen-Aufstieg am 26. Juli 1906 a. m. 


Luft- Feuchtig- : 
Zeit |druck | Hôhe Meet RTE Mb Bemerkungen 
oben ob. | unt. | ob. |unt.| ob. | unt. 
3 m/sec.| m/sec. 
9 a. 80] 758 0 | 27.0 | 26.5 | 52?| 68 Zvwischen| Meist bedeckt, bôiger ENE. 
43] 714.5] 520 | 22.6 | 27.2 | 70 9 u. 10 a. 
53| 683.5] 910 | 19.4 88 | 78 ENE 
10 a. 16| 668 1095 | 18.4 92 8.1 6.9 9 à. 47 bis 10 a. 10 eine Bôe ohne 
18] 678.5| 960 | 18.8 92 Zwischen|]  Regen an der Küste. Apparat zeit. 
23] 648.5 | 1340 | 16.7 | 26.8 | 90 | 73 10u.1la|  weise in Wolken. 
83| 650.5 | 1320 | 19.0 88 ENE 
88| 637.5 | 1500 | 189 78 92 5.7 
48| 625 1670 | 18.1 52 
54] 640.5 | 1460 | 19.2 | 27.1 | 38 | 71 |) ENE 
11a. O0| 614 1825 | 183 38 l 8.1 |Zwischen 
14] 582.5 | 2290 | 16.0 35 ENE 11 u. 12a. 
28] 595 | 2095 | 16.7 40 | 9.0 ENE 
40] 619 1755 | 17.9 | 27.9 | 40 | 70 || ** 6.6 
54] 658.5 | 1215 | 19.0 90 Zwischen 
59! 659 | 1210 | 16.4 95 | 12a.u.1p 
12p. 5! 666 | 1120 | 17.9 80 97 | ENE 
14! 686.5] 855 | 19.4 | 27.5 | 94 | 70 $ 5.5 
25| 718 470 | 22.6 96 
36| 757 0 | 27.3 | 27.4 | 70 | 69 


Drachen - Aufstieg am 3. August 1906 p. m. 


Luft- Feuchtig- : 

Zeit |druck | Hôhe Dénperntor etes Wind Bemerkungen 
oben ob. | unt. | ob. |unt.| ob. unt. 
mm m C. C. °/ | °) Im/sec.| my/sec. 


1p. 22 | 759.0 O | 29.1 | 29.4 | 66 | 65 Zwischen| Wolkiges Wetter mit veränderlichers 
29 | 729.5] 355 | 259 70 g2 [Lu 2p. Passat. 
? | 663.5] 1170 | 186 86 ‘ E (N) 

3p. 42 | 760.5 0 | 29.4 | 29.0 | 60 | 60 5.7 Uhr stehen geblieben. Windrichtun;: 

k Zvwischen|]  oben: ESE. 
2 u. 3p. 
E (N) 
5.4 


Luft- 


id Zeit |druck | Hôühe 
oben 


mm m 


meteorologische Drachenaufstiege in Samoa. 503 


Drachen- Aufstieg am 6. August 1906 c. m. 


Temperatur 
ob. | unt. 
C. C. 


Feuchtig- 


keit 


ob. 


‘lo 


unt. 


lo 


Wind 


ob. 
m/sec 


Bemerkungen 


unt. 
m/sec. 


. 43] 760.5 0 | 28.7 | 28.9 | 63 | 66 ] Zwischen| Heiteres, trocknes Wetter mit starkem 
57| 703.5] 670 | 21.4 71 10u.11a| Passat, der auch nachts durch an- 
“11 a. 12] 6755] 1025 | 18.4 | 28.9 | 80 | 66 E 8.0 hält 
33] 650.5 | 1345 | 17.0 73 12.2 |Zwischen| Cirren aus NNW. 
39] 644 1430 | 16.9 48 11 u. 12a. 
47| 627 1665 | 18.6 | 28.9 | 13 | 66 E 7.8 
52] 625.5 | 1685 | 18.4 < 8 
“2p. O0! 603.5 | 1995 | 17.6 8 Zvwischen 
12] 587 2235 | 15.9 | 29.0 | <8| 67 | ENE |12a.u.lp. 
33] 593.5 | 2140 | 16.6 <8 E 8.2 
“1p. 13] 604 | 1985 | 17.4 | 28.9 | <8| 66 Zwischen 
23| 620 1760 | 18.1 <8 1 u. 2 p. 
48] 627.5 | 1655 | 18.7 | 28.7 | <8 | 67 E 8.5 
53] 634.5 | 1560 | 18.1 c. 10 
«2p. 3| 638 1510 | 16.5 | 28.5 | 23 | 68 Zwischen 
11] 639.5 | 1490 | 15.9 86 2 u. 3 p. 
34] 667.5 | 1120 | 18.4 | 28.5 | 91 | 70 E 9.2 
49] 706.5] 630 | 22.2 78 13.4 
43p. 5! 736 270 | 24.8 78 ‘* |[Zwischen 
15| 759 0 | 28.1 | 28.0 | 73 | 71 8 - AA 
8. 
Drachen - Aufstieg am 8. August 1906 a. m. 
Luft- Feuchtig- ; 
À Zeit |äruck| Hône | Temperatur | pois AE Bemerkungen 
oben ob. | unt. | ob. |unt.| ob. | unt. 
mm m C. C. °/o | °/o Im/sec.| mysec. 
+ 9a. 43] 7605 0 | 28.0 | 28.0 | 66 | 70 Zwischen| Veränderliches Wetter mit starkem 
48| 734 305 | 263 71 | 9.7 9 u. 10 a. Passat und heftigen Regenbôen. 
#10 a. 2] 691 830 | 219 | 28.2 | 81 | 72 ; 6.4 
16] 655.5 | 1290 | 18.8 90 9.4 Zvwischen 
321 614.5 | 1840 | 15.7 | 28.4 | 99 | 70 Ç 10 u. 11a 
44] 583 2280 | 13.8 88 L 10.0 6.3 
| 50[ 588 2205 | 14.6 79 ; 
| 5 2295 113.9 79 
| : 165 2385 à 56? | Schnelle Acnderung der Elemente. 
5 25951 13.9: |: 28.9 | 36 | 72 
Lis " 54 2810 12.9 26 922 |Zwischen Windrichtung oben: ENE. 
© 11] 545.5 | 2850 | 12.4 6 11 u. 12a.|) Veränderung beim Einsetzen einer Bôe. 
18] 550 | 2780 | 12.5 6 7.6 Die Drachen kommen in die Wolken. 
24] 551 2765 | 12.3 | 26.9 | 16 In der Büe unten bis : 10.6 m,sec. im 
341 562 | 2595 | 128 69 | 81 Mittel während 15 Minuten, bis 
40! 552 | 2750 | 11.7 99 14.6 14 m/sec. während 5:Minuten. 
47] 585.5 | 2245 | 13.5 | 25.9 | 98 | 87 |} MA Es hat sich wieder etwas aufgeklürt. 
55| 562 25951 12.5 97 02 _ à : 
di2p. 2[ 571 | 2460 | 12.5 | 27.3 | 96 | 73 | pa nb 3 Drachen reifen bei 
Apia, den 13. August 1906. 


Euler’sche Integrale. 


Von 
J. Thomae (Corr. Mitgl.). 


Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 27. Oktober 1906. 


In seinem Handbuche der Theorie der Gammafunctionen 
(Leipzig 1906) bemerkt Herr Nielsen im Eingangs des $ 57, da 
GauB vom Euler’schen Integral erster Gattung durch einen Grenz- 
übergang zu dem zweiter Gattung gelangt. Er fährt fort: ,diese 
SchluBweise ist indessen nicht streng, wir haben daher einem ganz 
anderen Wege zu folgen, um die heuristisch hergeleitete Formel 
in aller Strenge zu erweisen.“ 

Den Vorwurf der Unstrenge auf Gauf nicht sitzen zu lassen, 
ist der Zweck der folgenden Zeilen. 

Wir nehmen einen Hülfssatz voraus. Er sei 


v = ÿn, O<x<n, 
x x? x x" 
vo = nef #)-e = rte 


80 ist 


Er 
me(-5)+e Eh mao re 


ve) ( . ARR ) 
SANTO ENT : MST DU PAU Ve — uÿ(x), 
ETC RO ER ROC 


wo u kleiner als Eins ist. Ist nun 4 ein ächter Bruch oder Eins, 
so ist absolut genommen für grosse » 
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ve V1) = ouy (a) 
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qe mé Ju et 


Nun seien a = &+ix', b — B+16" Zahlen, deren reelle Theiïle 
positiv sind. Gauf geht bei seinem Grenzübergange zwar nur 
von der Voraussetzung à ——1 aus, doch genügt es vollkommen, 
a als positiv anzunehmen, was bequemer ist. Die Ausdehnung 
des erhaltenen Resultates auf den Fall, in dem nur «a > —1 ist, 
ist leicht. 


Die Function 


“ ha æ fe 6 ietiple (À) 


n d 


in der für die Logarithmen der Hauptwert zu nehmen ist, die 

wir mit Æ(x) = g(x)+ih(x) bezeichnen, hat immer den absoluten 

Betrag Eins, und g(x) h(x) liegen immer zwischen — 1 und +1. 
Es sei, unter » eine grofie positive Zahl vorausgesetzt, 


J(a,b,n) — el —- 
0 
parte be “ 2) re (1- 2) &, 
0 
be f " (1 né a k(x) fi 1 2) dx. 


v 


| (-2)& = 2+0, 


2|8 


Für P, schreiben wir 


P, — fa (2) ea 
0 
6 5 E 
74 mr pre TA 7 
0 n 


DaB der erste Theil von P, für wachsende » sich dem Grenzwerth 
fac a = T(a+1) beliebig nähere liegt auf der Hand, insbesondere 
ist er in dem von Gauf angenommenen Falle b = O diesem Werth 
für wachsende » oder # unmittelbar gleich. Der zweite Theil 
aber schreibt sich nach dem obenstehenden Hülfssatze und dem 
gewôhnlichen Integralmittelwerthsatze, wenn 00 ächte Brüche sind: 


b06 J. Thomae, Euler’sche Integrale. 
B As 
e(0v)” (1 - — g(6v)e y 


Re st UE Re 
Dieser Ausdruck nähert sich, weil 


(8v)" : eo” (#2): «7? 
immer unterhalb einer endlichen, nur von « abhängenden Grenze 
bleiben, mit wachsenden » der Null beliebig. Es ist also 


ao 
lim P, = ik ae dx = faa = T(a+i). 


n=œ 0 


Von Q, betrachten wir zunächst den reellen Theil und er- 
halten nach dem zweiten dem du-Bois-Raymond'schen Mittel- 
werthsatze 


RQ, = fi — D #0 — Satis +0. [> af g(x) dx, 


wo v' zwischen » und # — v“ liegt. Es ist also 


RQ, — one “(1 a g(x) dx 


und absolut genommen, 


Li sie-til 
—v V Y 
RQ, <e D 


weil g(x) zwischen — 1 und +1 liegt. Dieser Ausdruck nähert 
sich mit wachsenden » oder x der Null beliebig. Um dasselbe 
für den imaginären Theil zu erweisen braucht man nur g mit k 
zu vertauschen. Daraus ergiebt sich in aller Strenge der Gauf- 


sche Satz 
ltn e 
lin [2 “h-+) dx = f” ze * dx, 
n=@ 0 n 0 


w. z. b. w. Uebrigens ist der Art, wie Dirichlet (Meyer-Dirichlet- 
Vorlesungen über die Theorie der bestimmten Integrale, Leipzig 
1871, Seite 99) den Grenzübergang für d = O und reelle a recht- 
fertigt, wenig hinzuzufügen. 


EE 


Fragen der Krystallphysik IL 
Ueber die Wirkung eines Magnetfeldes auf das 
optische Verhalten pleochroitischer Krystalle. 


Von 
W. Voigt. 


Angemeldet in der Sitzung am 28. Juli 1906. 


Im Frühjahr dieses Jahres hat Herr Jean Becquerel') eine 
Anzahl Beobachtungen über das optische Verhalten eines pleochroi- 
tischen einaxigen Krystalles Xenotim im Magnetfelde verôffentlicht, 
die ein sehr groBes Interesse verdienen. Im folgenden will ich 
die Bedeutung dieser Untersuchungen für die allgemeine Theorie 
der magnetooptischen Wirkungen in Krystallen auseinandersetzen ; 
dabei wird sich zeigen, da Beobachtungen der von Herrn J. Bec- 
querel angestellten Art auch über gewisse Fragen der gewôhn- 
lichen Krystalloptik ein ganz neues Licht zu verbreiten ver- 
môgen, wenn auch freilich die bisher vorliegenden Resultate dazu 
noch nicht genügende Hülfsmittel bieten. 

Die genannten Beobachtungen betreffen einerseits und haupt- 
sächlich eine Art von Zeeman-Effekt an den sehr feinen Absorptions- 
linien des genannten Minerales, daneben auch die Polarisations- 
verhältnisse in dem Absorptionsspektrum. In diesem ersten Teil 
meiner Untersuchung will ich diejenigen Punkte behandeln, die 
durch J. Becquerels Beobachtungen im wesentlichen klar gestellt 
sind, während ich anderes, was noch weiterer experimenteller 
Durchforschung?) zu bedürfen scheint, auf einen zweiten Teil zu- 
rückstelle. 

Anwendbarkeit der beim Zeeman-Effekt in Dämpfen 
erprobten Grundsätze. Für eine theoretische Bearbeitung der 
J. Becquerelschen Beobachtungen ist zunächst die Vorfrage zu 
7 1) 3. Becquerel, C. R. 142, p. 775, 874, 1144; 1906. 

2) Vergebliche Bemühungen um Beobachtungsmaterial haben die Verzüge- 
rung des Druckes obiger Mitteilung verursacht. 
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erledigen, welchem Typus magnetooptischen Verhaltens 
von Kôürpern der benutzteXenotim-Krystall angehôrt. 
Bekanntlich läft die Symmetrie der magnetooptischen Wirkungen 
bei isotropen Kôürpern — wie das auch aus der Darstellung in 
Drudes Optik') hervorgeht — zwei wesentlich verschiedene Er- 
klärungssysteme zu, die zwar für den sog. Faraday-Effekt durch- 
sichtiger Kôrper nicht merklich verschiedene Erfolge ergeben, 
aber für zwei andere der Beobachtung zugängliche Erscheinungen 
zu entgegengesetzten Resultaten führen ?). 

Die eine dieser Erscheinungen ist die Drehung der Polarisa- 
tionsebene in der Umgebung eines Absorptionsstreifens, wenn Licht 
den Kôrper parallel zu den Kraftlinien durchsetzt. Hier verlangt 
das im Anschlu an Lorentzsche Vorstellungen von mir aufgestellte 
Erklärungssystem®) den gleichen Drehungssinn zu beiden Seiten 
eines Absorptionsstreifens, den entgegengesetzten im Innern 
desselben. Beobachtungen von den Herren Macaluso und Corbino {) 
sowie von Herrn Zeeman‘) haben bei leuchtenden Dämpfen dieses 
Verhalten nachgewiesen. Bei Flüssigkeiten glaubte Herr Schmauf f) 
dasselbe gefunden zu haben; aber Herr Bates”) hat wohl über- 
zeugend nachgewiesen, daB jene Beobachtungen nicht einwandfrei 
sind. Dagegen hat Herr Wood®) bei Praseodymchlorid das: ent- 
gegengesetzte Verhalten aufgefunden, nämlich entgegengesetzte 
Drehungen zu beiden Seiten des Absorptionsstreifens, wie dies 
der zweite Typus der Erklärungssysteme verlangt. 

Die zweite Erscheinung, in bezug auf welche die beiden Er- 
klärungssysteme sich widersprechen, ist das Verhalten der iso- 
tropen Kôrper im Magnetfelde gegenüber Strahlen, die sie normal 
zu den Kraftlinien durchsetzen. Hier verlangt das erste Er- 
klärungssystem eine Doppelbewegung, die namentlich in der Nach- 
barschaft der Absorptionsstreifen beträchtliche Werte annehmen 
kann, — das zweïite läft ebenda eine Doppelbrechung überhaupt 
nicht zu. 

Der Nachweis dieser Doppelbrechung in Na-Dampf ist uns?) 


1) P. Drude, Optik, 2. Auf. p. 406 und 420, 1906. 

2) L c. p. 

8) W. Voigt, Wied. Ann. 67, 345, 1899. 

4) D. Macaluso u. O. M. Corbino, C. R. 127, 548, 1898. 
5) P. Zeeman, Arch. Nierl. 7, p. 465, 1902. 

6) A. SchmauB, Ann. d. Phys. 2, 280, 1900. 

7) Bates, Ann. d. Phys. 12, 1080, 1908. 

8) R. W. Wood, Phys. Zeitschr. 6, p. 416, 1905. 

9) W. Voigt L c. p. 359. 
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im hiesigen Institut gelungen, — wodurch eine wichtige Prüfung des 
betreffenden Erklärungssystems erbracht war — bei festen Kürpern 
war es aber bisher nicht môglich, eine solche Doppelbrechung 
sicher zu stellen'). Auch in der letzten Zeit hier angestellte 
Beobachtungen mit einem neuen von Zeif-Jena gefertigten schônen 
Präparat der früher beschriebenen Art, bei dem der Lichtweg bis 
auf über 1m und die Feldstärke bis auf nahe 20000 GauB ge- 
steigert werden konnte, haben diese Sicherheit nicht gebracht, 
sondern umgekehrt wahrscheinlicher gemacht, da die von uns 
beobachtete Substanz dem ersten Erklärungssystem nicht gehorcht. 

Wenn also die an festen Kôrpern bisher allein vorliegenden 
— allerdings äuferst spärlichen — Bevbachtungen dieselben in 
Gegensatz zu den Dämpfen stellen, so ist es um so bemerkens- 
werter, da nach den Mitteilungen des Herrn J. Becquerel der 
Xenotim sich magnetooptisch wie die Dämpfe verhält. 

Bezüglich der Drehung der Polarisationsebene für parallel 
der optischen Axe — also parallel der Richtung der Isotropie — 
und parallel den Kraftlinien fortschreitende Wellen spricht er in 
seiner dritten Publikation*) mit voller Bestimmtheit aus, daf die- 
selbe zu beiden Seiten eines Absorptionsstreifens in gleichem Sinne, 
und zwar entgegengesetzt wie innerhalb desselben, stattfindet. 

Ueber die Doppelbrechung in der Richtung der optischen Axe, 
wenn dieselbe normal zu den Kraftlinien liegt, äuBert er sich 
nicht direkt ; indessen verhalten sich nach seinen Wahrnehmungen *) 
nahezu alle Absorptionsstreifen für Schwingungen parallel und 
solche normal zu den Kraftlinien bei Erregung des Feldes merklich, 
ja zum Teil hôchst auffallend verschieden, und bei dem bekannten 
Zusammenbang zwischen Absorption und Brechungsindex ist es 
unzweifelhaft, daB hiernach die Richtung der optischen Axe im 
Xenotim doppelbrechend wird, wenn dieselbe in einem Magnetfeld 
normal zu den Kraftlinien liegt. 

Hiermit scheint mir die Berechtigung erwiesen zu sein, einer 
Theorie der magnetooptischen Erscheinungen im Xenotim dasselbe 
Erklärungssystem — natürlich in der bei Krystallen notwendigen 
Verallgemeinerung — zugrunde zu legen, das sich bei der Er- 
klärung des Zeeman-Effektes und seiner Begleiterscheinungen 
in Dämpfen bewäbrt hat. Dabei ist aber von allem Anfang zu 
berücksichtigen, daB die von Herrn J. Becquerel beobachteten 


1) W. Voigt 1. c. p. 367. 
2) J. Becquerel 1. c. 1145. 
8) J. Becquerel 1. c. 776. 
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Veränderungen der Absorptionsstreifen des Xenotim im Magnet- 
feld sich dem einfachsten Typus des normalen Zeemanschen Triplets 
nicht fügen, daf insbesondere auch die elektrische Schwingungs- 
komponente, welche parallel den Kraftlinien liegt, vom Magnetfelde 
beeinfluft wird. k 

Das Erklärungssystem der komplizierten Zeemaneffekte. 
Es ergiebt sich daraus, da für die Erklärung der betreffenden 
Erscheinungen die erweiterte Theorie !) als Ausgangspunkt zu 
benutzen ist, die zur Deutung der komplizierteren Formen des 
Zeeman-Effektes, insbesondere der Quadruplets geführt hat. Das 
Wesentliche derselben ist die Annahme, da mit den in der Welle 
schwingenden Vectoren (oder Elektronen) bei Erregung des Feldes 
andere Vektoren (oder materielle Systeme) gekoppelt werden, die 
zur Ausführung von Eigenschwingungen befähigt sind, aber direkt 
dem Felde der Lichtwelle nicht unterliegen, und demgemäB auch 
nicht strahlen. 

Die Schwingungskomponente 8, der auf Elektronenbewegung 
zurückgeführten Teilpolarisation parallel zum Magnetfelde sollte 
hiernach z.B. mit der Komponente 3, des Hülfsvektors und der 
Komponente Z der elektrischen Feldstärke in der Lichtwelle ver- 
knüpft sein durch die Formeln 

08, d 8, 


B+a ss + oi +dih = 27, 


1) 
ER d'a bi 
ên a a, ot + b, ol? + d,8, RTE 0. 


Hierin bezeichnen a,, b,, a,, b, und s, Konstanten, d, ist eine 
Funktion der magnetischen Feldstärke, die mit jener verschwindet, 
aber im übrigen noch nicht aus den Beobachtungen abzuleiten ist. 
Setzt man dann kurz 


2) 9 +ia,9 —b, = 6, 9°+ia,9—b, = D, 
wobei # die reduzierte Schwingungsperiode bezeichnet, so ergiebt 
sich für den komplexen Brechungsindex v einer senkrecht zu den 


Kraftlinien des äuBeren Feldes fortschreitenden und ihnen parallel 
schwingenden Welle 


8) —=1+S 


Wir wollen diese Formel, die s. Z. im wesentlichen nur auf- 
gestellt worden ist, jetzt etwas näher betrachten, und zwar speziell 


1) W. Voigt, Wied. Ann. 68, 352, 1899. 


: 
| 
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für die nächste Umgebung eines isolierten schmalen Absorptions- 
streifens, dessen Parameter wir ohne Indizes führen. Wir setzen 
demgemäf 


4) D = n,+ 


wo nun *, den reellen Brechungsindex bezeichnet, der in dem be- 
trachteten Bereich bei Abwesenheit des betreffenden Absorptions- 
streifens herrschen würde. Ferner kürzen wir ab 
b) ed = f, ® = G+iH, D = g+ih, d® — k, 
wobei dann f, H,h,k in dem behandelten Bereich als konstant 
gelten künnen, während G und g mit der Periode variïieren. Speziell 
werden & resp. g sehr klein, wenn sich die Periode & der Eigen- 
periode Vb resp. Vb von 8, und 3, nähert. k enthält allein von 
allen Parametern die Stärke des Magnetfeldes. 

Eine einfache Rechnung liefert die Beziehung 

FCH(g° + n°) + h°] 
de Le. 1 

s) MX — Gy— Hh—h) + (Hg + M) 
wobei » den reellen Brechungsindex, x den Absorptionsindex be- 
zeichnet. Die beobachtete Absorption bestimmt sich durch nx, es 
ist aber in den uns beschäftigenden Fällen schwacher Absorption 
erlaubt, von der Veränderlichkeit von # in dem betrachteten Be- 
reich abzusehen und die Diskussion an den Ausdruck für 2n°x 
anzuknüpfen. 

Ist das Magnetfeld nicht erregt, so ist & — 0, und die Formel 
(6) reduziert sich auf 
H 
1) rar Can 
was bekanntlich die Existenz eines Absorptionsstreifens nahe bei 
G — O0 ausspricht. Die Erregung des Feldes ändert das Ver- 
halten in komplicierter und allgemein nicht leicht erkennbarer 
Weise. 

Zwei spezielle Fälle, die sich durch Einfachheit auszeichnen, 
môügen vorweg genommen werden. 

Ist © — ©, also a — a, bd — b, so wird aus (4) 

NUS Lire 1 1 

È DNA ER one tea) 
d.h. der Absorptionsstreifen, der nahe bei 8° — b lag, zerfällt 
durch das Magnetfeld in zwei nach beiden Seiten äquidistante. 

Ist umgekehrt b sehr stark von b verschieden, so ist nahe 
dem ursprünglichen Absorptionsstreifen y groB gegen &, H, h, und 
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man kann dort schreiben 


Hg” 
2 —— . 
9) 2n°x — (Gg—k) + H°9° 
Da jetzt nur G merklich von der Periode # abhängt, ist das 
Maximum von 2n°x dadurch gegeben, daf 
G = ]9, 


und da G = #*—6b ist, so kann man, indem man $ — \b(1+0) 
setzt, schreiben 


G 


[ 

n° 
S 
S 
<Q 
| 

S 

| 
LA 


also 
10) Ô — k*[2b(b — b). 
Dies sagt aus, daf der ursprüngliche Absorptionsstreifen in der 
Richtung grôBerer oder kleinerer Perioden verschoben wird, je 
nachdem b Z b, d.h. je nachdem die Eigenperiode von 8,Z der 
von % ist. 

Im Bereich der Eigenperiode von 3, ist in dem vorausgesetzten 
Falle umgekehrt G gro gegen H, h und 9, so daf hier gilt 


s, = TIH(g+h)+ MT, 
Dies gibt bei hinreichend kleinem k ein Maximum der Absorption 
in der Nähe von 


g = KG, 

aber dies Maximum ist wegen des als groB vorausgesetzten G& 
immer sehr klein, nämlich von der GrôüfBenordnung von fH/G, d.h. 
von der Absorption, die vor Erregung des Feldes in dem be- 
trachteten Bereiche herrschte, und die nach Annahme unmerklich 
ist. Die Lage des Maximum bestimmt sich bei der Substitution 
& — Vb(1+b) durch 

12) D — k°/2b(b—b); 


es liegt also von Vb nach grôfieren oder kleineren Perioden, je 
nachdem b Z b ist. 

In diesem Falle reduziert sich somit die Wirkung des Feldes 
im wesentlichen auf eine blofe Verschiebung des Absorptions- 
streifens, die je nach Umständen in der Richtung nach rot oder 
violett stattfinden kann. 

Nach diesen von den extremen speziellen Fällen gelieferten 
Resultaten kann man nun die Aussage der allgemeinen kompli- 
zierten Formel (6), die sich zu direkter Behandlung wenig eignet, 
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mit ziemlicher Sicherheit vermuten. Weicht G und H von g und 
h ab, so wird mit wachsender GrôBe des Unterschiedes die bei 
Gleichheïit stattfindende symmetrische Zerlegung der Absorptions- 
linien mehr und mehr dissymmetrisch. Die Dissymmetrie tritt 
sowohl bezüglich der Lage, als bezüglich der Intensität ein; die 
der Urlage näher verbleibende Komponente behält die grüfere 
Intensität, sie kann aber je nach Umständen ebensowobl nach der 
roten, wie nach der violetten Seite des Spektrums hinliegen. 

Setzt man in (6) G — G,+e, g — G,—e, so bezeichnet nach 
der Bedeutung von G und g der Betrag 2e die Differenz der Qua- 
drate der Eigenschwingungen der beiden Vektorkomponenten B, 
und 3, und das für den Vorgang in erster Linie maBgebende Glied 
Gg—Hh—k wird zu G—Hh—(e+k). Es verbindet sich also” 
é additiv mit #. | ; 

Dies zeigt, da eine VergrôBerung der in # enthaltenen Stärke 
des magnetischen Feldes auf die Erscheinung eine äbnliche Wirkung 
äufern wird, wie eine Vergrüferung der Differenz der Eigen- 
schwingungen von 8, und 3,; auch sie wird demnach die Dissym- 
metrie der Komponenten des Absorptionsstreifens nach Lage und 
Intensität befôrdern. 

Zusammengehôrige Absorptionsstreifen in den Haupt- 
spektren eines rhombischen Krystalles. Um nun die For- 
meln der magnetooptischen Wirkungen für einen Krystall rhom- 
bischer Symmetrie zu bilden — welcher Fall für unsere Zwecke 
sowohl einfach, als allgemein genug ist — haben wir von den 
Dispersionsgleichungen für diesen Fall auszugehen, also an das 
System 


Œœ, ,, O'Æ 
k,+a,— +0, TR — & À, 
Ge) "À 
13) pra es — 47, 


” (0) LL4 
B +0, " + b, ne = e, Z 


anzuknüpfen, welches die Krystallaxen als Koordinatenaxen vor- 
aussetzt. 

In diesen Formeln erscheinen die Komponenten &,, %),, 8, der 
Teilpolarisationen als von einander gänzlich unabhängig; eine jede 
hat ihre besondere Eigenschwingungsdauer und ihre eigne Dämpfung; 
einem jeden Komponentensystem entspricht ein eignes Haupt- 
absorptionsspektrum, und es bleibt zunächst vollständig willkürlich, 
welche Glieder der Reïhen #,,%,,X,, ..…., 2), 2), Ÿ, > D Des 


Kgl. Gor, d. Wise. Nachrichton. Math.-phys. Klasse. 1906. Hoft ü, 
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man als znsammengehôrig ansehen will Die gewôhnlichen Ab- 
sorptions- und Dispersionsvorgänge gestatten ebensowobhl z. B. 


Ki, Dis Bo5 Eur Dos Bii ss Dis B: 


als Komponenten eines Vektors anzusehen, als 


ES Dir Bis 419,58: D, Be 


Anders, wenn es sich um die Berechnung der Wirkung eines 
äuBeren Magnetfeldes P bandelt. Was insbesondere den fundamentalen 
Ansatz angeht, der sich nach Lorentz durch die auf schwingende 
Elektronen ausgeübte Kraft deutet und zu den Gesetzen der nor- 
malen Triplets führt, so wird bei ihm die auf einen Vektor A, 
ausgeübte Wirkung durch das Vektorprodukt [f,.P] gemessen, 
ihre Komponenten hängen also von allen drei Komponenten 
der Geschwindigkeit À, ab, und ihre Berechnung erfordert die 
Kenntnis, welche Komponenten #,, %),, 8, demselben Vektor — 
derselben Elektronenart — zugehôren. 

Hieraus ergibt sich eine wichtige Folgerung für die gewühn- 
liche Theorie der Absorption und Dispersion pleochroitischer 


Krystalle. 
Die Beobachtung der drei Hauptabsorptionsspektren eines 
rhombischen Krystalles vermag — gleichviel mit wie grofien 


Schwierigkeiten — die Werte der sämtlichen Parameter a,, b,,8,; 
d,, 0, 85 1 0,, &, für die Komponenten #,, %,, 8, nach den Kry- 
stallaxen zu vermitteln; sie gibt aber keinerlei AufschluB darüber, 
welche Tripel dieser Parameter ein und demselben Vektor zuge- 
hôren, welche Absorptionsstreifen in den verschiedenen Spektren 
einander entsprechen. Wie nun die an Lorentz anknüpfende Theorie 
der magnetooptischen Wirkungen die Kenntnis dieser Beziehungen 
verlangt, so wird die Vergleichung ihrer Folgerungen mit der 
Erfahrung — gleichviel mit welchen Schwierigkeiten — umgekehrt 
die Mittel bieten,. um die Zusammengehôrigkeit irgend welcher 
Absorptionsstreifen der drei Spektren, also dreier Schwingungs- 
komponenten X,, 2), 8, zu erweisen. Das ist offenbar ein Punkt 
von grofer prinzipieller Bedeutung, wenn auch vorläufig noch 
nicht allzuviel Hoffnung auf die wirkliche Durchführung dieser 
Untersuchung gestattet ist. (Die Analogie mit der Anwendung 
des Zeeman-Effektes zur Auffindung von Linienserien fällt in die 
Augen.) 

Jedenfalls sind die Krystalle mit feinen Absorptionsstreifen 
(wie z. B. Xenotim), die magnetooptische Effekte relativ leicht er- 
kennen lassen, die ersten, an welche die Untersuchung anzuknüpfen 
hat. Dabei scheint übrigens ein ganz wildes Probieren bei der 


33% 


| 
: 
| 
| 
| 
: 
| 
{ 
| 
| 


Ueber die Wirkung eines Magnetfeldes auf das optische Verhalten etc 15 


Auswahl der vermutlich zusammengehôrigen Absorptionsstreifen 
nicht nôtig zu sein. Die Spektrentafeln, welche die Resultate der 
schônen Untersuchungen des Herrn H. Becquerel:) über die Haupt- 
absorptionsspektren von Scheelit, Xenotim, Parisit, Didymsulfat, 
Didym-Kaliumnitrat veranschaulichen, geben in dieser Hinsicht viel- 
mehr bestimmte und willkommene Winke. Jeder Gruppe von 
Absorptionsstreifen in dem einen Hauptspektrum entspricht nach 
Lage und gelegentlich auch nach Anordnung eine ähnliche in dem 
andern oder den beiden andern, und es erscheint selbstverständlich, 
den einem Absorptionsstreifen in dem ersten Spektrum zugehürigen 
zunächst in den entsprechenden Gruppen der anderen zu suchen. 
Die Hauptgleichungen. Neben der oben als ,,Lorentzschen‘ 
bezeichneten Wirkung eines Magnetfeldes haben wir nun nach dem 
S. 4 Gesagten noch jene weitere einzuführen, die zur Erklärung 
der komplizierteren Formen des Zeeman-Effectes führt. Wir ge- 
langen dadurch zu der folgenden Erweiterung des Systemes (13) 


OX, 04, 
DS EL à 


Oh _ RO) _ 
+ dt, + sa (re - 2) a ë, À, 


: ; 08, ô ; 
13) Ÿ, + a, SE + b, “ 39, ++ 8c(4 8 #, à) = €, Ÿ, 


NN ot 
UA L4 OX, Ô L/4 
B+ a; 98 + b, 2 8, + di +80, B Dh = €,7; 
(os ot ot ot 


Ô dr, 
t, + 2. + D, _. +d,X, = 0, 


M Lg Un 
14) D + a, + TE + AD, = 0, 


an. 
ên œ = a, ôt 


dy : … 
+, ot? + d,8, AS 0, 


Dabei bezeichnen 4, B, I die Komponenten des äuBeren Magnet- 
feldes, und es ist aus dem früher von mir?) benutzten Parameter 
e, im ersten System je der Faktor &,, &,,e, herausgezogen, weil 
nach dem Prinzip der Energie nach Division mit diesen Grülen 
die Klammern in allen drei Gleichungen denselben Faktor haben 
müssen. Die d, messen die magnetische Koppelung der Vektor- 
komponenten #,, %),, 8, einer-, der 4,,t,, 4 andererseits; man wird 
nach früherem d, als allein von 4, d, allein von B, d, allein von 


1) H. Becquerel, Ann. de Chim. et de Phys. (6) 14, 170, 1888. 
2) W. Voigt, Wied. Ann. 67, p. 347, 1899. 
30 * 
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T abhängig') und mit diesen Grôfen verschwindend betrachten 
dürfen. Die Indizes » beziehen sich auf die verschiedenen Elek- 
tronengattungen. 

Für periodische Schwingungen folgt aus (14) 


4,%,+1(1,9,-— B,8,) = Z, 
15) 4,9, +148, T4) — }, 
JB +i\BË,—- 4,9) = Z, 
wobei 
LÉ MESGRE 


1/©@ d;9 A 
mir d D DU 
à 


hinzu kommen die Maxwell-Hertzschen Grundgleichungen 


7 A un 
ot — °\o oo} ot — "\oy 6e 
u. s.f., wobei die Polarisationen 


LmXTFSX, 
sind. Verlaufen die magnetischen Kraftlinien der Z-Axe parallel, 
so”ist 
AID BR A0, Ie Ps PI; 
wobei wieder P die Feldstärke bezeichnet, und aus (15) wird 
4,4 +1P,9, = X, 
dpY, FLE, = Y, 4,8, =:7; 
4, und 4; nehmen wegen d, — 0, d} = 0 hierbei die einfacheren 
Formen an 
19) Jin = O8, di, = 9,169". 
Für die Polarisationen ergibt sich hiernach 
= Xf1+2 F)-T5 
20) 9 = Y(1+2 R)+iXS Re, je (+32) 
N,=,4,, 44 P; 
Die für uns in Betracht kommenden Hauptfälle sind dadurch 


charakterisiert, da die Fortschreitun gsrichtung in eine der Haupt- 
axen fällt. Fortpflanzungen parallel der X- und parallel der 


18) 


v 


1) Ueber noch allgemeinere Koppelungen s. W. Voigt, Wied. Ann. 68, p. 362, 
1899; dergleichen heranzuziehen geben indeB die vorliegenden Beobachtungen 
zunächst keine Veranlassung. 
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Y-Axe sind dabei nicht wesentlich verschieden, — der Haupt- 
unterschied beruht nach der Theorie darin, ob die Fortschreitung 
parallel oder senkrecht zu den Kraftlinien des Feldes stattfindet. 

Fortpflanzung normal zum Feld. Fällt die Wellennormale 
in die X-Axe, so ist nach (17) X — 0, und es folgt aus (20) für 
die parallel zur XY-Ebene und die parallel zur Z-Axe stattfin- 
denden Schwingungen 


21) = 1+5> Le 


Analog gilt, wenn die Welle längs der Y-Axe, fortschreitet, 
9 — 0 und 


(= +) 
22) v} ii TRE — M = 113 +. 
h 1+5 LU h 


Bei Abwesenheit eines Magnetfeldes nehmen die Ausdrücke 
für alle drei »° die Form von v° an, und gewinnen alle 4 die 
aus (19) ersichtliche einfache Bedeutung. Absorptionsstreifen liegen 
in diesem Falle immer da, wo der reelle Teil eines der 4 resp. 
© sehr klein wird 

Nahe diesen Stellen des Spektrums überwiegt dann ein Glied 
der Summen, das wir wieder ohne Index führen, alle übrigen, und 
wir kônnen dort ähnlich wie S. 511 setzen 


! 2 
D dd AP 
N' (ni, + $ 
4 F2 1 
EN PRE etre . = Mot: 


À, ? Le <a 
N° (ne, ps +) 


Die Ausdrücke für v? und v? lassen sich leicht auf die Formen 
bringen 


Ml ren. 8 

24 v, TE (L+2,n8)(1 + 40050) — Ho 180 Lui 
Do MP ti 2e rm pd 
po (+ ni) (+20 1%) — Mio 130 P° 


Wir knüpfen hieran zunächst noch eine allgemeine Bemerkung. 
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Aus 


f 


CT 3 
MIT GER 


ist oben gefolgert worden 
H 

2b) Qn°x — PE D 
Schreibt man diese Formel 

M LAC RE 

v_ m(G+iH)+f 
so ergibt sich 
2% fH 
ra CCE ENT: 


Die Vergleichung mit (25) ergibt, daB die Bedingung dafür, 
daB innerhalb des Absorptionsstreifens n als konstant und zwar 
gleich », angesehen werden kann, die ist, daf in der Klammer 
des Nenners von (26) f vernachlässigt werden kann. In der Tat: aus 
(25) folgt ein Maximum für 2n°x bei G — 0, aus (26) ein solches 
für 2x]n° bei G = f/n,, sollen beide merklich zusammenfallen, so 
muB f/n; eine sehr kleine Grôfe sein. 

In den Formeln (24) stehen die 4 an Stelle von (G +iH)/f 
früher, demgemäf kommt die oben erwähnte Vernachlässigung auf 
die Beseitigung von 1 neben 4,n, und Æ!n,, hinaus. Hierdurch 
gewinnen wir aus (24) die Beziehungen 


ml pi EP: 
27) Lin ne = ) 
0 D NUS RO NN 
| MCAEPT 


Diese Formeln haben wegen der Aequivalenz von #5/v° und v’fn, 
in bezug auf die Berechnung der Absorption genau die Gestalt 
von (4), nur tritt jetzt neben der Schwingung der Vektorkom- 
ponente %, oder 9, nicht diejenige der ihr magnetisch gekoppelten 
x, oder ÿ, auf, sondern je die Schwingung von 9), resp. #.. Infolge 
hiervon lassen sich die S. 511 bis 13 erhaltenen Resultate un- 
mittelbar auf den vorliegenden Fall übertragen, und man kann 
folgendes behaupten. 

Haben die Komponenten *X und 9%) ihren Absorptionsstreifen 
gemeinsam (4, — 4}), so werden beide bei einer Einwirkung des 
Feldes parallel der Z-Axe sich symmetrisch teilen. Weichen die 
beiden Streifen nach Lage und Stärke ein wenig ab, so wird die 
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Teilung nach Lage und Stärke unsymmetrisch stattfinden und die 
Dissymetrie bei beiden Streifen die entgegengesetzte sein. Bei 
wachsendem Abstand der beiden Streifen (gelegentlich auch bei 
wachsender Stärke des Magnetfeldes) nimmt die eine Komponente 
eines jeden von ihnen an Stärke ab, und schliefilich bleibt nur eine 
entgegengesetzte Verschiebung der beiden Streifen übrig. 
Während die symmetrische Trennung nahezu der Feldstärke selbst 
proportional verläuft, weicht die dissymmetrische mehr und mehr 
von diesem Gesetz ab; die einfache Verschiebung folgt näher der 
Proportionalität mit dem Quadrat der Feldstärke. 

Beiläufig sei bemerkt, daB die Gleichungen (27) direkt jaus 
den ersten Formeln (21) und (22) gewonnen werden kônnen, wenn 
man in diesen das letzte Glied vernachlässigt. Hieraus folgt, daB 
die S. 12 eingeführte Annäherung mit dieser Vernachlässigung 
äquivalent ist, und man statt der ersten Formeln (21) und (22) 
auch schreiben kann 


! 


4 4 
28) nt, = + 


Dies bezüglich der Ausdrücke für »° und »,. Die Formel 
(23°) für v° zeigt, daB diese GrôBe sich genau verhält wie v” auf 
S. 5; die Zerlegung des betreffenden Absorptionsstreifens wird 
hier also durch den mit B gekoppelten Vektor 3 bestimmt. 

Fortpflanzung parallel zum Felde. Schreitet die Welle 
parallel der Z-Axe, d.h. parallel den magnetischen Kraftlinien 
fort, so ist 8 — 0, und die Formeln (18) für Æ und % ergeben 
zwei Schwingungen in Ellipsen, deren grofie Axen resp. nahe mit 
der X- und Y-Axe zusammenfallen. Für den komplexen Brechungs- 
index » gilt die Formel 


29) (-»+3 


Ano\ (1 2 94 51 = | FR). 
R)(-"+25) = (2x 
Sind die beiden Summen links gleich, so ist der Krystall einaxig, 
und die Z-Axe ist seine optische Axe. Hier ergeben sich die- 
selben Gesetze wie bei isotropen Medien: Zerlegung der Welle in 
zwei zirkulare mit den komplexen Brechungsindizes 
1 

2 
30) V ARE Ep: 
und demgemäB mit gegen die ursprünglichen symmetrisch ver- 
schobenen Absorptionsstreifen. Auf diesen Fall gehen wir nicht 


näher ein. 
Sind die Summen merklich verschieden, d.h., ist in der Rich- 
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tung der Z-Axe beträchtliche Doppelbrechung vorhanden, so lôst 
man die Gleichung (29) nach »* am besten in der gewohnten Weise 
durch Annäherung auf, indem man je in dem einen Faktor links 
denjenigen Wert für 1—%° einsetzt, der den andern zu Null macht. 
So ergibt sich 


, 
7 GX) 
oi ee ME Ve 
h D —— Ÿ. 
31) . 
ee dre (Bx) 
v, = T— 
, D, De did 
pe 


wobei, wie früher, N, — 4,, 4j, — P;. 
In der Umgebung eines der ursprünglichen Absorptionsstreifens 
schreiben wir wieder 
RE AS P°/N° 
POUR nn EAN 
À P°|N° 
ent ao 
TR UR nn + (Gi AIN 


32) 


Läft man wie früher in den mit P° proportionalen Gliedern 1 
neben An, und d'n;, fort, so kann man dafür schreiben 
4! P? 
ER GED 
P? 


33) 
— n° + A, met enrene 1 9 
TURN (ni, —n)Nt 


Nach dem zu (28) Gesagten darf man annehmen, daf bei merk- 
licher Doppelbrechung auch hier die ersten beiden Glieder die 
Erscheinung im wesentlichen bestimmen. Es werden demgemäB 
bezüglich der Qualität der zu erwartenden Erscheinungen die Bemer- 
kungen von $. 518 verwendbar bleiben. Doch mag auf einen wesent- 
lichen Unterschied zwischen den beiden Fällen aufmerksam gemacht 
werden: hier handelt es sich um die Absorptionslinien in zwei 
Hauptspektren, die beide bei derselben Beobachtungsrichtung 
wahrgenommen werden kônnen und sich bei einfallendem natür- 
lichen Licht auch superponieren. Dort kamen zusammengehürige, 
d.h. auf denselben Vektoren beruhende Streifen in zwei Haupt- 
spektren in Betracht, die in zwei zu einander normalen 
Richtungen bevbachtet werden, bei (elektrischen) Schwingungen, 
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die je der andern Beobachtungsrichtung parallel liegen, die sich 
also nicht superponieren. Dies ist zu richtigem Verständnis der 
Vorgänge wohl zu beachten. 

Die übereinstimmenden Fälle. Wir wollen nun in einem 
Schema die verschiedenen Füälle zusammenstellen, die resultieren, 
wenn man sowohl die Feldstärke ? als die Fortpflanzungsrichtung 
sukzessive in alle drei Koordinatenaxen legt. Dabei sollen die 
Formeln (21), (22) und (33) in den betreffenden Annäherungen 
benutzt werden. 


À, À, 
PIX, ox, mnt, = mt; 
4, 


1 
© || Y, v, = Mo + > v, = No+—; 


S A 
o|Z, = n+ _ v = Rare 
DTA EL: 
PIX, olX, nt, = nt; 
or, #=n+S, = nt; 
À, : 1 


2 . 
of|Z, v. = Mot it Mo À 7 


1 
PIZ olX, = nt, = ht 


_ 


2 1 ne A, 
hMÉMALS Not mr) ES Mio + 


À 
olZ =n+S, = nt; 
N''— 4,4, — P", 


Man sieht, daf unter den aufgeführten »’ eine grofie Zahl über- 
einstimmen. 

Geht man nun vom rhombischen zu einem optisch einaxigen Kry- 
stall üiber, dessen Hauptaxe die X-Axe sein mag, so ist in den vor- 
stehenden Formeln 4’ = 4", d) = A,n,, — 1, zu setzen, und 
es kommen für den Fall, daf P und « || X sind, jetzt die in (30) 
angegebenen Formeln zur Anwendung. Da überdies hier die Füälle 
P|| Y und ? | Z nicht wesentlich verschieden sind, so gelangt man 
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zu folgendem Schema 


\ 1 
PIX, | X, v», — Mot TP TP vi = MY TSF: (LV) 


L 
TRS 


1 Prog à atté) 
Lo 1Z, = Mot) Vy = Mo |, 
N= 4" P". 
P | Y, © I X, v° = n° PU (l) V —= n° pi 4 (I) 
2 ) y vw T9? ñ 20 T NN"? 


DU, = n+ Te, (V) = m4, (V9 


eZ = +, (UT) à = n+ 5 (UT) 
NPA EE 


Schlieft man die eingeklammerten Fälle aus, die den unmittelbar 
vorhergehenden äquivalent sind, so erhält man 10 geometrisch 
verschiedene Füälle, die sämtlich von Herrn J. Becquerel der Be- 
obachtung unterworfen sind. Die in Klammer beigesetzten Zahlen 
geben die Ordnungszahlen der betreffenden Beobachtungsreihe an, 
wobei die Reïhen I, II, III in Herrn Becquerels erster Abhandlung 
wirklich mit diesen Zahlen bezeichnet sind, den Reïhen IV und V 
in der zweiten Abhandlung aber die betreffenden Zahlen erst bei- 
gelegt worden sind. 

Nach Herrn Becquerels Beobachtungen bestehen Ueberein- 
stimmungen zwischen den Reiïhen 


I' und ITI', Lund V', III und V?, 


während die übrigen von einander merklich unabhängig sind. Die 
vorstehende Tabelle ist hiermit in vollständiger Uebereinstimmung. 

Die übrigen Beobachtungsresultate. Was im einzelnen 
das Verhalten der Absorptionsstreifen des Xenotim angeht, so er- 
gaben die Becbachtungen von Herrn J. Becquerel überwiegend die- 
selben Typen, die im vorstehenden besprochen sind. Symmetrische 
Zerlegungen oder symmetrische Verbreiterungen, die als der Anfang 
von solchen aufgefafñit werden künnen, unsymmetrische Zerlegungen, 
bei denen die weiter entfernte Komponente die schwächere ist 
und mit wachsendem Felde sich noch weiter abschwächt, dem ent- 
sprechende unsymmetrische Verbreiterungen, endlich Verschiebungen 


Ueber die Wirkung eines Magnetfeldes auf das optische Verhalten etc. 593 


ohne Andeutungen einer Zerlegung oder Verbreiterung finden sich 
in der umfangreichen Zusammenstellung verzeichnet ; und zwar 
kommen beide Arten von Dissymmetrien (nach rot und nach violett) 
ungefähr gleich oft vor. Man wird nach dem Vorstehenden alle 
diese Erscheinungen als durch das bei dem Zeeman-Effekt der 
Dämpfe bewährte Erklärungssystem befriedigend dargestellt er- 
achten dürfen. 

Das von Herrn J. Becquerel als überraschend besonders her- 
vorgehobene verschiedene Verhalten desselben Absorptionsstreifens 
des ordinären Hauptspektrum in den Füällen I! und IT° ist in voll- 
ständiger Uebereinstimmung mit der obigen Zusammenstellung, wo 
beide Effekte sich durch ganz verschiedene Funktionen darstellen. 

Ebenso kann nicht überraschen, daB die Grüfenordnung der 
Zerlegungen teilweise die bei Dämpfen beobachteten übertrifft; es 
handelt sich hier eben um ganz andere Verhältnisse, und eine Be- 
rechnung nach den Lorentzschen Formeln für normale Triplets 
würde vielfach gar nicht zulässig sein. Insbesondere sind nach der 
Theorie die Effekte im allgemeinen gar nicht mit der Feldstärke 
proportional, sondern folgen komplizierteren z. B. quadratischen 
Gesetzen. Irre ich nicht, so geben die Tabellen Herrn Becquerels 
auch eine Andeutung für ein solches Verhalten. Während der 
Autor nämlich ausdrücklich die vollständige Uebereinstimmung der 
Fälle I° und V' betont, gibt er bei der Länie 4) im ersten Falle 
bei ca. 82000 Einheiten Feldstärke die Trennung auf 0,84 uu an, 
im letzten bei ca. 23000 Einheiten auf 0,23 uu; hier findet sich 
also eine Abweichung von der Proportionalität im Sinne des qua- 
dratischen oder biquadratischen Gesetzes. 

Schwierigkeiten bieten für das Verständnis unter den be- 
obachteten Vorgängen wohl nur die unsymmetrischen Duplets im 
Falle IV, wo der reine longitudinale Zeeman-Effekt vorliegt. In- 
dessen darf man nicht vergessen, daf es keineswegs sicher ist, ob 
alle die beobachteten Absorptionsstreifen wirklich einfach sind, 
daf vielmehr die scheinbar einfachen Streifen bei festen und 
flüssigen Kôrpern sehr häufñig komplizierten Bau haben'), der um so 
schwerer zu erkennen ist, als die Breite der einzelnen Streifen 
nicht unbeträchtlich zu sein pflegt. Wenn aber ein Streifen aus 
zwei Komponenten besteht, die sich zwar symmetrisch, aber ver- 
schieden zerlegen, so wird das Resultat offenbar unsymmetrisch 
aussehen. 

Ueberhaupt dürfte die Breite der Streifen hier und da kompli- 


1) 8. z. B. Kettelers Lehrbueh der Optik. 
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zierend wirken, insofern bei dichter Lage die Komponenten des 
einen Streifens leicht in das Bereich derjenigen des andern kommen 
und dann, selbst wenn man (wie oben der Einfachheit halber ge- 
schehen) von einer direkten Wechselwirkung zwischen den verschie- 
denen Vektorkomponenten &,, #,, X,, ... absieht, durch die Super- 
position scheinbare Verschiebungen der Komponenten eintreten. 

Dies bezüglich des Verhaltens- der Absorptionsstreifen. Was 
die Beobachtungen der Doppelbrechung und der Polarisationsver- 
hältnisse angeht, so bedürfen m.E. (wie ich schon im Eingang be- 
merkte) einige der von H. Becquerel beschriebenen Erscheinungen zu 
vollständiger Aufklärung noch ergänzender Beobachtungen. Dem- 
gemäB mag es hier an einigen einzelnen Bemerkungen genügen. 

Wie die (angedeutete) magnetische Doppelbrechung in der 
Richtung der optischen Axe infolge eines zu ihr normalen Magnet- 
feldes sich erklärt, zeigt die Zusammenstellung auf S. 522 in den 
mit T' und I° bezeichneten Formeln. 

Das anormale Verhalten der Rotationspolarisation bei einigen 
Linien, falls längs der in die Kraftlinien gelegten optischen Axe 
beobachtet wird (Fall IV), ist nicht so ganz ohne Analogien. Man 
kennt schon längst einige Kôrper, z. B. Eisenchlorid!), bei denen im 
Gebiete unmerklicher Absorption die elektromagnetische Drehung 
nicht (wie gewühnlich) im Sinne der das Feld erzeugenden Strôme, 
sondern entgegengesetzt stattfindet. Jedes derartige Verhalten 
läft nach der Theorie die Anwesenheit von Absorptionsstreifen 
von anormalem Verhalten vermuten. Dergleichen Streifen mügen 
noch häufiger vorkommen, als bekannt, aber durch die Wirkung 
zahlreicherer und kräftigerer Absorptionsstreifen von normalem 
Verhalten in demselben Spektrum verdeckt sein. 

Der Schluf, daf bei solchen anormalen Streifen positive 
Ladungen die Eigenschwingungen ausführen, ist nicht vôllig zwin- 
gend. Eine bekannte Theorie des Diamagnetismus nimmt z. B. an, 
daf die Erregung des Feldes Molekularbewegungen induziert, die 
innerhalb gewisser molekularer Bereiche ein Feld von entgegen- 
gesetzter Richtung bewirken. Wenn in solchen Bereichen negative 
Elektronen schwingen, so werden sie zu Absorptionsstreifen von 
dem beschriebenen anormalen Verhalten Veranlassung geben. Die 
Môglichkeit eines solchen Vorganges ist jedenfalls zuzugeben. 


1) G. Quincke, Wied. Ann. 24, p. 614 u.f., 1885. 
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Ueber das Verhalten 
von Schwermetallsulfiden in wässriger Lôüsung. 


Von 
Oskar Weigel. 


Vorgelegt von Th. Liebisch in der Sitzung vom 8. Dezember 1906. 


I. Teil: Die Lôslichkeit von Schwermetallsulfiden 
in reinem Wasser. 


Die Arbeit, deren erster Teil hier vorliegt, verfolgt das Ziel, 
die physikalischen Constanten der sulfidischen Erze festzustellen, 
die zu einem klaren Einblick in die Bildung der Erzgänge und 
Erzlager nôtig sind. Der‘erste Teil umfaft die Lüslichkeit der 
wichtigsten Schwermetallsulfide in reinem Wasser. Später folgende 
Teile sollen die Temperaturcoefficienten der Lôslichkeit und die 
Lôslichkeïtsbeeinflussung behandeln. 


A. Arbeitsmethode. 


1. Berechnung der Concentration aus der Leitfähigkeit. — 
Bei der auBerordentlich kleinen Lôslichkeit der untersuchten Stoffe 
war nur auf zwei Wegen eine erfolgreiche Bestimmung zu er- 
warten: durch die Messung der elektrischen Leitfähigkeit der 
gesättigten Lôsung oder der elektromotorischen Kraft der Schwer- 
metallelektrode in einer Lôsung. Die letztere Methode konnte im 
vorliegenden Falle nicht in Frage kommen, da Elektroden von 
genügender Reïnheit und Grôke nicht in allen Fällen beschafft 
werden konnten. | 

Der Anwendung der erstgenannten Methode standen ebenfalls 
verschiedene Schwierigkeiten im Wege. Es handelte sich um die 
Fragen: In Form welcher Jonen geht das Sulfid in Lôsung, welche 
Beweglichkeit kommt diesen Jonen zu, und wie weit ist das gelüste 
Sulfid hydrolytisch gespalten? Diese drei Fragen lôsten sich 
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überraschend einfach; denn es zeigte sich im Verlauf der Unter- 
suchung, daB richtige Lôslichkeitswerte erhalten werden, wenn 
quantitative Hydrolyse des gelüsten Sulfids angenommen wird, s0 
daf als Jonen nur das Metall-Jon und das Hydroxyl-Jon in Frage 
kommen. Der bei der Hydrolyse gebildete Schwefelwasserstoff 
besitzt, wie Messungen ergaben, eine so geringe Leitfäbigkeit, da8 
diese gegenüber dem Leitvermôgen des Hydroxyds vernachlässigt 
werden kann. 

In einigen Fällen wurde eine genaue Bestimmung der Lôslich- 
keit dadurch unmôglich gemacht, daB bislang die Beweglichkeïiten 
mancher Metall-Jonen nicht oder nur ungenau bekannt sind. 

2. Thermostat. — Die Leitfähigkeitsmessungen wurden stets 
bei 18° C ausgeführt. Auch die Sättigung der Lôsung fand fast 
stets bei dieser Temperatur statt; nur in Ausnahmefällen wurde 
zur schnelleren Erreichung des Lôsungsgleichgewichtes die Tem- 
peratur für einige Zeit erhôht. Als Thermostat diente ein ver- 
zinktes EisenblechgefäB von etwa 45 Liter Inhalt, dessen Tem- 
peratur durch einen Toluolregulator auf + 0.03° constant erhalten 
werden konnte. Die Temperatur wurde mit einem in ‘/10° geteilten 
Thermometer bestimmt. Um bei hôherer Zimmertemperatur die 
Temperatur des Bades auf 18° halten zu kônnen, wurde durch eine 
im Thermostaten liegende Bleischlange ein constanter Strom von 
Leitungswasser geschickt. 

3. Sättigungsgefäss. — Das SättigungsgefäB war nach den 
Angaben und der Zeichnung hergestellt, die W. Bôttger') der 
Beschreibung seines Gefäfes D beigegeben hat. Die Electroden 
waren nicht platiniert. Die Kapazität betrug 0.0935 + 0.0001. 
Die Messung der Kapazität wurde mit ‘10 n., ‘J100 n., ‘/200 n. 
Chlorkaliumlôsung vorgenommen und durch die Leitfähigkeits- 
messung einer gesättigten Gypslôsung controlliert. Zur Herstellung 
der Normallôsungen wurde Chlorkalium von Merck verwandt, das 
gelôst und mit Alkohol wieder gefällt wurde. Die Normallôsungen 
wurden durch-Titration mit Silbernitrat und Rhodanammonium 
auf ibren Gehalt geprüft. 

Das LeitfähigkeitsgefäB wurde durch eine federnde Klammer 
an einer horizontalen Welle im Thermostaten befestigt, die durch 
einen HeïiBluftmotor gedreht wurde. Ein besonderer Rührer erwies 
sich bei dieser Anordnung als überflüssig. Vor der Benutzung 
war das Leitfähigkeitsgefä8 zwei Tage ausgedämpft. Die Lôslich- 


1) W. Bôttger, Z. S. f. phys. Chem. 46. 1903. 641, 
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keit des Glases war hierdurch so herabgedrückt, da sich Leit- 
fäbigkeitswasser in dem GefäBe sechs Wochen unverändert hielt. 

4. Messapparate. — Die Leitfähigkeit wurde durch die 
Wheatstonesche Brückenschaltung mit Induktorium und Telephon 
bestimmt. Als Messbrücke diente eine Walzenbrücke mit einer 
Drahtlänge von 1.5 m. Der Draht wurde auf Kaliberfehler ge- 
prüft. Von den zwei benutzten Widerstandskästen enthielt der 
eine Widerstände von 1 bis 10000 Ohm, der zweite solche von 
10000, 20000, 30000 Ohm. Ein Vergleich beider ergab Ab- 
weichungen von hôüchstens 1/00 des Nennwertes. Das kleine In- 
duktorium besaB einen Quecksilber-Unterbrecher. Bisweilen wurde 
zur Verbesserung des Tonminimums ein selbstangefertigter Con- 
densator aus zwei von einander isolierten Zinkblechplatten benutzt, 
der durch einen Umschalter sowohl dem Widerstandskasten wie 
dem LeistfähigkeitsgefäB parallel geschaltet werden konnte. 

5. Leistfähigkeitswasser. — Reines Wasser zu erhalten, hatte 
im Laboratorium seine besonderen Schwierigkeiten. Es wurde 
gewôbnliches destilliertes Wasser aus einem Jenaer Glasgefäf 
destilliert und durch einen Silberkühler condensiert. Das Wasser 
wurde in einem Kolben von 5 Liter Inhalt mit Heberverschluf 
aufbewabrt, in den Luft nur durch ein langes mit Natronkalk 
gefülltes Rohr treten konnte. Die Reinheit des Wassers schwankte 
sebhr, so dass bisweilen seine Leitfähigkeit bis 1.5><107° stieg. 

6. Die untersuchten Stoffe. — Zur Untersuchung kamen s0- 
wobl kristallisierte wie gefällte Sulfide; die kristallisierten waren 
teils natürliche Mineralien, teils waren sie künstlich dargestellt. 
Eine kurze Andeutung über die Herstellungsmethode dieser künst- 
lichen Sulfide ist im Kapitel B jeder einzelnen Substanz beigegeben. 
Ihre Darstellung und die Untersuchung einiger ihrer physikalischen 
Eigenschaften wurde in Gemeinschaft mit Herrn Biltz ausgeführt. 
Die Ergebnisse werden in einer besonderen Mitteilung in ibren 
Einzelheiten beschrieben werden. 

Die natürlichen und künstlichen kristallisierten Sulfide wurden 
sämtlich analysiert. Die Analysen wurden im hiesigen Labora- 
torium von den Herren Schwabe und Block ausgeführt, denen ich 
auch an dieser Stelle meinen besten Dank ausspreche. 


B. Versuche. 

Zur Ausführung der Versuche wurde das nôtigenfalls gepulverte 
Sulfid mehrere Tage mit Leitfähigkeitswasser gewaschen und dann 
in das SättigungsgefäB gebracht, wo es noch einige Male mit Leit- 
fähigkeitswasser abgespült wurde. 
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Das Leitvermôügen des reinen Wassers wurde vor der Aus- 
führung des Versuchs im Sättigungsgefä8 bestimmt; bisweilen 
wurde auch das eingefüllte Sulfid vorsichtig mit Wasser über- 
schichtet, und so die Leitfähigkeit des Wassers vor dem Schütteln 
gemessen. 

Dann begann bei constanter Temperatur das Rotieren. Von 
Zeit zu Zeït angestellte Messungen der Leitfähigkeit gaben Auf- 
schluf über das Fortschreiten der Sättigung, und der Versuch 
wurde erst dann abgebrochen, wenn geraume Zeit keine Zunahme 
der Leitfähigkeit mehr festzustellen war. Die zur Sättigung der 
Lôsung nôtige Zeit schwankte bei den verschiedenen Sulfiden 
zwischen einigen Minuten und zehn Wochenr. 

Die meisten Bestimmungen wurden durch Wiederholung kon- 
trolliert. Von den nur innerhalb der Versuchsfehler schwankenden 
Messungen ist im folgenden eine, die einwandfreieste, mitgeteilt. 


1. Bleisulfid. Als Beweglichkeit für das Blei-Jon wurde 61.5, 
für das Hydroxyl-Jon 174 angenommen. 
a. Bleiglanz von Freiberg in Sachsen. 


Ausgesucht reine Spaltungsstücke wurden gepulvert und zu- 
nächst mit siedendem, dann Tage lang mit kaltem Leitfähigkeits- 
wasser gewaschen. 


I II Theoretisch 
Analysen: Pb 86.46 Pb 86.52 °h Pb 86.58 °/o 
S 13.35 °)o S 13.39 0 S 13.42 0) 
99.81 99.91 Jo 100.00 °/o 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunabme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 


21 Std. 1.112 >x<10" 1.679><10* 0.567 ><10* 1.20>< 10" 


b. Bleiglanz, künstlich dargestellt durch Sublimation von 
gefälltem Bleisulfid bei 1100° in reinem Stickstoff. 


Theoretisch 
Analyse: Pb 87.040) 86,58 °/o 
S 12,841) 13.42 °/o 
99.88 /o 100.00 °/o 


Aus der Analyse ergiebt sich, daB der Bleiglanz freies Blei 
enthielt; auf den Lôslichkeitswert kann dieses infolge seiner 
äuferst kleinen Lôüslichkeit keinen EinfluB ausgeübt haben. 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 

des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 


20 Std, 1236 <10"* 1.807 >< 10° 0.571107 1.21><10"° 
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c. Bleisulfid, gefällt aus Bleiacetatlôsung durch Schwefel- 
wasserstoff. 


Die Messung wurde noch am Tage der Fällung vorgenommen. 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 

b Std. 1.230 <10® 2.922 >< 10" 1.692<10* 8.60 >< 107 

d. Bleiïsulfid, gefällt aus Bleiacetatlüsung durch Schwefel- 
wasserstoff. 

Da sich beim Versuche ce bei fortgesetztem Schütteln eine 
immer weiter abnehmende Leitfähigkeit zeigte, wurde noch eine 
zweite Versuchsreihe angestellt. Die folgende Tabelle (vergl. die 
Figur) zeigt, daB anfangs der Widerstand rasch bis zu einem 
Minimum sinkt, um dann nach einer Zeit annähernder Constanz 
wieder zu steigen, bis er einen konstanten Endwert annimmt. 
Dieser Endwert entspricht der Lôslichkeit des Bleiglanzes. Das 
gefällte amorphe Bleisulfid besitzt demnach grofe Neigung in den 
kristallisièerten Zustand überzugehen. 


Rotationsdauer| Widerstand 
in Minuten in Ohm 


Leitfähigkeit 


0 69000 1.355 >< 107 
20 51300 
45 42470 
60 39285 
655 34790 
810 37700 
850 39285 
1165 46350 
1195 47130 
1280 48930 
1340 48940 

1385 48930 LIU STUN 

tgl. Ges. d. Wiss. Nachrichton, Math.-phys. Kiasse. 1906. Heft 6. 37 
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Umwandlung des amorphen Bleisulfids in Bleiglanz. 


Rotationsdauer  Leitfähigkeit  Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endvwert in Mol. i. Liter 


1385 Min. 1.355><10+ 1.910> 10° 0.565510 1.18 >< 10" 


Der erhaltene Lôslichkeitswert ist also fast genau der des 
Bleiglanzes. 

Nach der graphischen Interpolation liegt das Maximum der 
Leitfähigkeit bei etwa 33700 Ohm, was einer Concentration von 
8.52 >< 10% Molen im Liter entsprechen würde. Beim Versuch c 
war für das amorphe Bleisulfid eine Lôslichkeit von 3.60 >< 107° 
Molen i. Liter erhalten. 

Der durch die Versuche a, b und d erhaltene Lôslichkeitswert 
für Bleiglanz stimmt nicht im geringsten mit der Angabe von 
J. Bernfeld '), der die Aequivalentconcentration von Bleisulfid in 
einer mit Schwefelwasserstoff gesättigten Natriumsulfidlôsung zu 
2,9 >< 10° bestimmte. 

2. Quecksilbersulfid. 

Die Beweglichkeit für das Quecksilber-Jon wurde gleich der 
des Cadmium-Jons gesetzt, für die F. Kohlrausch?) als wahrschein- 
liche Zahl 47.4 angiebt. 


1) Bernfeld, Z. S. f. phys. Chem. 26. 1898. 46. 
2) F. Kohlrausch, Wied. Ann. 64, 1898. 454. 
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Zur Untersuchung kam nur schwarzes Quecksilbersulfid, das 
aus Mercuronitratlôsung durch Schwefelwasserstoff gefällt war. 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 

des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 


20 Min. 1.200>x<10* 1.224>x<10"* 0.024>x<10* 0.054><10" 


3. Silbersulfid. 
Als Beweglichkeit für das Silber-Jon wurde 54.5 angenommen. 
a. Silbersulfid, gefällt aus Silbernitratlôsung durch 
Schwefelwasserstoff. 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 
80 Min. 1.142 < 107 1.394 >= 1075 0.252 < 10% 0.55 >< 10 


Das Silbersulfid zeichnet sich ‘dadurch aus, daB es sich sebr 
rasch auswaschen läft und schon nach kurzer Rotationsdauer einen. 
ausgezeichneten Endwert liefert. Mehrere Controllversuche führten 
sämtlich genau zu dem oben gegebenen Werte. 


b. Silberglanz von Freiberg in Sachsen. 


I II Theoretisch 

Analysen: Ag. 86.74 0) Ag. 86.78% Ag. 87.07 %o 
S 12.72% S 12.78% S 12.93) 

99.46 % 99.56 %/ 100.00 ‘0 


Der Silberglanz lieB sich nicht zu Pulver zerkleinern, da 
Feilen und dergl. nicht angewandt werden durften. Er wurde in 
einer Achatreïibschale zu kleinen Blättchen geschlagen, die nach 
gutem Auswaschen in das LeitfähigkeitsgefäB gefüllt wurden. 

Der Bestimmung der Lôslichkeit des Silberglanzes stellten 
sich unerwartete Schwierigkeiten entgegen, die durch folgende 
Beobachtungstabelle erläutert werden. 


Rotationsdauer Widerstand Leitfihigkoit 


in Minuten in Ohm 
0 73800 | 1.267 >< 107 

210 72750 
330 70680 1.823 >< 10° 

540 74910 
1740 76380 1.224 >» 10° 
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Die Leittähigkeit nimmt zunächst ab, um dann auf einen 
hôheren Wert als den Anfangswert zu steigen. Das Leitfähig- 
keitswasser hat also durch die Zufügung des Silberglanzes eine 
Reinigung erfahren. 

Vielleicht liegt hier eine Wirkung der Porosität des Silber- 
glanzes vor, auf die ich in einer früheren Arbeit') hinwies. Das 
porôse Silbersulfid befreit das Wasser von den gelôsten Gasen, die 
es in sich aufnimmt. Der Vorgang erinnert sehr an die gleiche 
Wirkung des Platins. 

Auf die Bestimmung der Lôslichkeit des Silberglanzes habe 
ich danach verzichtet; wahrscheïnlich wird der Wert identisch 
sein mit dem des gefällten Silbersulfids, das einen durchaus 
kristallinen Eindruck macht. 

4. Sulfide des Kupfers. 

Als Beweglichbkeit wurde für das Kupfer-Jon 49 angenommen. 

a. Kupfersulfid, aus heïifer neutraler Kupfersulfatlôsung 
durch Schwefelwasserstoff gefällt. Die über dem Niederschlag 
stehende colloidale Lôüsung wurde abgegossen. Der Niederschlag 
setzte sich vorzüglich ab. 

Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endvwert in Mol. i. Liter 
24 Std. 1.140 x 10% 2.708310" 156310" 3.51 <10" 


Der Wert für die Lôslichkeit des Kupfersulfids ist nicht ganz 
sicher, da ein scharfer Endwert nicht erhalten wurde. 

b. Kupfersulfür. 

Das Kupfersulfür wurde dargestellt, indem gefälltes Kupfer- 
sulfid mit einem Zusatz von Schwefel zweimal im Rose-Tiegel im 
Wasserstoffstrom geglüht wurde. 

I II Theoretisch 

Analysen: Cu 80.07 ‘Jo Cu 80.10 ‘0 Cu 79.88 ‘o 

S 19.86 S 19.88 % S 20.12% 

99.93 °/ 99.98 °/o 100.00 °/ 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endvwert in Mol. i. Liter 


48 Std. 1.368 < 10 3.055 < 107 1.687 x< 10® 3.10 >< 10° 


Zur Berechnung der Concentration wurde angenommen, daf 
die Hydrolyse nach der Formel verläuft: Cu:S +2H:20 — 
2CuOH + H:S. 


1) O. Weigel, N. J. f. Min. Beil. Bd. XXI. 326. 1906, 
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5 Kadmiumaulfid. 
Als Beweglichkeit des Kadmium-Jons wurde 47.4 angenommen ). 


a. Greenockit, dargestellt durch Sublimation von gefälltem 
Kadmiumsulfid in reinem Stickstoff bei heller WeiBglut. Gut aus- 
gebildete, schwach gelbliche trigonale Kristalle. 


Theoretisch. 

Analyse: Cd 77.55 °/o Cd. 77.81% 

S 22.340) S 22.19 0 

99.89 °/0 100.00 °/0 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 


40 Std. 1.112 < 10% 6.092 >= 10° 3.980 < 10° 8.84 < 107 
b. Kadmiumsulfid, gefällt aus Kadmiumsulfatlôsung durch 


Schwefelammonium. Zwei Tage nach der Fällung wurde der 
Niederschlag untersucht. 


Rotationsdauer  Leitfähigkeit  Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 


20 Std. 1.206 x< 10% 5.194 < 10% 3.988 < 10% 8.86 = 10 


Das gefällte Kadmiumsulfid und der Greenockit geben denselben 
Lôslichkeitswert. Das Kadmiumsulfid wird demnach entweder als 
Greenockit gefällt oder ist im Verlaufe von zwei Tagen kristallin 
geworden. 

6. Zinksulfid. 

Als Beweglichkeit wurde für das Zink-Jon 47 angenommen. 

a. Zinkblende von Santander. 


Analysen: I IT Theoretisch. 
Zn 66.42 Jo Zn 66.37 ‘Jo Zn 66.45 0 
S 32.63 , S 3254,  S3268, 
SiO: 0.82, SiOz: 0.10 , Rest 0.97 , 
Al:Os + Fe20Os 065 , Al:Os+Fe:O3 1.01, 
100.02 ‘Jo 100.02 ‘Jo 100.00 °/o 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit  Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 


b Std. 1212 <10* 4.148 < 10" 2.936 <10* 6.65 x 10® 


b. Zinkblende, dargestellt durch Einwirkung von Schwefel- 
wasserstoff auf Zinkchloriddämpfe bei schwacher Rotglut. 


1) F. Kohlrausch, Wied. Ann. 64. 1898. 464. 
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Die auf diese Weise erhaltenen Kristalle waren der äuferen 
Form nach grôBtenteils als Wurtzit auzusprechen, einige Krystalle 
wiesen dagegen reguläre Formen auf. 

Wabrscheinlich haben sich bei der Abküblung die hexagonalen 
Wurtzite infolge der vorhandenen Keime der stabilen regulären 
Modifikation in Zinkblende umgewandelt. Auch das undurchsichtige 
Aussehen der Krystalle an manchen Stellen deutete darauf hin. 
Doch würde dies Verhalten mit der bisherigen Auffassung, daf 
das System Zinkblende-Wurtzit ein monotropes sei, im Wider- 
spruch stehen. 


Analysen: TI II Theoretisch. 
Zn 63.83 ‘Jo Zn 63.42 °/o Zn 63.68 °/o 
S 31.23 , S 3132, S-0122., 
Rest Wasser Rest Wasser Wasser 51 , 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 


7 Std. 1.360 < 107 4.290 < 10° 2.930 =< 10° 6.63 < 107 


ce. Wurtzit, dargestellt durch Erhitzen von gefälltem Zink- 
sulfid in reinem Stickstoff auf 1700°—1800°. Schône klare hexa- 
gonale Krystalle. 


I IT Theoretisch. 
Analysen Zn 66.99 °/ Zn 66.87 Jo Zu 67.10%) 
S 3276, S 3274, S 32.90 
99.75 °/o 99.61 %/ 100.00 °/o 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 


20 Std. 1.45 <10% 14.21 < 10" 12.76 =< 10° 28.82 < 10" 


d. Zinksulfid, gefällt aus Zinksulfatlôsung durch Schwefel- 
ammonium. Die Messung wurde am Tage nach der Fällung vor- 
genommen. 


Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 


12 Std. 1.368 < 107 32,60 < 10% 31.23 < 10° 70.6 = 107 


Gefälltes Zinksulfid geht bei längerem Stehen in kristallisiertes 
Zinksulfid über, das die Lôslichkeit der Zinkblende zeigt. Gefälltes 
Zinksulfid, das zwei Monate unter Wasser gestanden hatte, besaf 
eine Lüslichkeit von 6.4 >< 10 Mol. i. Liter. Infolge einer mangel- 
haften Wasserbestimmung mufte die zweite DAÉCS nach dem 
Komma unbestimmt bleiben. 
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7. Nickelsulfid. 

Die Beweglichkeiten der Jonen des Eisens, Mangans, Nickels 
und Kobalts sind bislang nicht festgestellt. Angenäherte Werte 
wurden für sie auf folgende Weise erhalten. Ein Vergleich der 
Werte À für verschiedene Concentrationen bei Nickel-, Kobalt- 
und Kupfernitrat erlaubt die Annahme, da die Beweglichkeit des 
Nickel-Jons um etwa zwei Einheiten, die des Kobalt-Jons um etwa 
vier Einheiten hinter der Beweglichkeit des Kupfer-Jons zurück- 
steht. Die Tabelle ist dem Buche ,Kohlrausch und Holborn, 
Leitvermôgen der Elektrolyte“ entnommen, die Messungen stammen 
von Loeb und Nernst. 


TJ Co(NOs)2| 108.9 112.8 115.9 118.6 


1/2 Ni(NOsh 110.8 | TE 118.1 "u 120.8 
‘1 Cu(NOshl 116.1 119.2 120.4 122.5 


Aus den Werten À für Mangan-., Fana und Zinksulfat er- 
giebt sich, dass die Beweglichkeit des Mangan-Jons etwa gleich 
der des Kobalt-Jons, die des Eisens gleich der des Zinks zu 
setzen ist. Die in folgender Tabelle mitgeteilten Werte für Zink- 
sulfat sind von Kohlrausch, die für Eisen- und Mangansulfat von 
von Klein gemessen. Auch diese Zahlen sind den Tabellen von 
Kohlrausch und Holborn entnommen; die Zahlen für Eisen- und 
Mangansulfat sind durch Interpolation auf dieselbe Concentration 
umgerechnet, für welche das Leitvermügen des Zinksulfats an- 
gegeben ist. 


A 
AM es | 065 | 137 | | 305 
1}; FeSOi | 29.3 23.75 18.8 15.18 
1j, ZnSO: | 29.3 23.42 19.13 15.33 
1}; MnSOs | 27.92 29.91 17.72 | 14.13 


Für die Berechnung der Lôslichkeit wurden folgende Jonen- 
beweglichkeiten angenommen: 1/2 Fe — ‘/a Ni — 47, 'j: Co — 
1/2 Mn = 4b. 
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a. Millerit, dargestellt durch Schmelzen von gefälltem 
Nickelsulfid in reinem Stickstoff bei 1800°. Feinkôrnige kristalline 
silberweife Masse. 


Analysen: I | IT Theoretisch. 
Ni 6432°, Ni 64270) Ni 64.290) 
Se BALE S S&ll, S 3511 
AkOs 0.31, Al:Os 0.49, Al:Os 0.40 , 
99.74 /o 99.87 0/0 100.00 Jo 


Der Thonerdegehalt stammt aus dem Porzellaurohr, in dem 
das Sulfid geschmolzen wurde, da bei 1800° das Porzellan zu 
fliefen beginnt. 

Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 
80 Std. 1.349 < 10% 8.550 <10% 7.201 <10* 16.29 >< 10° 


b. Nickelsulfid, gefällt aus Nickelnitratlôsung durch 
Schwefelammonium. Da sich das Sulfid beim Stehen unter Wasser 
fortgesetzt oxydierte, wurde während der Zeit des Auswaschens 
reiner Wasserstoff durch das Leitfähigkeitswasser geleitet. 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 

des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 


13 Std. 1078><10"* 18.70<10* 17.62>x<10"* 39.87 <107 


8. Kobaltsulfid, aus neutraler Kobaltsulfatlôsung durch 
Schwefelammonium gefällt. 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit  Leitfähigkeit Zunahme Concentration 


des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 
10 Std. 1.404><10® 19.64><10% 18.23 < 107% 41.62 >< 107 


9. Sulfide des Eisens. 
a. Magnetkies, dargestellt durch Schmelzen von gefälltem 


Eisensulfür in reinem Stickstoff bei Weïfglut. Schwach gelbliche 
kristalline Masse mit hohem Metallglanz. 


L II Theoretisch. 

Analysen: Fe 63.43 °/ Fe 63.47 Jo Fe 63.55 °/o 
S 36.58, S 36.60 , S 36.45, 

100.01 °)o 100.07 °/o 100.00 ‘Jo 


Aus den Analysen ergiebt sich das Verhältnis Fe:S — 
2.034 : 2.045. Demnach enthält auch der künstliche Magnetkies 
mebr Schwefel als der Verbindung FeS entspricht. Die Bestimmung 
der Lôslichkeit des Magnetkieses machte unter allen Sulfiden die 
grôBten Schwierigkeiten. Verschiedene Male wurden Versuche 
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aufgegeben, weil sich nach tagelangem Schütteln keine Leitfähig- 
keitszunahme zeigte. Erst ein sehr ausgedehnter Dauerversuch 
lebrte, daf der Magnetkies eine bedeutende Lôslichkeit besitzt, 
aber eine auferordentlich kleine Lüsungsgeschwindigkeit. 


Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 


77 Tage. 1028» 107% 2472 < 107% 928.69 < 10% 53.60 < 10° 


b. Eisensulfür, gefällt aus Ferrosulfatlôsung durch 
Schwefelammonium. Das Auswaschen des Niederschlags erfolgte 
in Wasserstoffatmosphäre. 


Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endvwert in Mol. i. Liter 


4 Std. 1.260 < 10% 32.24—< 10% 30.98=<10®% 70.1 >< 10" 


Der Lôslichkeitswert des gefällten Eisensulfürs ist etwas un- 
sicher,. da keine vollständige Constanz der Leitfähigkeit sich er- 
reichen lies. 


c. Pyrit von Freiberg in Sachsen. 

Zur Berechnung der Concentration aus der Leitfähigkeit wurde 
angenommen, da die Hydrolyse des Sulfids nach der Formel ver- 
läuft: FeS: + 2H20 = Fe(OH): + H:2S +S. Der hierbei entstehende 
Schwefel wird vermutlich mit dem Schwefelwasserstoff ein Poly- 
sulfid bilden. 


I IT Theoretisch. 

Analysen: Fe 46.60°/o Fe 46.58 Fe 46.62 ‘Jo 

S Db3.34, _S _b3.35, _S b3.38, 

99.94 0/0 99.93 °/0 100.00 ° 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Zunahme in Mol. i. Liter 


24 Std. 1.205 < 107% 19.28<107* 18.07 x 107° 40.89 < 107 


d. Pyrit, künstlich. 

Dieser Pyrit wurde dargestellt nach einer von Glatzel :) an- 
gegebenen Methode. Es wurden 25 g P:S5 mit 50 g wasserfreiem 
FeCls zwei Stunden in einer Retorte auf dem Sandbade erhitzt, 
wobei PSCL in die Vorlage überdestillierte. Auf dem Drahtnetz 
wurde die Retorte noch eine weitere Stunde mit einem kräftigen 
Brenner erhitzt. Die Retorte war in ihrem unteren Teile mit 
einer grauweiBen Masse erfüllt, die von einer schwärzlichen Schicht 
bedeckt war. Die graue Masse und vor allem ibhr oberer Teil 


1) Glatzel, Z. S. f. anorg. Chem. 4. 1893. 198. 


538 Oskar Weigel, 


war erfüllt von schwebend ausgebildeten Pyritkriställchen, die 
Hexaeder- und Pentagondodekaederflächen zeigten. Die graue 
Masse wurde zerrieben und so lange mit siedendem Wasser aus- 
gewaschen, bis das Waschwasser keine Eisenreaction mehr gab. 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 


16 Std. 1.433 <10® 19.48 < 10 18.05 < 10" 40.84 x 107 


10. Mangansulfür.' 

a. Grünes Mangansulfür. 

Es wurde erhalten, indem eine mäfig verdünnte Mangansulfat- 
lôsung in der Siedehitze mit einem grofen UeberschuB von 
Ammoniumpolysulfid schnell versetzt wurde. Der grüne Nieder- 
schlag wurde mit Wasserdampf ausgewaschen und im Schwefel- 
wasserstoffstrom bei 180° getrocknet. 


Theoretisch. 

Analyse: Mn 62.87 °) Mn 63.17 °) 

S 36.65 , _S 368, 

99.55 %/o 100.00 °/o 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert ° in Mol. i. Liter 


25 Min. 1230=<107% 24.61 >x<107% 23.88x< 10% 54.50 = 10" 


b. Fleischfarbenes Mangansulfür, aus Mangansulfat- 
lôsung durch Schwefelwasserstoff gefällt. 
Einen Tag nach der Fällung wurde der Niederschlag untersucht. 
Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 
90 Min. 1.261107" 32.60 <10* 31.84<10* 71.60 = 10 


11. Sulfide des Zinns. 

Als Beweglichkeit des Sn-Jons wurde 61.5 angenommen. 

a. Zinnsulfür. 

Das Sulfür wurde durch Entschwefeln des gefällten Sulfids in 
reinem Stickstoff bei 1000° dargestellt. Es bildet eine schwarze 
metallglänzende Masse aus groBen Krystallblättern. 


Analysen: I IT = Theoretisch. 
Sn 79.26 ‘Jo Sn 79.04 Jo Sn 78.20 °/o 
S 20.20 , S 20.00 , S 21.15 , 
Rückstand 0.53 , Rückstand 0.75 , HRückstand (0.66 , 
99.99 99.79 9/0 100.00 °/o 


Das krystallisierte SnS enthält also freies Sn, wie der künst- 
liche Bleiglanz freies Pb. Infolge seiner unendlich kleinen Lôs- 
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lichkeit kann das metallische Zinn auf den erhaltenen Lôslichkeits- 

wert keinen nennenswerten Einflu8 gehabt haben. Der Rückstand 

bestand aus Porzellanstückchen, die von dem Rohre stammten, in 
dem das Sulfid geschmolzen wurde. 

Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 

des Wassers Endvwert in Mol. i. Liter 

7 Std. 1.050 < 10% 1.118 < 10 0.068=< 10% 0.14 >< 10° 

b. Zinnsulfid, Musivgold, Praeparat von Schuchardt, aus 
dem auch das Sulfür hergestellt wurde. 

Zur Berechnung der Concentration aus der Leitfähigkeit wurde . 
angenommen, daB die Hydrolyse des Sulfids nach derselben Formel 
verläuft wie die des Pyrits. 

Rotationsdauer  Leitfähigkeit  Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endvwert in Mol. i. Liter 


24 Std. 1.206 >= 10% 1.738 <10® 0.532<10* 1.13 =< 10° 


12. Arsentrisulfid, aus arseniger Säure durch Schwefelwasser- 
stoff gefällt. Vier Tage nach der Fällung wurde der Niederschlag 
untersucht. 

Zur Lôslichkeitsbestimmung der Sulfide des Arsens, Antimons 
und Wismuths aus der Leitfähigkeit mufte ein besonderer Weg 
eingeschlagen werden, da bei diesen drei Stoffen für die Beweg- 
lichkeit des Kations in der Litteratur kein Anhaltspunkt gegeben ist. 

Aus der Lôslichkeitsbestimmung des Arsentrisulfids durch 
Herrn Biltz!) auf ultramikroskopischem Wege und meiner Leit- 
fäbigkeitsmessung wurde die Beweglichkeit des Arsen-Jons be- 
rechnet und für das Antimon und Wismuth derselbe Wert ange- 
nommen. Vor allem für das Wismuth wird die Annäherung an 
den richtigen Wert nur eine sehr grobe sein. 

Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert 


10 Std. 1.200<10" 4463=<10* 3.263 >= 10 — 


Herr Biltz fand für den Gehalt der gesättigten Arsensulfidlüsung 
2,1 < 10 Mole im Liter. Nimmt man an, dal das gelôste Sulfid 
nach der Formel hydrolytisch gespalten ist: As: Ss + 6H20 — 
2As(0H)s +8H:S, so folgt aus dem Leitfähigkeitswert für das 
Arsen-Jon die Beweglichkeit As/s — 85. 

13. Antimontrisulfid, aus Brechweinsteinlôsung mit Schwefel- 
wasserstoff gefällt. 3 Tage nach der Fällung wurde der Nieder- 
schlag untersucht. 


1) W. Biltz, die Mitteilung erscheint demnächst in der Z.S. f. phys. Chem. 
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Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 
11 Std. 1.224 10% 92310 8.006 <10®* 6.2 x 107 
14. Wismuthsulfid, aus colloidaler Wismuthhydroxydlôsung 
mit Schwefelwasserstoff gefällt. Die colloidale Lôsung war nach 
der Vorschrift von Biltz hergestellt ?). 


Rotationsdauer  Leitfähigkeit Leitfähigkeit Zunahme Concentration 
des Wassers Endwert in Mol. i. Liter 


11 Std. 1,480 < 10 2.017 <10% 0.537 x<10"* 0.35 =< 10° 


C. Ueber Beziehungen zwischen der Lüslichkeit 
und anderen Eïgenschaften der Sulfide. 


Werden die kristallisierten und die amorphen Sulfide in Reïhen 
nach ihrer Lôslichkeit geordnet, so erhält man folgende zwei 
Tabellen. 


Lôslichkeitstabelle der kristallisierten Sulfide. 


Lôslichkeit Lüslichkeit 


Substanz Substanz in 
Mol.i. Liter 


in 
Mol. i. Later 


MnS, grün 54.50<10"*| CwS, regulär 3.10<10"° 
FeS, Magnetkies 153.60<10"*| PbS, Bleiglanz 1.20>x<10"* 
FeS, Pyrit 40.85><10"*| SnS, Musivgold 1.13><10"" 
ZnS, Wurtzit 28.82<10"*| AgS, (Silberglanz?) | 0.55 <107* 
NiS, Millerit 16.29=<10"*| SnS, kristallisiert 0.14><10"* 


CdS, Greenockit 8.85 <10"° 
ZnS, Zinkblende 6.64—<10"° 


1) W. Biltz, Ber. d. D. chem. Ges. 35, 1902. 4431. 
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Lôslichkeitstabelle der gefällten Sulfide. 


Lôslichkeit 
in Mol. i. Liter 


Lôslichkeit 
in Mol. i. Liter 


Substanz 


MS 71.60><10 PbS 36 x<107 
ZnS 70.60<10 CuS 35110" 
Fes 70.1 =<10" As:2Ss 2.1 ><10**) 
CoS 416210" Ag:S 0.55 =<10 
NiS 39.87><10 BieSs 0.35 =<10" 
Cds 8.85<10" HgS 0.054>< 107 
Sb:Ss 52 x<107 | 


+) Der Wert 2.1 x< 106 für As,S, ist durch Herrn W. Biltz ultramikrosko- 
pisch gemessen. 


Aus den Tabellen geht hervor, daB die gefundenen Lôslich- 
keitswerte der Regel entsprechen, daf die labile Modifikation 1ôs- 
licher als die stabile ist. Das amorphe gefällte Zinksulfid über- 
trifft an Lôslichkeit den Wurtzit, dieser wieder die stabile Zink- 
blende. Bemerkenswert ist, daB die Zinkblende und der Greenockit, 
die in der Natur so häufig als isomorphe Mischung auftreten, 
nahezu gleiche Lôslichkeiten zeigen; die gefällten Sulfide des 
Zinks und Cadmiums besitzen Lôslichkeiten, die sich wie 8:1 
verbalten. 

Weitere Folgerungen, die sich aus der Reïhe der kristalli- 
sierten Sulfide ziehen lassen, sollen erst im nächsten Teil der 
Arbeit mitgeteilt werden, wenn das Verhalten dieser Sulfide noch 
-ingebender studiert ist. 

Von Bodländer!) ist eine Beziehung zwischen der Lôslichkeit 
und der Bildungswärme von Elektrolyten entwickelt worden. Die 
von ibm aufgestellte Formel lautet: 

E, = Ey+ Er — 0.058 (0.087) Ly p, 
in der Æ, der Bildungswärme Q des Sulfids geteilt durch 230 
gleichzusetzen ist, E4 die Haftintensität des Anious, Æ, die des 
Kations und p die Lôslichkeit des betreffenden Electrolyten dar- 
stellt. Sind Anion und Kation zweiwertig, so ist der Faktor des 


1) Bodländer, Z. S. f. phys. Chem. 27. 1898. 35. 
3 5 


| 
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1g p — 0.068; ist die Wertigkeit des einen Ions — 2, die des an- 
dern = 1, so ist der Faktor gleich 0.087 zu setzen. 

Da de Haftintensität ÆE1 für die Sulfide unbekannt ist, nn 
p nicht berechnet werden. Dagegen kann aus der Läslichkeit 
irgend eines Sulfids E, abgeleitet, und dann mit Hilfe dieses .E, 
die Lôslichkeit jedes andern Sulfds, dessen Æ, und EÆ; bekannt 
ist, berechnet werden. 

Die folgende Tabelle giebt die Werte ÆE1, die mit Hilfe der 
in Kapitel B bestimmten Lôslichkeiten einiger gefällter Sulfide 
berechnet sind. 


1}; Mn S | 143.2 < 10° | 0.965 
1J2 Tle SX 0.86 >< 10°! 0.43 
1j ZnS |141.2 = 107 | 0.86 
12 FeS |1402 , | 0.52 
1J; NiS 79.74 , 0.38 
1/; Cd S LA, 0.7 
1} PbS LATE 0.4 
1/3 Cu S GAit4s 0.4 
1/3 Age S 1405 0.07 
Je HgS 0.107 , 0.1 


* Der Wert p für das Thallosulfid ist durch W. Bôttger !) 
bestimmt worden. 

Wie die Tabelle zeigt, erhält man bei den verschiedenen Sul- 
fiden sehr verschiedene Werte ÆE1, die sogar durch Null hindurch- 
gehend ïihr Vorzeichen wechseln. 

Diese Abweichungen kônnen nicht aus der Ungenauigkeit der 
Lôslichkeitsbestimmungen herrübren, da bedeutende Schwankungen 
von p, das mit seinem Logarithmus in die Bodländersche Formel 
tritt, nur eine geringe Aenderung des E,-Wertes zur Folge haben. 
Angenommen, der Wert p des Silbersulfids sei 1.50 = 10 statt 
1.10 >x< 10*, dann erhält man für ÆE,1 den Wert + 0.34 statt 
+ 0.33. 

In den Zahlen E; tritt ein deutlicher Gang hervor, der nur 


1) W. Bôttger, Z. S. f. phys. Chem. 46. 1908. 571. 
3% 
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in der Mitte der Reihe durch UnregelmäBigkeiten gestôrt wird. 
Versuche näher in die Ursachen dieser Veränderlichkeit einzu- 
dringen, wurden nicht gemacht; vielleicht ist die Erscheinung auf 
die Berechnung von E, aus der Wärmetônung zurückzuführen, die 
eine periodische Funktion des Atomgewichts ist. 

Infolge dieser von einander abweichenden E,-Werte führt auch 
die Berechnung der Lôslichkeit eines Sulfids aus der eines andern 
zu keinem befriedigenden Ergebnisse, vor allem, wenn die Sulfide 
in der oben gegebenen Reihe weit von einander entfernt stehen. 
Trotzdem seien hier einige Berechnungsversuche mitgeteilt, weil 
aus ihnen hervorgeht, wie fehlerhaft die Lôslichkeitsbestimmungen 
sein müBten, falls ein constantes E4 vorläge. 

Als Ausgangspunkt der Berechnung wurde das Thallosulfid 
gewählt,. weil seine Lôslichkeit durch zwei von einander unab- 
hängige Bestimmungen sicher feststeht (vergl. S. 21). Unter der 
Annabhme, daB ein constantes E41 — —0.14 vorläge, wurden fol- 
gende Lôslichkeiten nach der Bodländerschen Formel berechnet. 


| p berechnet | p gefunden 


1/ Mn S | 1.68 >< 1071 | 1.43 >< 107‘ 
1] Fe S 111022514052 410" 
l/s Zn S D Poe LOI AIS ST OT 
1} CdS PITIOR RE T4 107 
1/; PbS 4.17 = 107 | 7.2 >< 107 
1h Ag S | 418 x 10" | 110 ><10* 
1/2 Hg S 1.74 = 107%] 0.107-<10"* 


Bodländer hat schon die Sulfide in einer Reïhe nach ihrer 
Lôslichkeit angeordnet, die der Differenz E,— E, proportional ist. 
Er hat auch darauf hingewiesen, daB diese Reihe in Ueberein- 
stimmung steht mit den Erfahrungen der Analyse. Diese That- 
sache soll hier an der Hand der nunmehr bestimmten Lôslichkeiten 
nochmals erläutert werden, da erst durch die absoluten Werte die 
Unterschiede im Verhalten der einzelnen Sulfide klar hervortreten. 

Die Sulfide vom Mangan bis zum Kobalt werden aus mineral- 
saurer Lôsung infolge ihrer hohen Lôslichkeit durch Schwefel- 
wasserstoff nicht gefällt. Unter ihnen ist das Mangansulfid das 
lôslichste, denn schon durch Essigsäure wird es zersetzt. Dann 
folgen Eisensulfür und Zinksulfid, von denen das erstere das 16s- 
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lichere ist, da es aus neutraler Lôsung nicht fällt, während beim 
Zink eine wenn auch nicht vollkommene Fällung eintritt. In der 
Tabelle steht das Zinksulfid vor dem Eisensulfür. Vermutlich ist 
der Lôslichkeitswert des letzteren etwas zu niedrig. Den Schluf 
machen Nickel und Kobalt, deren Sulfide aus Lôsungen mit nur 
wenig Wasserstoffionen durch Schwefelwasserstoff ausgeschieden 
werden, einmal gefällt aber in Säuren unlôslich sind. 

Es folgt die Reihe der aus mineralsaurer Lôspng fallenden 
Sulfide. Hier steht das Cadmiumsulfid an erster Stelle; schon aus 
ziemlich stark saurer Lôsung wird es durch Schwefelwasserstoff 
gefällt. Dann folgen die drei Sulfide des Bleies, Kupfers und 
Silbers, die so schwer lôslich sind, daB sie aus nicht allzu com- 
plexen Verbindungen ihrer Metalle durch Schwefelwasserstoff aus- 
geschieden werden. Alle drei sind in heiBer Salpetersäure lôslich. 
Die geringste Lôslichkeit zeigt das Quecksilbersulfid, das nur 
durch Kônigswasser oxydiert wird. 

Unter den drei Sulfiden des Arsens, Antimons und Wismuths 
ist das Antimonsulfid am leichtesten 1ôslich, da es von concen- 
trierter Salzsäure zerlegt wird, während das Arsentrisulfid in 
kalter concentrierter Salzsäure praktisch unlôslich ist. Wismuth- 
sulfid wird nur von beifer concentrierter Salzsäure angegriffen. 


D. Prüfung der Berechnungsweise der Concentration 
aus der Leitfähigkeit. 


Im Abschnitt B wurde die Lôslichkeit der Sulfide aus der 
Leitfäbigkeit mit Hilfe der Annahme berechnet, da das gelôste 
Sulfid praktisch quantitativ hydrolysiert, das gebildete Hydroxyd 
quantitativ dissociiert, und die Leitfähigkeit des bei der Hydrolyse 
entstehenden Schwefelwasserstoffes gegenüber der Leitfähigkeit 
des Hydroxyds zu vernachlässigen ist. Ein solcher Verlauf des. 
Lôsungsprozesses ist bei den Sulfiden zu erwarten, deren Metalle 
stark basische Hydroxyde bilden wie das Thallium und Silber. 
Bei s0 schwachen Basen wie Manganbydroxyd ist eine quantitative 
Dissociation selbst bei den auBerordentlich hohen Verdünnungen, 
um die es sich hier handelt, nicht sehr wahrscheinlich. DaB ge- 
rade der geschilderte Vorgang bei der Lüsung stattfindet, wurde 
nicht bewiesen, dagegen geht aus folgenden Angaben hervor, daf 
diese Berechnungsweise zu richtigen Resultaten führt. 

1. Von W. Bôttger') wurde die Lôslichkeit des Thallosulfids 
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bei 19.96° auf chemischem Wege zu 0.43 x 10* Molen im Liter 
bestimmt. Aus der von ihm gemessenen Leitfähigkeit 4 — 216 >» 10° 
folgt nach meiner Berechnungsweise eine Lôslichkeit von 0.433 >< 10-* 
Molen im Liter. bei 19.96. Die Uebereinstimmung ist also voll- 
kommen. 

Durch Herrn W. Biltz sind in letzter Zeit im hiesigen La- 
boratorium die Lôslichkeiten einer Reihe von Sulfiden auf ultra- 
mikroskopischem Wege festgestellt worden. Seiner besonderen 
Liebenswürdigkeit verdanke ich die hier mitgeteilten Zahlen. 
Eine Nebeneinanderstellung der so erhaltenen Werte mit den 
meinigen zeigt im wesentlichen genügende Uebereinstimmung; eine 
vollkommenere ist infolge experimenteller Verhältnisse!) nicht 
"1 erwarten. 


Weigel 


| W. Biltz 


72 10" 
8.8 >< 10 
3.6 >< 10° 
0.55 =< 10° 


114102 


2. Die von mir benutzte Berechnungsweise setzt noch die 
Kenntnif der Leitfähigkeit des Schwefelwasserstoffs voraus, sodaf 
Bestimmungen dieser Leitfähigkeit für verschiedene Concentrationen 
unerläBlich waren. 

Das antersuchte Schwefelwasserstoffwasser wurde hergestellt, 
indem in Leitfähigkeitswasser reiner Schwefelwasserstoff zugleich 
mit reinem Wasserstoff eingeleitet wurde. Der Schwefelwasser- 
stoff passierte zur Reinigung zwei Waschflaschen mit Wasser, 
zwei mit Kaliumsulfidlôsung und zwei mit Leitfähigkeitswasser ; 
der Wasserstoff durchstrômte eine Waschflasche mit Wasser, eine 
mit Chromsäure, eine mit Silbernitrat und zwei mit Leitfähigkeits- 
wasser. 

Das so erhaltene Schwefelwasserstoffwasser wurde nach der 
Volhardschen Methode titriert. Durch Verdünnen mit Leitfähig- 
keitswasser wurden verschieden concentrierte Lüsungen hergestellt, 
die zur Controlle nochmals titriert wurden. Die bei verschiedenen 
Versuchen erhaltenen Werte weichen nicht unwesentlich von ein- 


1) vergl. W. Biltz, L c. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1906. Hoft 5. 38 
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ander ab, doch war die Genauigkeit der Bestimmungen für den 
vorliegenden Zweck mehr als ausreichend. 


HS H: S 
Conc.i. Mol.| # >< 10° |Conc.i.Mol.| x >< 10 
i. Liter i. Liter 


0.00026 0.74 0.0067 9.00 
0.00047 1.39 0.0142 14.43 
0.00085 1.78 0.0150 13.40 
0.00117 3.00 0.0170 14.64 
0.00142 3.20 0.0175 14.80 
0.0025 4.75 0.020 19.30 
0.0046 6.85 0.033 22.90 


Das Verhältnis der Leitfähigkeiten von äquimolekularen Lô- 
sungen des Hydroxyds und des Schwefelwasserstoffs, wie sie bei 
der Hydrolyse eines Sulfids vom Typus MS entstehen, soll an dem 
Beispiel des Zinksulfids für die Concentrationen 0.000256 und 0.0025 
Mol. i. Liter gezeigt werden. 

Die Leitfähigkeit des Zinkhydroxyds ist berechnet aus den 
Ionenbeweglichkeïten, die den Tabellen von Kohlrausch und Holborn 
entnommen sind. 


Concentration Leitfähigkeit 
i. Mol. i. Liter 


Zinkbydroxyd | Schwefelwasserstoff 
0.00025 0.00011 0.0000007 
0.0025 0.0010 0.0000048 


Die Leitfähigkeit des Schwefelwasserstoffes beträgt im ersten 
Falle 0.6°, im zweiten 0.5°/ der Leitfähigkeit des Zinkhydroxyds. 
Da die ganze Berechnungsweise der Concentration aus der Leit- 
fähigkeit eine solche Genauigkeit nicht beanspruchen kann, ist auf 
Anbringung einer Correction mit Hülfe der Leitfähigkeitstabelle 
für den Schwefelwasserstoff verzichtet worden. 
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Tabellarisehe Zusammenstellung der bei 18° bestimmten 


Lôüslichkeiten. 
TS Lôslichkeit 
Substanz or Etc ds 
im Liter 


Stunden >< 10 


1. Bleiglanz von Freiberg 1.21 
2. Bleiglanz, künstlich 1.21 
8. Bleiglanz, durch Umw. 1.18 
v. gef. PbS 
4. PbS, gefällt 3.60 
DAHES IS 0.054 
6. AmS, , 0.5b2 
7 CS. , 8.b1 
8. Cu S, regulär 3.10 
9. Greenockit, künstlich 8.84 
10. CdS, gefällt 8.86 
11. Zinkblende von San- 6.67 
tander 

12. Zinkblende, künastlich 6.63 
13. Wurtzit, künstlich 28.82 
14. ZnS, gefällt 70.60 
16. Millerit, künstlich 16.29 
16. NiS, gefällt 39.87 
17. CoS, , 41.62 
18. Magnetkies, künstlich 53.6 
19. Fes, gefällt 70.1 
20. Pyrit von Freiberg 40.89 
21. Pyrit, künstlich 40.84 
22. MnS, grün 54.5 
23. MnS, fleischfarben 71.6 
24. SnS, kristallisiert 0.14 
25. Sn S:, Musivgold 1.13 
26. As Ss, gefällt 2.1 
27. Sbe S8, : b.2 
28. Bi: Ss, . 0.35 
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Ich kann diese Mitteilung nicht schliefen, ohne Herrn Pro- 
fessor Dr. W. Biltz für die reichliche Bewilligung von Instituts- 
mitteln zur Ausführung dieser Arbeit meinen verbindlichsten Dank 
auszusprechen. 


Clausthal i. H. 
Chemisches Laboratorium der Bergakademie, Juli 1906. 
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